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SIHETRIZACION DE PROBLEMAS PARABOLICOS MO LINEALES: 

APLICACION A ECUACIONES DE REACCION-DIFUSIOWl(*) 

J. I. Diaz 

Academico Correspondiente. 

Resumen 

Dado un problema de contornp parab6lico sobre un abierto de D de R 
N 

con dato inicial U termino independiente f(t,.) y condiciones de 
0' 

anulaci6n en el borde, se define su "problema simetrizado" reemplazando D 

por una bola Q",  de igual rnedida que Q, centrada en el origen y uo,f(t,. ) 

por Uo,F(t,. 1 funciones radialmente simetricas y decrecientes a 10 largo 

de 10s radios. 

El principal resultado de este trabajo muestra la estabilidad de este 

proceso en terminos de 10 que podria considerarse como la asimetria de la 

soluci6n y de 10s datos: la diferencia entre la solucidn y datos radiales 

y las funciones de reordenamiento simetrico de la soluci6n y datos de 

partida. Como caso particular se obtiene el "criteria de comparacibn en 

masa", inicialmente obtenido por C. Bandle para la ecuaci6n del calor. La 

generalidad de las hip6tesis aqui supuestas hace posible obtener diversas 

aplicaciones de la comparaci6n en masa para evaluar diversas propiedades 

cualitativas de las soluciones U y U: estimaciones en norma, tiempo de 

explosi6n, $iempo de extinci6n y medida del conjunto de anulaci6n. 

La extensi6n a1 caso de sistemas de ecuaciones de reacci6n-difusi6n 

es llevada a cab0 en la liltima seccibn, aplicando 10s resultados a1 caso 

del problema de adsorcicin de un fluido sobre las paredes de un &lido, de 

gran relevancia en Ingenieria Quimica. 

(*) Resultados presentddos en la Conferencia impartida en la Real Acadernla 

el 5 de Diciembre de 1990. 



Symmetrization of nonlinear parabolic equations: application to reaction- 

diffusion equations 

Abstract 
N 

Given a parabolic boundary value problem on an open set R of W , of 
initial datum U right side hand term f (t,. l and homogeneous Dirichlet 

0 ' 
conditions, we define its "symmetrized problem" by replacing R by a ball 

R* of some measure than R and U , f (t, . by U , F(t,. radially symmetric 
0 0 

functions decreasing along the radii. 

The main result of this work (Teorema 1) shows the stability of this 

process in terms of the asymmetry of the solution and the data: the 

difference between the radial solution and data and the symmetric 

rearrangement of the initial solution and data (see (2 .16 ) ) .  As a direct 

consequence we find a "mass comparison principle" (Corolario 1) obtained 

by first time by C. Bandle for the heat equation. In Section 3 we apply 

this in order to compare the behavior of U and U in several qualitative 

properties: norm estimates, blow-up time, finite extinction time and 

measure of the vanishing set. 

Finally, in section 4, we extend the previous results to the case of 

suitable reaction-diffusion systems. The adsorption problem, of relevance 

in Chemical Engineering, is considered as a special case. 

8 .  Introducci6w. 
N 

Sea R un abierto acotado de W de frontera regular. Considerernos el 

siguiente problema de contorno de tipo parab6lico 

donde b es una funcidn real continua no decreciente tal que b(O)=O. Las 

funciones f y uo se suponen funciones integrables conocidas y 10s 

"coeficientes" A y B satisfacen, entre otras, las siguientes hipdtesis: 

A(X,U,~).E')~~~ Vx€R , UER , <SF? 



para algdn p~(1, m) y alguna funcidn real continua g con g(O)=O. Problemas 

de esta naturaleza aparecen en numerosas aplicaciones: filtracibn de 

fluidos en medios porosos, reacciones quimicas isot&rmicas, fluidos no 

Newtonianos, conduccibn no lineal del calor, etc. Referencias detalladas 

se pueden encontrar en 10s trabajos Diaz [1980bl, [1985a1, [l9861 y Diaz- 

de Thelin [19911. 

Uno de 10s principales objetivos de este articulo es la comparacibn 

de la soluci6n U del problema ( P )  con la soluci6n U de un nuevo problema 

(P*) de form<lacibn m5s simple y con propiedades de simetria radial. El 

proceso de simetrizaci6n, ya recogido en la monografia pionera de Polya y 

Sezgo [19521, comienza por reemplazar el dominio R por una bola Q"=B(O,R) 

de RN, centrada en el origen y de igual medida que i. El problema 

simetrizado asociado a (P) se enuncia ahora como 

s iendo 

A U = div(lv~l~-~v~) . 
P 

(l. 1) 

(Observese que para p=2 el anterior operador se reduce a1 operador liheal 

de Laplace). Los nuevos datos F y U son funciones con simetria radial en 
0 

x relacionados adecuadamente con f y U . Ademks, como se pretende que U 
0 

tenga un comportamiento simple se supondrk tambi6n que F(t,.) y U. son 

funciones simbtricas que decrecen a 10 largo de 10s radios. La eleccidn 

optima de F y U corresponde a las funciones reordenamientos simbtricos de 
0 

1 
f y uo. Recordernos que dada una funci6n arbitraria hcL (Q), hzO, siguiendo 

a Hardy-Littlewood-Polya [19341, se definen las siguientes funciones 

auxiliares: 

p(t)=\{xcQ:h(xl>~)I (funcion & distribuci6n1, - 
g: [O, m)*, h(s)=inf It)-0: p(r 15s) (reordenamiento decreciente) 

y finalmente 
+. N 

h,:Q*+R, h,(x)=h(w 1x1 ) (reordenamiento sim6trico decreciente & h) 
N 

M 
donde W es el voldmen de la bola unidad en R . Nbtese que h, es 

N 
simktrica, decrece a 10 largo de 10s radios y que 10s conjuntos de nivel 

{x~Q:h(x)>t) y {x~Q*:h"(x)>t} tienen igual medida. Muchas otras 



propiedades de la funci6n h" pueden encontrarse en las monografias Bandle 

[1980], Mossino L19841 and Kawohl 119851. 

Uno de 10s aspectos basicos que fundamentan la comparaci6n entre U y 

U tiene sus origenes en la desigualdad isoperimetrica 

en la que L representa la longitud (si N=2) o medida de superficie de a R  y 

A el area (si N=2) o medida de volumen de Q. La igualdad s61o se tiene en 

el caso de que Q sea un circulo (si N=2) o, mas en general, cuando R es 

una bola N-dimensional. Tal desigualdad, que tiene sus origenes en Dido de 

Cartago (850 a.C. 1, no fue obtenida con rigor hasta 10s trabajos de 

Steiner (1882 N=2), Schwarz (1890 N=3) y Schmidt (1939 NEN). La aplicaci6n 

que aqui haremos pasa por la nocion mas reciente de "perimetro en' el 

sentido de Giorgi" (De Giorgi [l9571 1. 

Es bien conocido que en el caso eliptico (b=O). Se tiene la 

comparaci6n puntual u"5U en R" si se toma g=O (Talenti [19771). 

En el caso parab6lico tal tip0 de comparaci6n puntual no es posible y la 

comparacion ha de entenderse en un sentido mks indirect0 pero igualmente 

de gran utilidad para varios prop6sitos. En el caso de ecuaciones lineales 

(b(u)=u, A(t, X, U, < l = < ,  B101 la desigualdad que se obtiene, tras suponer 

U =U y F(t,. )=f*(t,. es 
0 0' 

p d d P  5 G(t,.)dl J: 'v's~[O,lQIl, 'v'tf[O,T]. (1.2) 

Esta comparacit~n, que denominaremos "comparaci6n en rnasa", ha sido 

recientemente extendida a diversas forrnualciones no lineales que aqui 

corresponden a formulaciones particulares del problema (PI  (veanse 

referencias en la Observation 2). 

Las principales contribuciones que contiene este articulo son las 

siguientes: En primer lugar, en la Seccibn 2, obtendremos una estimacibn 

de la norma L~ de la diferencia de las funciones de la expresi6n (1.2) en 

terminos de similares expresiones asociadas a 10s datos iniciales y a las 

funciones "miembro-independiente" de las ecuaciones. Tal estimaci6n 

muestra, en un cierto sentido, la estabilidad del proceso de simetrizaci6n 

e implica como caso particular la comparaci6n de las masas dada en (1.2). 

Esta consecuencia mejora resultados conocidos establecidos bajo 



formulaciones particulares de (P). Sefialemos a este respecto que si b(u)tu 

la comparaci6n adecuada se debe enunciar en tkrminos de (1.2) pero 

reemplazando U y U por b(u) y b(U). En esta secci6n tambikn se muestra una 

estimaci6n sobre la raz6n en el tiempo con que una soluci6n de (P), cuando 

0 es una bola, converge a una soluci6n radialmente sim6trica cuando t++m. 

La Secci6n 3 contiene diversas aplicaciones del resultado de 

comparaci6n antes mencionado rnostrkndose varias propiedades cualitativas 

de las soluciones de (P). En particular se obtienen estimaciones sobre la 

norma L' de b(u(t, . ) 1; se muestran las desigualdades 

donde, en cada caso, Tm y To representan 10s tiempos de explosi6n y de 

extincibn de las soluciones respectivas. Por dltimo se muestra la desigualdad 

siendo RI el conjunto de anulaci6n de las funciones involucradas sobre 10s 
t 

dominios correspondientes. Un hecho notable a este respecto es que tal 

desigualdad se mantiene incluso para datos de contorno no homogeneos. 

Finalmente, en la Secci6n 4, se extiende el resuldado de comparaci6n 

en masa a1 caso de sistemas de reaccibn-difusi6n del tip0 

cuando se supone 

R (u,v)=f (u)+gi(v) 
I i 

con fi y gi adecuadas. Sistemas de este tip0 aparecen en la modelizaci6n 

de fen6menos de absorci6n en Ingenieria Quimica (vease p.e. Costa [1985], 

Van Duyn-Knaber [19801. 

Una buena parte de 10s resultados de este trabajo fueron expuestos, 

en una versibn preliminar, en el curso de doctorado que el autor imparti6 

durante el curso 1987/1988 en la Universidad Complutense de Madrid. El 

autor agradece a J. Mossino y B. Gustafsson las estimulantes discusiones 

mantenidas durante sus estancias en Madrid en el citado curso acadbmico. 



2. Estabilidad y comparacibn en masa en el proceso de simetrizaci6n. 

Comenzaremos precisando el cuadro funcional en el que enrnarcaremos 

10s problemas (P) y (P') para su tratarniento. Las hipbtesis estructurales 

sobre A y B son las siguientes: 

A: Z~~IRXIR'~?~ es una funci6n de Caratheodory (e.d. continua en ( - , E )  y 

medible en X), A=(A ), i=l, . . . N tal que 
i 

I A ~ ( X , ~ , < I I ' C ( I V I ~ - ' + I < \ ~ - ~ )  . (2.11 

A ( x , u , E ) . E ~ ~ E ~ ~  (2.2) 
N 

para alglin pe(1, +m), para todo (3, <)~[Rxt? y para casi todo xeR. 

Supondremos B: (O,T)xRx[R+R funcibn de Caratheodory tal que 

B(. , . , ~ ) G L ~  ((0,T)xR) (2.3) 

B(t, X,  q)q"g(q)~ (2.41 

para todo -qdR y para casi todo (t,x)~Q, siendo g una funcibn continua. Un 

ejemplo sencillo, de inter& en las aplicaciones, es el dad0 por 

A(x,q, ~ ) = ) 4 1 ~ - ~ ~ .  Observese que las condiciones (2. l) y (2.2) son 

satisfechas y que el operador div A se reduce a1 operador A dad0 en (1.1). 
P 

Con respecto a 10s datos supondrernos siempre 

aunque mas adelante se comentara el caso de hipbtesis rnas generales (vease 

la Observacibn 3). Siguiendo Alt-Luckhaus [1983], diremos que 

u.iP(0, T: ~i'~(C2) es una solucibn acotada de' (P) si se verifican las 

siguientes condiciones: 

VGL' (0. T: W;"(D) )nwl ' (0. T: L' (R) 1 tal que v(T, . )=O (2.7) 

se verifica 

Y 

para todo "EL' (0, T: W:' P (R) ) se t iene que 'i 
(2.8) S Vu). Vvdxdt+ B(t,x, u)vdxdt= 

La existencia y unicidad de soluciones dkbiles acotadas han sido 



establecidas por diversos autores bajo distintas hip6tesis. Veanse Alt- 

Luckhaus [1983], Benilan [19811, Bernis [19881, Blanchard-Francfort 

[1988], [19891, Diaz-de Thelin [l9911 y sus referencias. Siendo el 

objetivo de esta seccibn independiente de la teoria de la existencia y 

unicidad, en todo 10 que sigue supondremos la existencia y unicidad de 

solucidn dkbil acotada. Con respecto a1 problema (P*) basta indicar que su 

formulacibn no es m& que un caso particular de la de (P) reemplazando Q 

por Q*. Asi, en todo 10 que sigue supondremos 

U~EL~(Q* ) n ~ ~ ~ ~  (Q* (2.9) 

FELP' ((0, TIXQ*). (z.10) 

El principal inter& de nuestros resultados se refiere a1 caso de 

soluciones no negativas. Por este motivo supondremos tambikn que 

UZO Y U20 en Q y Q* respectivamente. (2.111 

La positividad de u y U se obtiene por metodos conocidos una vez supuesto 

U f, U , F funciones no negativas 0' 0 
(2.12) 

y que gb-l es localmente Lipschitciana o bien rnonbtona no decreciente. MBs 

en general basta pedir que 

(vease p.e. Diaz-de Thelin [lggl]) 

Con el fin de enunciar el resultado principal de esta secci6n 

definimos las funciones auxiliares 

con te[O,T] y s~(0, IQ1 1. La anterior notacibn sigue el siguiente convenio: 

si h(t,x) esta definida en Q, L(t,o-) y h,(t,x) denotan las funciones 

reordenamiento decreciente y reordenamiento simktrico decreciente, con 

respecto a x, de h (  t, . e. d. para t f i jo. Finalmente, en todo 10 que sigue 

supondremos 
U =U 
0 0, * Y F=F, , 

hipdtesis que es trivialmente equivalente a que U ( .  ) y F(t,. ) (para cada 
0 

t fijo) sean funciones radialmente simetricas no decrecientes a 10 largo 



de 10s radios. Con respecto a 10s terminos no lineales b y B supondremos 

gb-1=v1+v2 con p1 convexa y p c6ncava 
2 

(2. 15) 

Teorema 1 

Sean U y U las soluciones debiles acotadas de (P) y (P*) 

respectivamente. Bajo las hip6tesis anteriores existe una constante real 

C tal que para todo te[O,TI se tiene 

Demostraci6n. El esquema de la argumentaci6n es el siguiente: (i) 

demostraci6n para el caso de soluciones regulares, (ii) aproximaci6n de 

las soluciones debiles acotadas por soluciones regulares y pas0 a1 limite. 

Como veremos la primera de las etapas es la mas laboriosa y crucial. 

Etapa (i). Comencemos caracterizando la funcibn K rnediante la soluci6n de 

un problema de contorno parab6lico. Obviamente se tiene que 

Gracias a (2.13) (P") admite soluci6n 6nica. Por la simetria de 10s datos 

deducimos que necesariamente U es una funci6n simetrica U(t,x)=U(t, 1x1). 

Ademas, bajo hipbtesis suficientes de regularidad 

y por tanto U verifica 

en (O,T)x(O,R) . 

U (t,O)=O , U (t,R)sO t€(O,T) 

U (O,r)=U (r) re(0,R). 
l- 0, l- 

Mediante regularizacibn de b y g podemos suponer que b'(U)>O y que la 

funci6n g' (U) es no negativa o bien es una funcion acotada. Entonces por 

el principio del maximo para la ecuacion 



(v6ase p.e; Protter-Weinberger [19671, Ladyzhenskaya-Solonnikov-Uraltseva 

[19681), concluimos que U 20 y por tanto U(t,.l decrece a 10 largo de 10s 
W N radios, e. d. U,=U. Escribiendo ahora U(t, x)=U(t, w r ) con r=/xl, y tomando 

N 
N s=w r resulta 

M 

Por tanto 

siendo 

Integrando en s se obtiene que 

La ,parte mbs compleja de la demostraci6n radicar6 en mostrar que la 

funci6n k satisface una desigualdad expresada en t6rminos del operador 

diferencial de la parte izquierda de (2.18). Para ello multiplicamos la 

ecuaci6n de (P) por la funci6n test v=T (U) siendo T (s)=O si Osssc 
T,h T, h 

T (s)=s-T si ~<ss-c+h, 
TT, h 

(s)=h si s>T+~. ES claro que T EW~'~([R) y 
T, h P T,h 
por tanto vcL (O,T:W"~(R)). Supondremos en esta etapa que U es soluci6n 

0 

d6bil acotada de (P) tal que 

Integrando sobre Q se obtiene entonces 

Por un proceso ya clasico en teoria del reordenamiento (vease p.e. Talenti 

[l9771 y el Lemma 1.29 de Diaz [l98511 tras utilizar las hip6tesis (2.2) y 

(2.4) se obtiene que 



Utilizando la desigualdad de Jensen, la fbrmula de Fleming-Rishel, la 

desigualdad isoperim6trica y la nocibn de perimetro en el sentido de De 

Giorgi se obtiene (Talenti C19771 y Lemma 1.30 de Diaz [19851) que 

Por otra parte, por 10s resultados de la teoria del reordenamiento 

relativo (Mossino-Rakotoson [ l9861 : en concreto' por el Theorem 2.1 e 

igualdad (2.12) de ese trabajo) 

De (2.201, (2.21) y (2.22) obtenemos que 

para casi todo W O .  Integrando (2.23) entre 0 y 0 (el<e21 se obtiene que 
1 2 

El prbximo pas0 es hacer un cambio de variable en las integrales de (2.24) 

para obtener 

La f6rmula anterior necesita una cuidadosa justificacibn toda vez que la 
1 

funcibn p(@) no es "de clase C . Sin embargo p es absolutamente continua 

(por ser monbtona no decreciente) y entonces se tiene, formalmente, que 

p'(B)de?dp(O). Un resultado sencillo de teoria de la integracibn (vease 

Mossino [19841, Lemma Al.1) asegura que si ~ ( 0 )  es no decreciente se tiene 



supuesto que Br es una funcibn continua y no negativa sobre (a,b). En el 

caso de la expresibn (2.24) la comprobacibn de esta hipbtesis se reduce a 

repetir 10s argumentos de Mossino-Rakotoson 119861 (vease tambien 

Gustafsson-Mossino [l989]) y de esta manera (2.25). queda justificada. 

Tomando 9 =u(t,s2), 9 =<(t,s ) y dividiendo por S -S tras pasar a1 
2 1 1 2 1 

limite en s -sl-+O se obtiene 
2 

Finalmente, de la definicibn de k deducimos que 

k(t,O)=O , k 

y adernss, como la funcibn 

es no-decreciente, (2.26) se puede escribir equivalentemente como 

a -I alc P-2 a -1 ak I alc 
-a(.) IEb (4 1 =b M+[.[.- [z(t,~)]]d~~l(t,s) at (2.27) 

para casi todo s~(0, IS21 1 y te(0,T). 

En un ultimo gaso, probaremos que la estirnacibn (2.16) se deriva de 

manera fundamental de las expresiones (2.18) y (2.27) a traves de 

argumentos tipicos de la teoria de "accretive operators" en L~ y que a su 

vez tiene sus origenes en el principio del maximo (Benilan [1981]). 
2 Observernos previamente que si cp=gb-l, se puede suponer que (p& (R) y por 

la hipbtesis (2.15) se tiene que 
?. ::,: * * * 

p - p  r +  - 1  V r ,  rd7. 

En efecto; por la fbrmula de Taylor existen 0 9 tales que 
1' 2 



Utilizando que p" (Q1)zO y p" (Q)50 se llega a la desigualdad deseada. Una 
1 2 

vez visto esto trabajaremos con la desigualdad resultante de restar las 

expresiones (2. l8 1 y (2.27). Observernos que de la anterior desigualdad, 

tras una integracibn por partes, se tiene que 

C = sup 
1 tc[O, Tl  ~p;(b(~~t,s)))+p;(b(~(t.s))) l 

C2 = IS21 sup 
te[O, T1 

Por tanto, 

~C~lk(t,s)-#(t,s)l+~~ max Ik(t,cr)-~(tII+l(t,s). 
TE[O, TI 



Supongamos por el moment0 ~,KEc"~( ( 0 ,  TIx(0, 1 0 1  )ncO( [O, Tlx[O, In1 1 ) y sean 
t, s 

te[O,Tl arbitrario y (to,so)~[O, tlx[O, 1'21 l un punto en el que 

max I [k(t,o)-K(~,sll+~=k(t~,s~)-K(t~, S 1'0 
ze [O, T1 

0 

se[O, IR I  l 
(si el maximo es cero la conclusi6n es trivialmente satisfecha). 

Supongamos que to>O (en otro caso la conclusibn es trivial) y que 

s e(0, 1511 ) .  Particularizando (2.301 en (t ,S se tiene que 
0 0 0 

donde todas las expresiones est6n particularizadas en (t ,S ),  y se ha 
0 0 

def inido 

con 

Como el maxim0 se alcanza en (t , s y b-l es monbtona creciente se time 
0 0 

que E y F son funciones estrictamente positivas y por tanto I(to,so)~O 

(vease Protter-Weimberger [l%?] 1. Integrando respecto de t en (2.31) se 

concluye que 

-L(T, so) 1d-c .. (2.32) 

y como 



se obtiene la conclusibn. Supongamos ahora que s no es un punto interior. 
0 

Dada las condiciones de contorno satisfechas por k y K es obvio que no 

puede ser s =O. Finalmente si s =IQ1 y suponemos que la conclusibn no es 
0 0 

cierta utilizando (2.31) ha de ser 

I(t,slzO V(t,s)~(t~-~, to+~lx( I*, In11 
y entonces por el principio fuerte del maxim0 de Hopf (Protter-Weimberger 

[l9671 Theorem 7) se debe cumplir 

k (to, (01 )-K (to, IRI )>O, 

10 que es una contradiccibn. 

La regularidad ~ E C " ~ (  (O,Tlx(O, 1R1 ) es, demasiado fuerte pues no 
t , s  

siempre es verificada, incluso si suponemos U,~(U)EC~(Q). Sin embargo es 

posible dar un sentido correct0 a las anteriores manipulaciones mediante 

el uso de tecnicas finas de la teoria de operadores no lineales en L". 

Comencemos observando que en esta etapa podemos suponer U suficientemente 
2 

regular, p. e. U, b(u)~C . En ese caso 
G(t,. )EW~'"(O, [ R I  , b ( G ( .  ,S) )EW"~((O,T) [pues se supone b'>01 

y por tanto 

k ( .  ,~)Ew~'"(o,T) , bW1(k (t,. ))Ew~'~(o, ) .  

Analogamente, por el Teorema 1.2 de Mossino-Rakotoson L19861 se tiene que 

kt~~"(o,~;~"(o, lal)). 
Por identicas razones K goza de la misma regularidad (e incluso mas 

regularidad dad0 que U*=UI. Utilizaremos ahora un argument0 similar a1 del 

Lemma 1 de G. Diaz-J. I. Diaz L19791. Se denota por 

el product0 semi-interior en ~ ~ ( 0 ,  IQ1 ) .  Por un resultado de Sato 119681 se 

sabe que 

~(z,y)=lim ess sup {(sign z(s))y(sl : s~J(zs)) 
E 'L 0 

siendo 

Supongamos que 

z(t,s):=[K(t,s)-K(t,s)l+>O 

pues en otro caso es trivial. Utilizando el principio del maximo de Bony 



(Bony [1967], Krylov [l9873 ) ,  aplicable pues b-'(k )EW"~ se obtiene que 

Multiplicando, por medio de T, en (2.30) por z( t, . se concluye que 

pars casi todo t~(0, T) . y para casi todo s~J(z(t, . 1, E). Integrando con 

respecto a t se obtiene (2.32) donde ahora so varia en J(z(t ) , E ) ,  salvo 
0' ' 

un conjunto de medida nula y con to es arbitrario verificando (2.33). 

Haciendo finalmente E+O se obtiene la conclusi6n 

Eta~a (iil. Aproximemos 10s datos b, B, f y uo por bn, Bn, fn, U de "1 n 
manera que se tengan las siguientes propiedades: a )  b y b son 

n 
Lipschitz-continuas, estrictamente crecientes, b (0)=0 y bn+b 

n  

uniformemente; b) B y B ( .  , . , b-'(. 1 )  son Lipschitz continuas y se tiene 
n 

Bn(t, X, u)uzg (u)u 

2 2 
~bi'=cp~,~+~, . P ~ , ~ E C  ~onvexa. '2, n EC c6ncava 

2 1 

y tales que Bn+B, g +g uniformemente cp +(p y rp2,n+y en C ; c) f EC (Q), 
'3 In 1 

f +f en LP' IO.T:W-~'~ (nil; di U ~c'cn). ~ ~ , ~ + u ~  en W"~(Q); y e) si U 
n 0, n 

es la soluci6n correspondiente a la etapa aproximada entonces U 20 en Q. 
n 

En las condiciones anteriores, se tiene que la soluci6n U satisface que 
n 

b (U EL~(o,T:L~(Q)) 
n n t  

(Una demostraci6n de este hecho se puede encontrar en el Teorema 6 de 

Diaz-de Thelin [19911. Aunque alli se supone BEO el resultado es 

facilmente extendible a1 caso BrO. Vease tambien Tsutsumi [1987]). Por 10s 

resultados de la etapa anterior se obtiene la existencia de una constante 

C (independiente de n) tal que 

Por otra parte, cuando na+m se tiene que b (u,)+b(u) en L~((O,T)XRI) para 

todo l%rs+m, con U soluci6n dgbil del problema ( P )  de partida (vease Diaz- 

de Thelin [1991], Theorem 5 ) .  En consecuencia k +k en Lr(O, T: ~"'(0, IS21 ) ) 
n 

para todo l<rs+m. De. manera analogs K 4 en el mismo espacio. Aplicando 
n 

finalmente el teorema de convergencia dominada de Lebesgue se obtiene la 

conclusi6n pasando a1 limite en (2.34). 
Q 



En el caso particular de p=2 y gb-l(u)=~u para CER se obtiene una 

desigualdad muy semejante a la del Teorema 1 reeemplazando ~ ~ ( 0 ,  IS21 1 por 

el espacio con peso Lr((O, 1S2/):a(s)"'), con =(S) dado por (2.17). 

Teorema 2. 

Supongamos las hipdtesis del Teorema 1 y ademiis (o =O y p=2. Entonces 
1 

para todo te[O,TI y r~[l, +m1 se tiene 

Demostraci6n. Como antes basta razonar para el caso de soluciones y datos 

regulares. Dado que p=2, (2.30) equivale ahora a 

es decir 

Demostremos el resultado primeramente para r=2. Multiplicamos la anterior 

' desigualdad por (k-K)+ e integramos respecto a S ,  para t fijo. Se tiene 

que 

dado que (k-K)+(t,O)=O, k (t,/S2l)=K (t,l~l) y b'l es una funcidn 

creciente. Por 10 tanto como 



se concluye que 

Integrando entre 0 y t y aplicando la desigualdad de Holder se obtiene 

Finalmente, usando l a  desigualdad de Gronwall (vease Brezis [19731, Lemma 

A.5) se obtiene la conclusi6n. El caso de r+2 sigue un razonamiento 
2 

similar con s61o cambiar el producto escalar de L por el producto semi- 

interior de L~ dad0 por 

si f ,ge~ r ( ~ ,  IS21 ) (vease, por ejemplo, Sato [l9681 y Benilan [l9811 1. 
0 

Observaci6n 1. Las desigualdades (2.16) y (2.35) indican una cierta 

dependencia continua respecto de la "simetria" de 10s datos uo y f. 
N 

Observemos que si r=w s entonces 
N 



La estimaci6n (2.16) puede ser entonces interpretada en 10s siguientes 

t6rminos: si consideramos R=R* y la igualdad en (2.2) y (2.41, "el maxim0 

de la asimetria o caracter no decreciente a 10 largo del radio de la 

soluci6n en un instante t>O no excede a una combination de 10s mhximos de 

esas caracteristicas para el estado inicial (e. d. , de b(uo) ) y para el 

dato f(z,x), V-r€(O,t)". La desigualdad (2.35) estima las asimetrias 

locales en la norma L'. Observemos tambi6n que en ambas desigualdades 

podemos suprimir el corchete de parte positiva si suponemos Q=R", la 

igualdad en (2.2) y ( 2 . 4 )  y U radialmente sim6trica y decreciente a 10 

largo de 10s radios. En ese caso se alcanza la igualdad en (2.27) y basta 

repetir 10s argumentos cambiando 10s papeles de k y K para concluir una 

estimaci6n sobre 11 [ k (  t, . 1-K(t,. ) l  - 1 1 .  Este tipo de conclusiones fue 

utilizado en Diaz (1985a) para la obtenci6n de ciertas propiedades 

cualitativas en problemas estacionarios (vkase Theorem 1.38 de la citada 

obral . 

Una conclusi6n importante del Teorema 1 se refiere a la comparaci6n 

puntual de las funciones k(t,.) y K(t,.) en (0,1661) para cada t€[O,Tl 

fijo: 

Cokolasio 8 .  

Supongamos las hipdtesis del Teorema 1 asi como kosKo y l (t, . )sL( t, . 
en (O,IQ/). Entonces k(t,s)~K(t,s) para todo t€[O,TI y s ~ [ O , l ~ l ] . ~  

Dernostraci6n 

Es una consecuencia inmediata de la estimaci6n (2.16) dad0 que 

[k(O,. )-K(0,. ll+=O=[l(~, . 1-L(z,.  )l+. 

El anterior re-sultado puede enunciarse tambien en tCrminos las 

concentraciones de masa de u y U. Siguiendo a Hardy-Littlewood-Polya 

[l9291 podemos introducir la siguiente relaci6n de orden. 



l Definici6n: Sean heL (R) y HEL~(R*). Diremos que la masa de h es menos 
i% 

concentrada que la de H ( y  10 denotaremos por h<H) si 

o equivalentemente, si 

CosoLario 2. 
* . 

Bajo las hipdtesis del Teorema 1 se tiene que U <U y f(t,. )<F(t,.), 
Ip 0 0 

casi para todo t€(O,T), implican que ~ ( t , .  )<U(t,.) para todo t€[O, 1'211. 
U 

Observaci6n 2. Los resultados conocidos en la literatura sobre 

reordenamiento simetrico de soluciones parabblicas son, todos ellos, 

formulados en tbrminos del Corolario 2. De esta manera el Teorema 1 aporta 

una importante novedad tanto en la formulacibn de su conclusibn como en la 

generalidad de sus hipbtesis . El primer resultado de comparacibn (para 

ecuaciones parabblicas) se debe a Bandle [1976al para el caso lineal y 

Bandle [1976b] para el caso semilineal b(u)=u, p=2 y g cbncava decreciente. 

En tales trabajos se suponen que las soluciones son clasicas asi como que 

<GC' ("ease tambien Buonocuore [l9841 para la extensibn a1 caso de 

operadores lineales degenerados). El caso de soluciones debiles fu6 abordado 

en Mossino- Rokotoson [l9861 mediante la nocih de "reordenamiento relativo" - 0 
( y  sin la condicibn U EC 1. Dicha tecnica, que aqui seguimos, ha sido 

t 
tambien aplicada a otros problemas no lineales (problema de Hele-Shaw, 

Gustafsson- Mossino [19871, problema de Stefan Gustafsson-Mossino [19891, 

Diaz-Fasano-Meirmanov [l9891 y problema de obst6culo de evolucibn Diaz- 

Mossino [19871, [l991 l .  Vease tambien Rakotoson [l9861 ) .  La tbcnica de 

discretizacibn en el tiempo y pas0 a1 limite fub primeramente utilizada, en 

el context0 de reordenamiento simetrico, en Vazquez [1982a1, C1982bl y mrjts 

tarde a otros problemas no lineales (Alvino-Lions-Trombetti,  1199011. La 

"fbrmula de Trotter" y la reduccibn a1 caso R=R* fueron utilizados en 

Alvino-Lions-Trombetti [1986], [l9911 para concluir la comparacibn. En el 



primer0 de esos trabajos se considera el caso semilineal b(u)=u, p=2 y Igl 

convexa afirmandose (Remarque 2) que la comparaci6n deja de ser valida si 

l g l  no es convexa. Tales tecnicas permiten obtener resultados similares para 

el reordenamiento de Steiner e.d. dejando fijas algunas variables espaciales 

(vbase tambien Alvino- Diaz-Lions-Trombetti [19911). Sefialaremos, asi mis- 

mo, 10s resultados de Bandle-Stakgold [1984a1 y L1984bl en 10s que se con- 

sidera el caso semilineal con g cbncava decreciente, extendiendose las 
1 

tecnicas de Bandle a1 caso G t e ~  para la obtencibn de la cornparaci6n 

k(t, ( R I  )s~(t, In1 1. 

Otras formulaciones, involucrando otro tip0 de condiciones de 

contorno, han sido tambien consideradas en la literatura. Asi, en 

Gustafsson-Mossino L19891 se consideran condiciones de contorno similares 

a la de los problemas de capacidad electrostktica y en Bramanti [l9911 se 

aborda el caso de condiciones de tip0 Neumann. Seiialemos que es posible 

extender ambos trabajos (en 10s que el operador diferencial es lineal) a1 

caso cuasilineal adaptando las tecnicas desarrolladas en 10s casos 

elipticos correspondientes (vease Diaz [1985bl y Diaz [l9901 

respectivamente). Por filtimo indicaremos que tarnbib es posible extender 

10s resultados anteriores a una clase de operadores de difusibn mas 

generales incluyendo el operador de superficies minimas. Este aspect0 fue 

desarrollado en Diaz [l9901 para ecuaciones estacionarias sustituyendo el 

espacio de Sobolev W"~(R) por el espacio de Orlicz-Sobolev w"~(R). 

Finalizaremos esta seccibn centrando nuestra atenci6n en el caso de 

que 62 sea una bola e.d. R = P .  Nuestro objetivo es mostrar que la solucibn 

de (P) se hace cada vez mas simktrica a medida que el tiempo t crece. Para 

ell0 nos situaremos en un marco favorable suponiendo 

b(u)=u (2.36) 

A(X,U,<)=/<~~ con p22 (2.37) 

B(t,x,u)=g(u) con g continua no-decreciente, g(O)=O ( 2 . 3 8 )  

f =FEO (2.39) 

Psoposici6n l. Supongamos (2.36)-(2.39) asi como U~EL' (9.1 para a l g h  rzl. 

Supongamos tambign que 



Sea U soluci6n de (P) y U solucidn de (P*) con U =U 
o 0,s' Entonces existe 

una constante C (dependiendo ~6.10 de In1 y p) tal que Vqe[r, +m) se tiene 

que 

siendo 

Demostsaci6n. Basta aplicar el ~h6oreme 111.4 de Veron Il9791. En efecto, 
2 si definimos el operador A2 de D(A~)CL~(R) en L (R) por 

Aw=-Aw+g(w) si wdI(A2), 
2 

entonces se tiene que 

A2w=aj(w)+aj1 (W) 

M N 
siendo j: R +R y j j' : R+R dadas por 

j(<)=/<lp y j1 (u)=rgis)ds , V<ER~, VUER. 
0 

Llamando Ar a1 cierre en Lr(R)xLr(~) de A si re[1,21 o la restricci6n a 
2 

L~(R)XL~(R) si r>2, se concluye que A es un operador "m-acretive" y con 

D(A=Lr(R) (vease Attouch-Damlamian I19771 1. La hip6tesis p22 conduce a 

la desigualdad 

p-2* <-I<I~-~<). (i.-E')zcl<-i~~ 

(vitase p.e. Diaz (1985) Theorem 4.9) y por tanto el teorema de Veron 

(1979) puede ser aplicado obteniendose la conclusi6n. 

El caso de b(u)+u es algo mas cornplejo. por 10 que supondremos las 

siguientes condiciones adicionales 
l / m  

b(u)=u (VUZO) con m21 (2.41 

A(x,u,<)=I<~~ , BzgnO, faF=O (2.42) 

Proposicih 2. 

Sea uoeL1(C2), uo20 y sean U y U soluciones de (P) y (P*] con 

U =U Sea r'l arbitrariamente fijo y supongamos m>(N-r)/(N+r). Entonces 
0 o.*' 



existe una constante (dependiendo s61o de I R I  y m) tal que Vq~[r, +m) se 

t i ene que 

si endo 

Dernostraci6n. Definamos el operador A2 sobre el espacio con peso 

~'((0, 1R1 ):a(s~"~) con a(s) dad0 por (2.17): 

D(A~)={WEW'"((O, lnl 1: a(slln~~(0. 1: a(s)1'2): w(o)=o, W' (In/ )=a y 

n WEL'((O, / R /  ):a(s)l")~ 
( m - l )  

Aw=-A W si WED(A~). 
2 ( m - l  1 

donde ahora el operador diferencial A se refiere a la derivacih 
( m - l )  

respecto de S. Los argumentos de la anterior demostracibn se pueden 

aplicar de nuevo: en efecto, gracias a (2.18) y (2.27) estamos en una 

situaci6n similar a la de la Proposici6n 1 reemplazando R por (0, J B I )  y p 

por (m-l]. Sefialemos que el caracter subdiferencial del operador A se 
2 

mantiene pese a1 cambio en las condiciones de contorno (vkase Attouch- 

. Damlamian. . (1977) ) y que la conclusi6n abstracta de Veron (19791 

resta vglida si una de las funciones es meramente subsoluci6n y se toma la 

parte positiva de la diferencia. 

Observeci6n 2. Fenhenos de "simetria asintbtica" (cuando t-am) han sido 

puesto de manifiesto, desde otro punto de vista, en Jones (19831 y Bardi 

(1987) [veanse tambikn las referencias a 10s trabajos de Aronson- 

Caffarelli y Cafarelli-Vizquez-Wolanski en el citado articulol. La 

"simetria asintdtica" tambikn puede ser obtenida via 10s teoremas de 

convergencia hacia soluciones de auto-similaridad (soluci6n fundamental, 

"very singular solution", soluci6n separable, etc) (vkanse referencias en 

Kamin-Vazquez [19881, Kamin-Peletier [19861, Diaz-Lifian [l9891 y Saa 

[1991]. Es de sefialar que las Proposiciones 1 y 2 estiman esta "mejora de 

la simetria" con el t'iernpo en thrminos de la "asimetria inicial". 



3. Aplicaciones 

3.1. Estimaciones en norma: 

La comparacibn en masa dada en el Corolario 1 permite obtener 

estimaciones "a priori" sobre la norma de b(u). 

Proposici6n 3. 

Supongamos las hipdtesis del Corolario 1. Entonces, para 'todo t~[o,T] 

y para todo re[l,+ml se tiene que 

Para la demostraci6n del anterior resultado necesitaremos un resultado 

clAsico 

Lema % (Hardy-Littlewood-Polya f1929)I 

Sean y,z: [O,MI-%T funciones continuas, y no-crecientes tales que 

Sea + funcidn real continua, convexa no-decreciente. Entonces 

Observaci6n 3. Una extensibn a1 caso de QP no-decreciente solo sobre un 

subintervalo fuC dada en Diaz [l9901 (Lemma 5 ) .  

Deaostraci6n de la Proposici6n 3. Supongamos re[l,ml. Podemos aplicar 

entonces el Lema 1 a Q(u)=JuI', M=lQl, y(r)=b(u(t,r)), z(c)=b(U"(t,c)) y se 

concluye observando que 

El caso de r=+m se obtiene por paso a1 limite en r++m. 
m 

Observaci6n 4. El principal inter& del anterior resultado estriba en que 

la simetria radial de U y la simplicidad de la formulacibn de (P*) permiten 

obtener en muchos casos, estimaciones explicitas de U(t,. ). Este punto de 

vista fuC seguido en Vazquez [1982a] [1982bl quien puso de manifiesto la 

optimalidad de ciertas constantes en el efecto regularizante L'+L~ para la 



N ecuacion de medios porosos en R=R : para ello, se extiende en primer lugar, 
1 N a datos iniciales b(u )EL (R l el Corolario 2 por medio de argumentos de 

0 

aproximaci6n. Posteriormente se considera b(U )=M6 con M=llb(u0)II y 8 la 
0 L' 

delta de Dirac en el origen. Observese que se sigue manteniendo 

(formalmente) la desigualdad ko5Ko pues esta equivale a 

De hecho, no es dificil ver que la Proposicibn 3 se mantiene para estos 

datos iniciales. Finalmente, U representa una soluci6n fundamental (o 

soluci6n de auto-similaridad de Barenblattl que puede ser explicitada en 
l /m 

algunos casos particulares: por ejemplo si b(u)=lul signu y geO. ~uesto 
N 

que tal solution U verifica que Vt>O U(t,. )GL~(IR l ,  se concluye la misma 

propiedad para b(u(t, . ) 1. 

3.2. Explosion E tiempo finito (blow-up) 

Cuando el tBrmino B(t,x,u) tiene caracter de fuente (p.e. B(t,x,u)=- 

b(ulq con q>(p-l)) es bien conocido que existe un tiempo finito T' tal que 

Ilb(u(t, . 1 )  11 =+m ' Vt2T1 . Mas en general dad0 r~ [l, +m] se define 
~ ~ ( s - 2 )  

,& explosion Tm (en Lr) de U, soluci6n de ( P ) ,  como el supremo 

el tiempo 

de 10s T' 

para 10s que l\b(u(T', . ) )  11 <+m. Se tiene 
(n) 

Pssposici6n 4. Bajo las hip6tesis del Corolario 1 se tiene que 

Tm, nFTm, Q* 

Demostraci6n. La idea consiste en aproximar B y g por B , g de manera que 
n n 

U y Un no exploten en tiempo finito y de manera que U +U en 
n n 
LW( (0, T): Lm(Q)). Aplicando la Proposici6n 3 reemplazando T por T,,**-E 

(para E E ( O , T ~ , ~ ~ )  fijo) se concluye que 

Esta desigualdad permite afirmar que b(u) esta definida en (O,Tm,n,-&) y 

b(u )-tb(u), en L'. En particular, pasando a1 limite en c40 se concluye que 
n 

) b ( u ( ~ ~ , ~ ~ ,  . ))l1 <+m y la conclusibn se obtiene de la definicibn de 
L'- ( R )  



Observaci6n 5. La conclusi6n de la Proposicibn 4 fue conjeturada 

inicialmente por J. Behernes (vbase Bebernes-Eberly (1989) para el caso 

semilineal. Una demostraci6n para ese caso (suponiendo u(0, x)a0) fue dada 

en Bandle 11976bl. Exposiciones generales, Xncluyendo numerosas 

referencias, sobre fenbmenos de explosi6n en tiempo finito se deben a Levin 

[19901, Samarskii-Galaktionov-Kurdyonov-Mikhailov 119871 y Herrero- 

Velkzquez [19911. 

3.3. Extinci6n en tiempo f inito. - 
En contraste con la propiedad antes mencionada se tiene el fen6meno de 

"extincibn en tiempo finito". Tal comportamiento es peculiar de 

formulaciones con terminos de absorci6n fuerte (p.e. B(t,x,~)=b(u)~ con 

l ;  vease Kalshnikov [1987], Diaz [1980bl y la exposicibn general de 
l /m 

Stakgold [1986]) o bien de difusiones rapidas (p.e. BsO, b(u)=u B 

A(x,u,<)=I$I~-~ y m(p-l)<l; vease p. e. G.  Diaz-J. I. Diaz [l979], Antontsev- 

Diaz [l9881 y Diaz-Lifian [19891). La propiedad en cuesti6n se caracteriza 

por la existencia de un tiempo finito T# tal que la soluci6n U se anula en 
# # 

todo Q a partir de T , e.d. U )l =O VtrT . Si definimos el tiempo 
L'(Q) 

de extincibn To como el minimo de esos instantes, en virtud de las - 
hip6tesis hechas sobre b se tiene que 

b u t  1 )  =O si te[O,To, +m). 
L' (Q) 

3 
Como consecuencia inmediata de la Proposici6nfse tiene 

, ' 

C ~ p . 0 k r i Q  3. Bajo las hipo'tesis del Corolario 1 se tiene que 

Observaci6n 6. Bajo adecuadas condiciones es posible conectar 10s dos 

comportamientos antes mencionados para dos formulaciones distintas del 

problema (P) mediante un cambio de incbgnitas (vease Kawohl-Peletier, 



3.4. Problemas con frontera m. 
A veces la anulacidn de la solucidn s61o tiene lugar en una parte del 

dominio C2 provocandose asi, en cada instante t, una "frontera libre" (e.d. 

indeterminada a priori) que separa las regiones en las que U se anula de 

las que U es estrictamente positiva. El estudio sistem6tico de este tipo de 

fendmenos fue el objeto de la monografia Diaz [1985al (caso de problemas 

estacionarios) Para fijar ideas, indiquemos que tal comportamiento aparece 
l /m 

en fendmenos de difusidn lenta (p.e. BIO, b(u)=u , A(X,U,E;)=I<I~-~E y 

m(p-l)>l; vease Kalashnikov (19871, Diaz-Herrero [19811, Diaz-Veron [1985], 

Antontsev-Diaz L19881 y las referencias de estos trabajos) o bien cuando la 

absorcibn es fuerte con respecto a la difusibn ( s i  A se toma como antes, 

b(u)=u y ~ ( t ,  X, u)=uq el citado caso corresponde suponer q<(p-l); vease 

Kalashnikov 119871, Diaz-Veron [19851, Antontsey-Diaz-Shmarev [19911). 

Veamos como la comparacidn en masa permite obtener estimaciones sobre 

el conjunto de anulacidn de la solucibn U. 

Supongamos las hipdtesis del Corolario 1.  Para te[O,Tl fijo denotemos 
\. 

ML(u;n)={xe~:u(t,x)=0) y P (u:R)={xd2: u(t,x)>O} 
t 

y sean M ( U ; P )  y Pt(U:QP) definidos de manera andloga. Supongamos que 
t 

para todo te[O, T1 y ademss si IM~(u: Q*) I = o  entonces /~~(u,C2) I=o. 
Dernostraci6n. Por el Corolario l se tiene que para todo SE[O, I R I ]  

dado que por la hipotesis (3.2) 



Denotemos ahora soporte de {(t,. por [O,RU(t)l y soporte de Gct,. ) por 

[O,R (t)]. De la desigualdad obtenida se deduce claramente que R (t)zRu(t) 
U ' U  

dad0 que ha ser 

y como b(G(t,. 1 )  es no creciente y no negativa se concluye que c(t,o)=~ en 

[R , IQ/]. Finalmente si Ru(t)=(RI obtenemos que Ru(tl=lS21 concluyendose el 
U 

resultado, 

La hip6tesis (3.2) se verifica bajo distinto tipo de condiciones. 

(a) Conservacidn de la masa en (P1 y (P'): Si se supone que 

y U =U entonces la comprobaci6n de (3.2) se reduce a la identidad 
0 OS*' 

que se obtiene trivialmente de la definici6n de reordenamiento sim6trico. 

Sefialemos, por Gltimo, que la cGrvaci6n de la masa es tipica de , 
fen6menos sin absorcii~n, B=g=O. 

(b) Derivada nula de U en el borde: El siguiente resultado muestra que 

afiadiendo ciertas hip6tesis adicionales se puede concluir (3.2) incluso 

con terminos de absorci6n no nulos. 

Lema 2. 

Supongamos las hipdtesis del Corolario l asi como las siguientes 

condiciones 

U =U enRC , F=f, en (O,T)xR*, 
0 0," 

- -  aU - 0  en ( o , T ) ~ ~ Q  
an ( 3 . 4 )  

B( t, x, u)=g (U) con gb-l funcidn convexa no-decreciente (3.5) 

Entonces se verifica la identidad (3.2). 



Demostraci6n. Por el teorema de la divergencia se tiene que 

dad0 que a1 ser U20 y U=O en (O,TlxaQc se tiene 

y basta de nuevo aplicar el teorema de la divergencia. En conclusidn, 

integrando en t 

Por otra parte, por hipbtesis la funcidn ~(u)=~ob-l verifica las hipbtesis 

del Lema 1 concluy~ndose, a partir del Corolario 1, que 

d o .  g(fi(t,a) )do. I: 
para todo te[O,TI y ~€10, I Q 1  l .  En particular 

y por tanto 

Aplicando, de nuevo, el Corolario 1 con S = I R I  se obtiene (3.2). 
0 

Observaci6n 7. La hipbtesis ( 3 . 4 )  se verifica trivialmente si se supone que 

el soporte de u(t,.). esta estrictamente contenido en Vte[O,T]. Nbtese 

tambi6n que la presencia de 10s terminos f y g(u) impide, esta vez, la 



conservaci6n de la masa (3.31. 

Observaci6n 8. La conclusi6n de la Proposicibn 5 permite mostrar la 

imposibilidad de la comparaci6n puntual U'S que sin embargo se tiene para 

10s problemas estacionarios sin perturbaciones (B=g=O]. En efecto, la - W 

Proposici6n 3 implica que maxuct,. )SmaxU(t,.) y como par la Proposici6n 5 
W 

el soporte de u(t,. 1 contiene a1 de z(t,. se obtiene una contradiccibn 
W W 

(salvo el caso excepcional en el que 10s soportes de U y U coincidan). 

Es interesante resaltar que la conclusi6n de la ProposiciCln 4 se 

mantiene incluso para problemas con condiciones de contorno no homogheas 

en 10s que la regibn de anulaci6n se localiza en el interior ("dead core" 

problems) en vez de en el contorno. Consideremos el problema 

b(u) -divA(x, U, Vu)+g(u)=O 
t 

en Q 

en C 

b(u(0,x) )=b(uo(x) 1 en R , 

con h>O constante real. El problema simetrizado corresponde a 

Proposici6n 6. Supongamos las hipdtesis del Corolario 1 pero ahora con U 
0 

funci6n radialmente sime'trica no-decreciente a 10 largo de 10s radios y 

tal que 

Ademas suponemos que 

Osu sh , OsU %h 
0 0 

Ent onces 

Ademtis, U(t,.)>O en R* implica que u(t,.)>O en R y en general 



Demostraci6n. Adaptaremos la demostraci6n de Diaz [1985al a1 caso 

parab6lico. Comenzamos hornogeneizando la condicibn de contorno, para 10 

que introducimos 

v(t,xl=h-u(t,x), V(t, x)=h-U(t,x). 

Por la hip6tesis (3.7) y el principio del maxim0 se tiene que OCvsh y 

OsVdh. Ademks 

siendo 

gn(v)=g(h)-g(h-v) 

b (v)=b(h)-b(h-v) 

A (X, v, Vv)=A(x, h-v, -Vv). 
h 

Analogarnente V satisface 

donde 

V (x)=h-U ( X )  
0 0 

Es claro que se tiene que b (0)=0, B (t,x,O)=O, g (0)=0, A satisface 
h h h 

(2.1) y (2.2)  y (trivialmente) ( 2 . 4 ) .  La hip6tesis ( 3 . 6 )  implica que 

y por tanto podemos aplicar el Corolario 1, 10 que asegura que 

Supongamos ahora que U(t,. )>O en Q'. En ese caso Odbh(V)=b(h)-b(U)<b(h) y 

por la Proposicih 3 concluimos que 

es decir, necesariamente u>O en Q pues b es estrictamente creciente y 



max b (v) = b(h)-min b(u)<b(h). 
h 

Finalmente, para demostrar (3.8) se fija E>O y se utiliza el Lema 1 con 

@ (r) convexa creciente tal que @ (r)=O si O~rsb(h)-~ y aE[b(h))=l. Se 
E E 

concluye pasando a1 limite cuando EJO. 
0 

Observaci6n 9. La Proposici6n 6 extiende un resultado previo debido a 

Bandle-Stakgold I1984a1. Sefial6rnos tambi6n que la estimacibn (3.8) puede 

ser aplicada para comparar 10s "tiempos de espera" sobre C2 y sobre Q* 

(referencias sobre este tip0 de fen6menos pueden verse en Alvarez-Diaz 

(1991) y Antontsev-Diaz (1988)). 



4. Sistemas de tipo reacci6n-difusi6n. 

En esta seccibn nos ocuparemos de la extensibn de 10s resultados de 

comparacibn en masa a1 caso de sistemas de reaccibn-difusibn.. Con el fin 

de simplificar la exposicibn trabajaremos con la siguiente formulaci6n que 

aunque no es la mas general que podemos considerar contiene, sin embargo, 

los'principales elementos de nuestro an6lisis: 
. . 

U - d i v ~ ~  (X, U, Vu)+R (U, v)=O 
1 en Q 

donde A y A son funciones de Caratheodory satisfaciendo 
1 2 

k o ,  5). 5']<IPi 

para ciertos p € ( l ,  m), i=l, 2. Supondremos tambikn 
I 

1, P1 l,PZ 
U~ET.~(Q)~W (Q), V~EL~(Q)~W ( W ,  $20, v 20 en Q. 

0 

La unicidad de soluciones de (RD) serii asimismo supuesta con el fin d 

simplificar 10s enunciados. Obviamente esto exige ciertas hipbtesis sobr 

R (p. e. R globalmente Lipschitz Pao 119801, R1=-+pR2 para alglin p O ;  Diaz 
i i 

Stakgold [1990], etc). 

El problema simetrizado se formula en 10s siguientes t6rminos 

[ Ut-bplU+RI (U, V)=O en Qr=(O, T)xR* 

con U y V funciones radialmente simetricas, decrecientes a 10 largo de 
0 0 

radio y tales que 
l,P1 L,P 2 

U~EL~(Q*)~W . (Q"], V~EL~(R")~W (Q*), Uo*O, V 2 0  enRB. 
0 

A1 igual que en la Secci6n 2, requeriremos hipdtesis adicionale 

(RD*) 

Vt-Ap2V+R2 (U, V)=O en Q* 

U=V=O en C* 



sobre las funciones R . Una c6moda situacibn se presenta cuando se puede 
l 

expresar 

Rl (U, v)=f l (u)+gl (v) i=1,2 (4.1) 

con 

f (O)=g (O)=O 
l I (4.2) 

f y g suma de funciones c6ncavas y convexas 
1 2 (4 .3 )  

f y g c6ncavas no crecientes. 
2 1 

(4.4) 

Teorem 3. 
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Supongamos uo<uo "Y vo<v0 entonces para todo tel0, T1 se tiene que 
di 

u(t,. )<U(t,. y v(+-,. )<V(.t,. 1. 

Demostracidn. Es bien conocido (vease p.e. Pao [19801, Diaz-Stakgold 

[1990]) que el proceso iterativo 

(con las mismas condiciones de contorno e iniciales que (RD)) converge, 

cuando n-m a la soluci6n !u,v) del problema, supuesto que en la iteraci6n 
0 0 

de partida se toman (U , v 1 como super o subsoluciones del problema, e. d. 

tales que verifican el sistema (RD) pero reemplazando 10s simbolos de 

igualdad por 10s de 2 o 5 respectivamente. De hecho unau y v 4 v  o bien unn 
0 0 

y vnsv seglin que (U , v sea una sub 6 supersoluci6n del problema. De 

manera an6loga se considera la cadena de problemas simetrizados 

0 
con las condiciones de contorno e iniciales de (RD"). Como (U , vO)=(O,O) 
es una subsoluci6n de nuevo U"~U y V"=V cuando n++m. 

Consideremos primer0 n=l. Del Corolario 2 concluimos que 
" 1 * l 

ul(t,. )<U ( t , .  l y vl(t,. )<V (t,. 1. 

Adem6s por (4.4) y el Lema 1 se tiene que 
1 "  1 1 "  

-!,(v )<-g1LV y -f2(u l<-fpJ1). 

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar de nuevo el Corolario 2 para 

deducir que 



para todo neN. La conclusi6n se tiene entonces pasando a1 limite cuando 

n++m. 
0 

Un problema concreto, de relevancia en Ingenieria Quimica, en el que 

se tiene la anterior conclusibn es el denominado problerna adsorcibn 

(Costa (1985), Van Duijn-Knaber (1990) ) y que se puede enunciar en 

terrninos sencillos como 

(Ad) 

siendo I) una funci6n continua creciente con $(0)=0. Si se introduce el 

problerna sirnetrizado de rnanera analogs a ocasiones anteriores podemos 

concluir 

Corolario 3. 

En el supuesto de que sea convexa y no-decreciente la conclusi6n 

del Teorema 3 se mantiene para las soluciones (U, v) y (u,'v) del problema 

(Ad) y su simetrizado 

E E E E 
Demostracibn. Basta observar que (u,v)=lim (U ,v con (U ,v soluci6n 

E 3 0  

del sistema 

E E E E 
U -Au +$(U )-V =O en Q 

En efecto, por el principio del maximo se obtiene que 

con C y C2 independiente de E .  Ademas multiplicando la primera ecuaci6q 
1 



por U y la segunda por v se obtiene, tras integrar por partes que 
E E' 

E 2 
[ ~ ~ ~ l n l o ~  I d ~ d f  - < C 3  , E J ~ ~ ~ V V  E 1 2 dxdt < - c4 

E 
y por la linealidad en v de la segunda ecuacibn podemos pasar a1 limite. 

Finalmente, basta observar que el Teorerna 3 puede ser aplicado a 

fl(u)=$(u), f (U)=-$(U), g (V)=-V y g (V)=V de 10 que se concluye que 
2 1 2 

UE:uE y VE:vE. 

El resultado se obtiene asi tras paso a1 limite cuando EJO. 
0 
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