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J. Ildefonso Diaz Diaz.

Dado un funcional J convexo y diferenciable sobre un espacio
de Hilbert H, es conocido (véase p.e. Lions |1]) que todo elemento u
realizando el minimo de J sobre un convexo cerrado K de H viene carac

‘terizado por la .inecuacidn variacional.
(1) | 3 {u)(v-u) > 0 Yy £ K

‘Con frecusncia se presentan situaciones en las que Interesa mi
nimizar tales funcionales J sobre conjuntos K cerrados pero no conve--

xos. En dicha situacidn es sabido (véase p.e. - Lions |1]. Teorema 1.3.)

que todo elemento realizando el minimo de J sobre K debe satisfacer la

cohdiciéni

(2) o Ju) - w> 0 Yw € G(K, u},

siendo | _

(3) el W =fweH|Ju, ek An 6 R" tales que ]

usTim u, - w=lim Aﬂ(un—u) }
(Obsdrvese que la condicidn (3) se puede interpretar como una .{necuacidn va
nidcianaﬂ en la que el conjunto de restricciones depende de la solucidn. NG
tese tambidn que G(K, u) es un cono de vértice 0y que si u€K enton

ces. G(K, u)'= H} \

E1 proposito de 1a presente comunicacidn es el estudio de un ti
po concreto de estos problemas que aparece en el tratamiento variacional --

del problema del minimo valor propio. En concreto, dado un operador lineal



A de -dominio D(A) ~denso en H Vy definido positivo- (e.d. tal que

de> .0 td? que (AQS uly > c[[u[|H ¥u & D(A)), se define, como es ha-
hi?ua¥ (véase Miklin |1]), el espacio'deenergfa ‘HA (H> HA:> D(A)) aso
ciado al éperador A, resultando un espacic de Hﬁ]bert para el producto
.1 .'L[u,gﬂ = (Au, v)y si ué DA} y Vv E HA)' En estas circuﬁg
tancias, es conocido (véase Mikhlin |1]) que el minimo vator propio gene
nalizado viene caracterizado por el valor minimo del funcional dJd(v) =

'[Vé v] sohre el conjunto K = {v & Hy tales_que 1‘VI‘H}: 1 .

Un resultado abstracto referente a estos problemas es el si~
guiente:

)

TEOREMA.- Sean Hy y He espacios de Hilbert de nofmas _ |i Y Pro-
daaﬁaé (, )1 oon  i=1,2 . Supongamos HiC Hy  con inclusidn

1} . Enfoncesd

continua, Sea K ={v & H tales que hw | 2

A

4} Se tiene fa caracterizacidn.

]

Gk, u) = {v & H | (v, u)z =0} para u€ Ha.

i) S ademds fa inclusibn de Hi en H: es compacta y 54
Tim J(v) = += entonces todo guncional J diferenciable y convexo sobre H

[V [}
aloeanza su minimo sobre K.

Esquema de la demostracidn. (i) La inclusibén & se tiene observando QUe

Hi o entonces Tim (wn, u)l = 0.

= ln(unnu) Him

si wEG(K, ug) ysi wy

La inclusidn en el otro sentido se tiene tomando

1)U+ 2n- o W

iy = (- n

Yy o Xn = fizgfg—uj para w & H tal que  {(w, “%z =}0.

(i1) Basta observar que K es débilmente cerrada y entonces

razonar .como en el T8 1.1. de Lions |1].



En el caso particular de H = L2(q) (o abierto acotado de R")
A=-=A y D(A) = Ca(n), es conocido que Hy =.H})_(Q)3 (espacio de funciones
de__Lz(Q) con todas sus primeras'derivadas (en sentido de distribuciones)
en L2() y anuldndose en la frontera 30) .y el teorema anterior proporcio-

na entonces;

CORQLARIO. Sea wo €& Hi(R) 1a primera autofuncién del operador A = -A,
efitonces se tiene que Hi(ﬂ) = Lo ® 6(K*, ug) siendo Lo el subespacio ge-

nerade por up y K¥ = {v & H§(Q) tales que vl == 11

Tal tipo de resultados puede ser de interés -en el andlisis nu

mérico de probiemas variacionales de contorno.
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