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1. TNTrRODUCCION

Son muchos los autores que se han ocupado extensamente de problemas
no lineales en derivadas parciales gue aparecen con frecuencia en la practica
Son muches, también, los métodos por ellos empleados para dar respuesta
a cuestiones tales como existencia, unicidad y regularidad de las soluciones
(véase [.ions [16}, Browder [10], Brezis [5] v Crandall [11].)

Un conocimiento mas exhanstive de los problemas no lineales exige
complementar las cuestiones anteriormente mencionadas con el estudio de
algunas otras propiedades de diferente naturaleza. Tin el presente trabajo
pretendemos exponer una serie de resultados dispersos en la literatura, hasta
el momento, relativos a una cualidad que es especifica de los problemas hi-
perbdlicos lineales v curinsamente, de cierto tipo de problemas no lincales:
«lLa velocidad finita de propagaciony. Mas concretamente en lo que sigue

nos ocuparemos de dar diversas respuestas a la siguiente cuestion.

Problenia :

i Bajo qué condiciones la solucidn de un problema no lineal (planteado
en :ll;;un dominio no acotado) tiene zoporte compacto, supuestos los datos
con soportes compictos?

Fon le mavoria de los casos la compacidad del soporte de Ta solucidn es
establecida «1 priorin obtenidndase entonces incluzo resultados de existencia
y unicidad, de Tos gne se snele carecer para ¢l caso de dominios no acotados.

Nota: La asistencia o In Reunidn v presentacidon de este trabajo ha side subvencionada
con una avude de vinge de Ja Fundaet'm «dusm Marcl,
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De hecho, a purtir de tal propiedad, los problemas en cuestion pueden ser
consider Ldos como formulados en dominios acotados, por lo que cheredann»
propiedades establecidas ya para dicha situacidn.

'or otro lado, la compacidad del soporte de la solucion tiene importzmtes
interpretaciones fisicas en algunos cusos concretos (véase Brezis [8], Bre
zis-Stampacchia [)7], Kinderlehrer [15]).

Aunque la exposicion de los resultados sobre la materia exija una clara
distincion segin que los problemas en consideracidn sean estacionarios o de
evolucion ('), conviene resaltar que, en general, el método empleado en la
obtencion de este tipo de resultados sigue una linea comdiin, consistente en
la acotacidn «a priovin del soporte de toda posible soluciéon mediante :

(i) Resultados de comparacion sobre dominios no acotados.

(i) Construccion de super y subsoluciones del problema en cuestion, am-
bas con soportes compactos,

Posteriormente, un sencillo argamento permite extender al caso no aco-
tado los teoremas de existencia y.unicidad tenidos para dominios acotados.

2. Problemas no lineules estacionarios.

Los primeros trabajos relativos a la compacidad del soporte de Ia solu-
cién para este tipo de problemas se deben a Auchmuty-Beals [1] y Berko-
vitz-Pollard [4]. Un estudio mas sistemitico fue emprendido primeramente
por DBrezis [6], al ocuparse de la amplia clase de problemas:

~—Auda{w)3 /S en Q

=g en T

(1)

siendo, Q abierto regular no acotado de RN (N > 1), I' = 0 0, » grafo ma-
ximal monétono de R* (*) satisfaciendo 0€ = (0) (*). En esta situacién se

tiene :

(1) Por razones de extension sélo se considerarin en esta exposicién problemas estu-
cionarios, aunque la comunicacion original se referia también a los problemas de evolucidn.
(Comao alternativa, véuse p. e. Oleinik-Kalashnikov-C. Yui-Lin [17], Brezis (8] y Diaz [13].)

(*) Dado «: R—> &P (R) se dice «operador en R (grafo en R#) maximal mondtonos
si verifica (i) (¢ — 1) -(e—0) >0 Vr€als) Vy€al(b; (i) no existe otro «*:
R —> & (R) satisfaciendo (i) y tal que «(a) «*(a), Ve € R. A un tal grafo o« se le
suele asociar algunas funciones tales como:

F () == Maxa{r), e (P = Mina(r),? (P =at(r) si r<0,a(r) = a=(#) si
r<0 v «*{0)=210.

(*) De hecho es posible considerar problemas dados por operadores diferenciales maés

generales que A. (Véase Brezis [6].)
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Trorenma 1 ([6}).—Sea g C*(I"), g con soporte compacto y =" (g)€ L= (T).

Sea f € L, (L) verificando

m | x| N —at )0y Bmo x| N () e (0 2 0. 2

lato>tw x| =4 =

Entonces existe una finica # € W27 (Q), V p << oc, solucion del problema (1}
y teniendo soporte compactos..

La hipdtesis (2) obliga a que 0 € Int « (0) y es en alguna forma optimal,
como lo muestra un contraejemplo debido & Brezis [7].

El estudio de problemas no lineales como (1) fue extendido en Diaz [12],
al considerar el caso general de condiciones de contorne de tipe Neumann
no lineales, teniéndose en dicho caso:

Teorema 2 ([13]).—Sea f€ Lii. (Q) satisfaciendo (2). Sea y grafo maxi-
mal mondtono de R? tal que:

J6>>0 y m>=0 talesque |4 ()| =m|r]| s |r]|<8 3y

Entonces existe una dnica x € H* (Q) 0 W= (Q), solucién unica del pro-
blema
= Au +a{x)d ) en Q
ou 4

— n € 7(1) en 1

Ademas u tiene soporte compactOs.

La hipdtesis () puede ser totalmente suprimida en el caso de convexo
(Diaz [14]) ().

Para el caso de Q = R¥ el problema (1) fue cousiderado por Benilan-
Brezis-Crandall [2], obteniendo:

TroreMA 3 ([2]).—Sea o =07 (e. d. j(r) =70} + [ " (s)ds).
Supuesto f€ L' (R¥) y con soporte compacto, el problema — A + = {u) 3 f
en B¥ tiene una solucion » € L' (E¥) con soporte compacto si y sélo st se
verifica

1
[ (GN-11ds< oo™ (5)
1

(1) Una diferente demostracidn de este hechao es dehida a Brezis (comunicacién personal).
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Nétese que aunque (O) incluye el caso de 0 € Int« (U), sin embargo la hipo-
tesis (2) sobre f es mds general que el supouner a f con soporte compacto
en R¥.

Fl estudio del problema (1) bajo la hipotesis (5) sobre j (y por tanto
sobre ») fue abordado en Diaz [13]. De forma analoga se considerd el pro-
hlema (4) obtemiéndose:

TroreMa 1 ([18]).—Sean 2 = 0 | <atisfaciendo (3), f€ L5 (Q) y con so-
porte compacto vy v grafo maximal mondtono de B? tal que R{a=' + v} =R
(condicion para la existencia) v tal que

Fz0  tal que | "= I//(J) o8t ol <7e. 16}

Entonces existe 1€ H? (Q) 0 W= {Q) solucién tnica de {4) ¥ con soporte
compactos.

Al igual que bajo la condicion (2), 1a hipotesis (6) sobre v resulta supér-
flua en el caso de que O sea convexo (Diaz [14]).

Los resnltados anteriormente citados admiten una expresion equivalente
en términos de minimizacién de funcionales covexos y de sus problemas dua-
les (véase Diaz [13]) obteniéndose asi una unificaciéon con los primeros tra-
bajos en la materia, Es también interesante seilalar el trabajo Beunsoussan-
Brezis-Friedman [8] en el que se obtiene la compacidad del soporte de la
solucién de ciertos problemas no lineales denominados Inecuaciones Cuasi-
variacionales.,
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