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§0. INTRODUCCION.

Los problemas cuasilineales degenerados que aqui se consideran,
corresponden a la formulacidn matemdtica de modelos fisicos de diversa natu-

raleza, como por ejemplo:

Modelo 1.

"Conducedlbn de calon no Lineal". Sean: Q = abiento de Ey,
u(t, x) = Zemperatura en el punto x (x 6 Q) ¢ en el Lnstante t(0<E<T<H)
c(u) = densdidad (c(u) > 0), p(w), k(u) = conductividades del material

(k(u) > kg > 0, p(u) > 0). Se tiene entonces La relacidn

Ju

c(u) » pu) - cval div (k(u) - grad u) en (0,T) x = Q.

Modelo 2.
"Filthacibn de §Lufdos y gases en medics porcsos™. Sean:
Q= (0, ), ult, x) = dens.ldad del gas eﬁ movimiento Laminar en el punto
£, x) € (0, T) x Q, (u(t, )™ = presddn del gas (m > 1), Entonces es

conoelda £a nelacidn

2
g‘; - Baxﬁ @Y en (0, T) % Q

Modelo 3.
"Problema de Stefan a dos fases". Sean: § abiento no sonexo

de B de gronteras Ty y Tz, u, (t, x) = Zemperatura o estado de La fa-



4e i (i=1, 2) sobre Q1 = {(t, x) € (0, T) x Q| ui(t, x) <0} vy
Q2 = {(t, x) € (0, T) x @ | ui(t, x) > 0}, p; = conductividad téamica de

La gase i, q = calon Latente (q > 0). Enfonces se Liene

[ au.
i

ot

- P Aui = 0 en Qi (i =1, 2)

u =up, =0 enS=\JIMo) , T() ={xeq| ulo, x) = u(s,x)}

oe[0,T]
2 N ou,
i )
L q ¢ cos(n,t) - Z (pi z % cos (n,x.) =0 en S
i=1 T j=1 °%j J

siendo T el vector nowmal exterion a Qg).

Los modelos 1 y 2 se pueden formular obviamente en términos mis

generales mediante la ecuacidn

) g‘tl ~ AR(u) =0 en (0, T) xQ

siendo R wuna funeidn real de clase C! y tal que B'(r) > 0 para r €R.
Por otra parte gracias a una cierta transformacidn de incbgnitas, el modelo
3 se puede formular en términos de (1) tomando ahora como f wuna funcién

de grafo como el de la figura siguiente
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(ocbsBrvese que B es creciente pero no de clase C .

Como es bien conocido, para que los modelos anteriores estdn

1ty =~ 1" e g
bien blanteados" es necesario obligar a que se t@nga una condicidn inicial

u(0, x) = ug(x)

y unas condiciones de contorno. Entre estas, las mas significativas son

las siguientes:

% u(t, x) = g(e, x) (o bien B(u) = g)
(t, x) € (0, T) x 3@ = L.

(c. de tipo Dirichlet).

% -Egﬁgl—-= h en I (n = vector normal unitario exterior a ).
{ ¢. de tipo Neumann}.
3B 5 . :
x Y(B(u)) + o = (y funcién real creciente conocida)

{ ¢. de tipo mixto).

Sin embargo,también son de gran inter&s en las aplicaciones
otro tipo de condiciones de contorno que aparecen en problemas denominados

"unilaterales". As3 por ejemplo puede interesar que se tenga en L que
du du

u>0, -5 >0 y u-* (= ™ ) = 0. Tal condicidn sé puede expresar
en otros términos como
du
ey € y(u) en I

cuando <y representa un grafo de R? de la forma




Tal grafo vy vy las funciones @ introducidas anteriormente
forman parte de un tipo de grafos de R? (o funciones multivocas de R en
R) que son denominados 'maximales monbtonos" y de los que aqui nos bastarid
saber que vienen dados por grafos de funciones b reales mondtonas no de——
crecientes, asignando a cada r € R el conjunto (-, b(r+)] si b(r-) =
= —0, [b(r—), +w) si b{rt) = 4= B [b(r—), b(r+)] en otro caso. De esta
forma, la condicifn genérica

BB @) 3w en 1

contiene todos los tipos de c¢. de contorno anteriormente mencionados.

Los problemas a considerar pueden ser ahora enunciados mis

concretamente como

r aLl
Y AR(u) £ en Q
_ PD = Blu) » g en ¥
| u(0, %) = ug(x) en §
vy también
i Ju - AB(w) £
T glu) 3 en Q
-3B{z ;o ,
PN 4 *—ﬁéﬁl—- € y{u) en X
L u(0, %) = ug(x) en

siendo y y B grafos maximales de R® con la restriccidn (natural) de

que 0 € R(0) N v(0). Como justificacidn del titulo de esta exposicidn

conviene seflalar que la ecuacidn ( 1) es cuasilineal (pues aparecen térmi
1"

nos no lineales en u) v ademds degenerada (en el sentido de que los "coe

ficientes" de ( 1) no cumplen siempre los requisitos para que pueda ser ca



talogada de tipo parabdlico).

El plan a seguir en el resto de la exposicidn pretendeg poner
de manifiesto algunas propiedades de estos problemas. Asi en §1 nos ocupare
mos de algunos resultados (abstractos) de existencia y unicidad obtenidos a
partir del método de semigrupos no lineales y también se pondriz de manifies-
to la ausencia (en general) de soluciones clidsicas para PD. Finalmente en
§2 nos ocuparemos de mostrar que los problema PD v PN (a diferencia del
modelo lineal del calor) poseen una velocidad finita de propagacidn de las per
turbaciones, lo que los convierte en problemas particularmente interesantes

(1)

desde el punto de vista de las aplicaciones

§1. EXISTENCIA, UNICIDAD Y REGULARIDAD.

Los problemas PD v PN son ejemplos representativos de pro
blemas no lineales que (en versiomes particulares) han sido abordados en la
década de los sesenta por numerosos autores y técnicas. (Extensas bibliogra
fias se pueden encontrar en Oleinik |27], Lions |24] y Diaz |10[). Sin embar
go, por el momento, son las tEcnicas de "semigrupos de operadores en espacios
de Banach" las que ofrecen las respuestas mds generales sobre cuestiones tales
como las de existencia, unicidad y regularidad. Partiendo de la teoria lineal
(Hille, Yosida, Phillips, Lumer...), tal teoria comenzd su apogec con el estu-
dio profundo del caso de espacios de Hilbert (Kato, Brezis, Pazy...) v ya en
tos comienzos de los setenta ofrecia resultados ''satisfactorios" para espacics

de Banach cualesquiera (Crandall, Benilan, Evans...).

El método de semigrupos comienza por asignar al problema en

E.D.P. (por ejemplo PD con £ = g = 0) un problema de Cauchy abstracto so-

bre algiin espacio de Banach X elegido convenientemente. Una vez elegido

(1)

Por razones de extensidn, no se expondrdn aqui otros tipos de propiedades

que distancian a PD y P del modelo lineal del calor y que pueden en-

N
contrarse en Knerr |22| & Diaz |11}.



tal espacio X entre los espacios de funciones o distribuciones definidas

sobre {1, la incbgnita u(t, x) puede interpretarse como aplicacidn de

[b, T] a valores en X v asi el término gz (t, x) puede sustituirse
por el de gz (t). Por otra parte para reducir PD a un problema de

Cauchy, se definird un operador A: D(A)(c X) + X tal que se tenga que to
do elemento de D(A) satisfaga (en algilin sentido) las c. de contorno sobre
(¢ = 0 sobre 30 si ¢ € D(A)) v adem@s que A = -AB(¢) si ¢ & D(A).

De esta forma el problema en E.D.P. se puede formular ahora en términos de

du

Tt (&) + Au(e) =0 t &€ (0, T)

(2)
u(0) =Ug .

Antes de ilustrar este proceso con diversas eleciones de X
para PD’ nos ocuparemos de la resolucidn de (2). Debido a la dimensidn
no finita del espacic X vy que en general A serd discontinuo (aunque ce
rrado), los métodos usuales de E.D.0. tales como "iterantes de Picard", etc.
no pueden ser aplicados. Sin embargo (2) puede ser aproximado mediante el

"esquema implicito"

ua(t) - ue(t—e)

£

+Au () =0 s t>0
ug(t) =Ug si t <0

para € > 0. De esta forma ug(t) = (I + EA)-luE(t—E) y por tanto si de

signamos JE = (I + EA)—1 se tendrd por iteracidn que
+
uE(r) = ng:t/g:1 1 Ug para t > 0 ({ ] = parte entera)

Asi para asegurar la existencia de u. interesarid que

D(Jg) = R(I + €A) sea "suficientemente grande"”. Para poder temer la conver



. . - k . .
gencia cuando € ¥+ 0 se impondra que {J }kEN sea equicontinua, para lo que
bastaria por ejemplo que J fuese una contraccitn. Esta dltima condicidn
coincide con la definicidn de una amplia clase de operadores (que en general

se suponen a valores en P(X)) y que son denominados "acretivos".

BEs facil mostrar que si X es un &. de Hilbert tales opera-
dores satisfacen la relacifn (Ax - Ay, x-y) >0 ¥x,y€ D(A), v entonces coin

ciden con los denominados operadores "mondtonos'.

El siguiente teorema debido a Crandall y Ligget (1971) (en la
actualidad mejorado por Kobayashi, Crandall-Evans...) ofrece condiciones su-

ficientes simples para la resolucidn de (2):

Teorema.

Sea A un operadon acretivo en X ftal que R(I + AA) D D(A)
para A > 0. Entonces para todo x € D(A) existe lim J [ere) +1 4 2 s(oyx
' £40
con eonvergencia uniforme para 0 < t < T. Ademds fa aplicacifn S(t) asl

definida es un semighupo de contracciones sobre D(A). Esto es, se Liene

(i) s(t): D(A) + D(A) para t > O

il

(ii) s{t) = S(1) = s(t+t) para t, T > O

(iii) 1lim 8(t)x = S{0)x =x AL x 6 D(A)

t+0

Gv)  |lstex - sty || < llx-y | 44 %, y € DAY, t2>0,

De la discusifn anterior cabe esperar que la funcidmn u(t) = S(t)u, satisfa
ga (2) en alglin sentido a precisar. Esto nos lleva a considerar los proble-

no homogéneos e.d. problemas de Cauchy asociados a ecuaciones de la forma

) g;‘ thu(e) 3 £(8) te (0, . (ferl (0, T: X))




Sefialemos que ahora también se puede emplear un esquema implicito aunque en
este caso el limite de JE[t/é] +1 no engendre un semigrupo. A tal limite
se le denomina f-solucidn de (3) y es siempre un elemento del espacio

C([O, T]:;E) e incluse Lipschitziana. Si ademds una funcidn asi obtenida

estd en Wl’l(O, T: X)(z) y verifica la ecuacidn (3) en c.p. t € 0, T

entonces se dice solucidn fuerte. Una observacidn importante es que si el

espacio X es tal que "toda funcién de (0, T) en X continua y de Lipschiti
es derivable en casi todo t € (0, T)" entonces toda %-solucidn es automdti- )
camente solucidén fuerte. La anterior propiedad es satisfecha por ejemplo si
X es reflexivo, p&ro no lc es si se toma X = L) 8 X= 7@ . (Diver-
sos resultados asegurando la existencia de soluciones fuertes pueden encontrar
se en Benilan l 2], Brezis [ 6} 8 Crandall ] Bljen ellos se tienen extensas

referencias sobre la teoria de operadores acretivos). Sefialemos tambi&n que

1a unicidad de %-soluciones se tiene con sdlo exigir que A sea acregivo co

-

mo lo muestra un resultado debido a Benilan EZ

Volvamos por fin a los problemas PD y PN planteado en la
Introduccidn. La acretividad del operador abstracto asociado al operador di
ferencial ~AB vy con c. de tipo Dirichlet ha sido mostrada por BreziégLuan—
do se toma como X el espgcio de Hilbert H—l(Q) (Hﬁl(Q) = (Hé(ﬂ))‘ (a).
Sin embargo se tienen resultados negativos si se toma X = Lp(ﬂ) con
1 < p < +o. El caso de ¢. de tipo Neumann ha sido abordado por Benilan l4|,
quien muestra que entonces el operador -AR es acretivo en L}(Q) v en nin-
gin otro LP(Q). Mediante diversas hipStesis sobre B se estd entonces de
aplicar el Teorema 1 (8 similares) obteniéndose‘resultados como por ejemplo

los siguientes:

2. . -
(2 Se supone al lector conocedor de los espacios de Sobolev de mas frecuen

te uso. En otro caso véase por ejemplo Adams |l|.

) En todo el apartado §1 se supone @ abierto acotado de BN. \



% "Si D(B) = R(R) =R v los datos de P_ estln en adecua

D
dos espacios funcionales, entonces existe una Unica solu-

cifn fuerte en H ' (Q) de dicho problema". (Damlamian |9|)

estdn en adecua

*

"si D(B) + R(B) =R y los datos de PN
dos espacios funcionales, entonces existe una Unica %-solu

cidn en L'(Q) de tal problema"., (Benilan 12\).

Las soluciones asi encontradas se encuentras en los espacios
-1 1 . ‘
C([O,f]:H @) v C([D,T]:L (2)) respectivamente. Surge entonces una pre
[ae]
gunta inmediada: /ser@ cierto que si B € C (resp. B vy Y € c®y  1las S0
2]
luciones se pueden encontrar de clase C (Q)? La respuesta en general es ne

gativa, como lo muestra el siguiente contraejemplo debido a Lions E24|:

Contraejemplo.
Sea £ = (0, ) vy =xq¢ >0 £ijo. Sean B(xr) = lrl T,
1 Xo-X .
g{, Q) = 5 % + £ty upx) = —5— si 0 < X< xp ¥y cero en el resto.
Entonces la scolucidn (iinica) de ?D viene dada por
——— XDZ_X Yy + t si 0<x < %o + 2t
uft, x) =
0 si X > xo + 2t

v entonces u  es claramente discontinua,

Otro tipo de razonamientos que dan respuesta negativa a la
cuestidn antes planteada se pueden encontrar en Lions 1251, sin embargo en
Benilan ]3! se tienen interesantes resultados de regularidad si B(r) =

-

[r[(m_l) °y con m> 1.
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2. PROPAGACION (A VELOCIDAD) FINITA DE LAS PERTURBACIONES.

Es bien conocido que una de las propiedades que caracterizan
a las ecuaciones lineales de tipo hiperbSlico es la velocidad finita de pro
pagacifn de las perturbaciones, singularidades y sefiales. Tal propiedad
distingue tales ecuaciones de las de otros tipos. Asi por ejemplo la formu
la de Poisson para la ecuacion (lineal) del calor muestra que &sto no se tie

ne en dicho caso.

Tal propiedad (que designaremos abreviadamente por (P.F.))
puede ser formulada con mas precisidn en el sentido de que, supuesto el abier
to § (de definicidn de la E.D.P.) no acotado de ZRN, entonces la propiedad
es satisfecha cuando a datos con soporte compacto (o seflales) les correspon-
de una solucifn u tal que en cada instante t, u(t, <) tiene soporte com

pacto en {J.

En este apartado nos ocuparemos de mostrar como los problemas

P (aunque catalogables a "grosso modo' como parabblicos) satisfa-

p ¥ Py
cen la propiedad (P.F.), para una clase amplia de grafos f. Senalemos que
tal propiedad (que seri establecida "a priori"), permite entonces tratar los
problemas scbre dominios no acotados de una manera similar a los del caso
acotado, obteniéndose asi teoremas de existencia y unicidad (sbloc comnocidos

para ) acotado)}, asi como otros tipos de propiedades tales como teoremas

del maximo, teoremas de regularidad... etc.

En la biisqueda de condiciones suficientes (y necesarias) so-

bre f para que P satisfaga la propiedad (P.F.), observemos que si

D

B"(0) > O entonces la ecuacidn (1) deja de ser degenerada, teniéndose enton
2.1 =

ces solucidn regular u € C ’ (Q) (supuesto por ejemplo que B € c:m)),

con lo que se puede aplicar el principio (fuerte) del maximo. (Véase Oleinik

!26[). Bastaria entonces tomar Q = (0, +x)}, g(t) > 0, ug > 0 y entonces se
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tendria que u(t, *) > 0 para todo t € (0, T).

Asi pues, una primera condicidn necesaria para que se tenga
(P.F.) es R'(0) = 0. Sin embargo esta condicibn no es alin suficiente (véa
se Kalashnikov |18!|), siendo necesario exigir una razdn de convergencia de
B'(s) hacia cero cuando s - 0. FEn concreto Oleinik-Ralashnikov-Czou Yui
Lin |27| mostraron, para N =1, B €& C® y datos positivos, que PD satis

facia (P.F.) si

(r 1 .
%) SERLC R para todo r €R
8
0

La anterior propiedad es bastante restrictiva (no incluye por ejemplo el

problema de Stefan). Sin embargo si f es ¢! (4) se puede formular me-

/
diante un cambio trivial de variables como
3 (%)
(5) P(s) = J —dx si s ER.
-1
: 0 B (x)

Obsérvese que ahora (5) tiene sentido aunque £ sea un grafo maximal mond—~
tono de R? (eventualmente multivoco) pues el conjunto de discontinuidades

de una funcidn real mondtona tiene medida de Lebesgue nula.
Fnunciemos, por fin, el teorema para PD:

Teorema 2. (Diaz IlOl)

N

Sea @ un ablento de grontera regular, no acofado de R (N>1) .

Supuestos satisfechas Las mismas hipdtesis del resultade de existencia para
abientos acotados y s4 ademds B satisface (5), y Los datos de P poseen

sopontes en B(O,R), entonces existe una dnica funcifn u € C([O, 'f_l: H_I(Q))

(4)

La funcidén ¢ tiene un significado fisico muy concreto. Asi por ejem—

plo en el modelo 2 representa la presidn acumulada y ' 1la presidén pun

tual.



O A

u(t,-) & Lm(ﬂ), solucidn fuerte de PD. Adem3s existe una constante

K >0 tal que
sop u(t,:) < {xeQ: |x| < R+ 2K Yt } para todo t 6 [b, fl.

La demostracién consta de tres etapas y constituye un método, ya clisico,

de abordar este tipo de propiedades:

lera'Etapa.

"Obtencidn de Lemas de comparacidén (u ordenaci®n) entre las so
luciones correspondientes a diferentes datos (ordenados). Este tipo de re-
sultados est3d intimamente ligado al problema de la unicidad de soluciones
asi como a resultados de tipo "principio del maximo'. En los problemas ho
mogéneos {(e.d. con datos nulos en la frontera) son una consecuencia inme--
diata de la T-acretividad del operador abstracto asociado. (V&ase por

ejembio Damlamian |9|, Benilan |2|, Diaz |10]).

25 Etapa.

"Construccidn de super(u) y subsoluciones (u) con soportes
- a -
compactos'. Gracias a los resultados de la etapa l- se tendria entonces que
toda posible solucifn u seria tal que u < u f_ﬁ y de aqui la compacidad

"a priori" del soporte.

3E Etapa.

"Extenaidn a §! de los teoremas de existencia y unicidad esta=

blecidés para abiertos aéétados'.

Por razones obvias de extensifin, prescindiremos de los detalles

de la aplicacidn a P Sin embargo interesa sefialar, que por su caracter

DQ
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. a . ‘s .
constructivo, la 2= etapa ofrece una especial dificultad en su obtencidn.

Indiquemos, por ejemplo, que la supersolucidn encontrada es de la forma

h'(-c; (|x| -~ e1t ~ ¢3)) si 0< |x| <ep + eyt
ult, x) =
0 si |z > ez + eyt
. -1 L .
siendo h = ¥y ¢; ¥y cp constantes positivas elegidas adecuadamen-

te (La posible singularidad del término -AR(1) se evita mendiante la apli

.. a . . .
cacidn de la 1= etapa a la parte de () exterior a un cierto entorno del origen)e

Antes de hacer otro tipo de comentarios a cerca del Teorema 2
pasemos a considerar el problema PN. En este caso las super y subsolucio-
nes construidas para el problema PD podrian ser de gran utilidad para nues
tros fines siempre que las podamos comparar con toda f-solucidn de PN. Aho
ra es la primera etapa, la de més dificil factura. (Obsé&rvese que ademfs hay
un desfase de espacios: gt ¥ L' respectivamente). Resulta entonces cru-

cial el siguiente Lema que extiende resultados similares debidos a Brezis

|5].
Lema 1.

Sean; u soluctén fuente en H(Q) de Py, Y u¥ L-s0lucibn

en L'(R) de P, correspondientes a Los mismos datos ue ¢ £ .

Supuesto entonces que - Bég) (t, x) = y#&(u(t,x)) 4obre I, siendo v*
juncidn neal conoelda (no necesariamente mondfona) tal que vy*(r) < inf y(r).

para r € D(y}, entonces u(r,=) < u*(t,°).

La demostracidn del Lema 1 es bastante laboriosa y resulta de
una adecuada aplicacidn de la Frmula de Green después de aproximar ambas so

luciones por funciones regulares, (Véase |10]).
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Dada la definicidn de la super vy sub-scluciones de la PD, bas

ta imponer a <y la hipbtesis

(6) Yo ()| > m - x| si |r| < 8, para algin 6>0 y m>0 ()

para que dichas funciones lo sean también para Py obteniéndose finalmente

Diaz llOI el siguiente resultado:

Teorema 3.

Sea © abiento de frontera hegulan wno acofado de <RN (N > 1)
Supuestas satisfechas Las hipbtesis del resultado de existencia para abler-
fos acotados, 44 ademds By vy satispacen (5) y (6) respectivamente, y 44

Los datos de P poseen sopontes en B(O, R) entfonces existe una iniea

N ¥

funcién u e c([0, T]: LT, ulr,*) € L2 2-sclucidn de L Ademéds

existen K, Yy Ko constantes positivas tales que
sop ult,«) € {x €Q : |x| <R+ K + Kt} para Zodo t & [0,T]e

La hipbtesis (5) supuesta en los teoremas 2 y 3 es tambi&n nece
saria para que la propiedad (P.F.) sea satisfecha, si se supone B € c*R).
(véase Kalashnikov l18[ y Peletier ‘28[). Sin embargo para el caso de B
eventualmente multivocoe sdlo se tiene una respuesta anidloga si_ B(0) es un

intervalo.

La hipdtesis (6) puede ser totalmente suprimida si el abierto
satisface una cierta hypbtesis geométrica que en particular es satisfecha por

. ; N - -
todo abierto cuyo complementario es un convexo de R . (VEase Diaz |10|).

(5)

v%®(r) representa al elemento de 7Y(r) de menor norma.
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A continuacibn recogemos en forma de observaciones otros comen

tarios sobre la propiedad (P.F.).
Observacidn 1.

(Sobre las estimaciones). En el caso de B € C® y N =1,
Kalashnikov |17| mostrd que el conjunto Plu] = {(x, t) 6R x (0, T) | ulx,t) > 0}
estd acotado por dos curvas mondtonas y Lipschitzianas que comienzan en los ex
tremos del soporte de ug. Adem3s recientemente Knerr |21[ ha probado que ta
les curvas o bien son estrictamente crecientes para todo t > 0,0 bien son
inicialmente verticales hasta un cierto t; vy después estrictamente crecien-
tes. La estimacidn del Teorema 2 extiende al caso general la obtenida por
Knerr y guarda una cierta similitud a las de Brezis-Friedman !7| yrEvanSFKnerr

[l4],obtenidas para otros problemas ''parab8licos" no lineales.

Finalmente es de resaltar la coincidencia de la estimacidn del
Teorema 2 con la obtenida por Friedman-Kinderlehrer |[15| al considerar el caso

concreto del problema de Stefan.
Observacidn 2.

(Otras ecuaciones). La hipdtesis (4) es también suficiente para
que se t@nga la propiedad (P.F.) al sustituir la ecuacidn (1) (B siempre de

clase C?! y N = 1) por una de las ecuaciones sigiiientes:
& u, - (B(u))xx 4+ AQu) = 0, siendo A E6C' y A'>0
(Kalashnikov [19| y Knerr |22]).

* ou - (g(u})xx + (@(u))X =0, con @ € C?® monbtona. (Gilding

|16]). (véase tambi&n Kruskov |23| para la ecuacifn de primer

orden que resulta al tomar R = 0).



L B & B

* v, - CB(u))XX + (.Qﬁ(u))X + 3(u) =0, con f§ y A como anteé
(Rershner |20| y Evans-Knerr |14]).

Por otra parte, tambié&n pueden considerarse ecuaciones con no 1i
nealidades sobre las derivadas de la incégnita. Asi por ejemplo en Diaz-Herre
ro |12[ se muestra que si p > 2 el problema de Dirichlet asociado a la ecua-
cidn

u p-2 _gu _ N
(| Nx. % '—-é;{“:“) = f en ) % (D,T)C R X:R,

[=
i
1 e~1'2

.
je1 9%5

N> 1
satisface la propiedad (P.F.).

Finalmente, las no linealidades pueden ser consideradas afectan
do a operadores diferenciales. Asi por ejemplo en G.Diaz-I1.Diaz 113| se con-

sideran ecuaciones de la forma
u +BGAw) = f en 0x (OMER xR, N>1

obteniéndose un resultado similar al del Teorema 2 mediante la misma hipbte-

sis (5) sobre Be

Despuis de este ciimulo de ejemplos ,(la mayor parte de ellos con
siderados sBlo muy recientemente en la literatura), se hace necesario el encon
trar resultados abstractos que permitan asegurar el cumplimiento de la propig
dad (P.F.). Sin embargo,una respuesta general parece dificil de encontrar
desde el momento en que los operadores abstractos,involucrados en los ejemplos,
poseen un comportamiento muy desigual para cuestiones esenciales como son por.

ejemplo la existencia y unicidad de soluciones para el problema de Cauchy abs

tracto.
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Sin embargo hay otros tipos de problemas mas concretos y de
interds en las aplicaciones que alin no tienen respuesta conocida. Asi por
ejemplo interesaria conocer si el cumplimiento de (P.F.) se mantiene ante

datos '"mo acotados" tales como funciones de .} o bien distribuciones como

la § de Dirac.

Finalmente el dilema sobre la concordancia con los resultados
experimentales de los modelos lineal y no lineal de la conduccitn de calor,
podria ser transplantado a otros problemas fisicos, quimicos, ete, poniendo

en tela de juicio el tipo de modelo matemdtico que "mejor refleja la reali-

dad".



i
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