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Abstract. In this work some free boundary problems, arising
in the theory of Variational Inequalities given by obstacles , are
considered. In particular, here are obtained some estimates on the
Dirichlet boundsry Ty = {xesg: u(x) = §} associated to the Signg
rini type problem: - pu+g.u=f in n , - gﬁ-e v{u-@) on aq.
In contrast with the case others Variational Inequalities, no referen

ces where known about the estimation of the localization of FD'

¢ 1 Introduccidn: Inecuaciones Variacionales y franteras libres.

Sea Y wun espacio de Banach reflexivo sobre R y K un cerrado
y convexo de V. Es bien conocido (Cf. Lions-Stampacchia [10]) que da_
da a(u,v) forma bilineal continua v coerciva se tiene que para todo
feV' existe uyeX tal qus
(1.1) a{u,v-u) 3 < Fy-y > Vvek,
La expresidn {1.1) puede también escribirse en ia forma
(1.2) <Bu,v-u > 3 <F,y-u >

si A es el operador de V en V' dado nor

(1.3) < A,y o= alu,w) ¥u. v oe V.



Los anteriores problemas son conocidos como Inecuaciones Varia
cionales y han atraido la atencidn de un gran nimero de especialistas en
los d1timos quince afios. Desde los resultados pioneros de Stampacchia ,
Lions y Browder a mediados de los sesenta,muchos han sido los temas inves
tigados en el seno de esta teoria. Asi los primeros esfuerzos se centra
ron en 1a obtencidon de una teoria general de la existencia (vilida incly
so para operadores A no lineales etc; fué la é&poca de 1a proliferacidn
de diversos tipos de operadores: mondtonos, del célculo de Variaciones,
semimondtonos, de tipo (M), pseudomondtonos etc. (Vease p.e. Lions [9] ).
Una segunda época arranca con el trabajo fundamental de H.Brezis 11
(vease, también [71, By sus extensas bibliografias) estudiandose 1a
regularidad, dependencia continua as? como otras muchas propiedades de
Tos 1lamados Problemas Unilaterales y que en general corresponden al caso
de Inecuaciones Variaciones en Tas que el convexo K viene definido ma_
diante algun "obstdculo™. Sin querer entrar en una sistematizacign {aqus
innecesaria) podemos ilustrar tal tjpo de problemas mediante tres senci_
Tlos ejemplos. Todos elles corresponden al caso en el que H;(Q)c; VG HYR)
siendo { un abierto acotado de frontera regular en R'. Asi mismo su
pondrémos

(1.4) au.v) = L; []_Egl 3—3;“: X“]_ ] ‘o fﬂ w

forma bilineal sobre H(g) x H'(qQ) asociado al operador diferencial

3
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|
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{1.5) L=~ Au+ quu

Ejemplo 1.- Sea V= Hi(a) (= V' = H1(g)). sea K, e
convexo y cerrado de H (2) dado por

(1.86) Ki=fueHi(e): uzwp en Hi(q) o

supuesto ¢ < 0 en a0 (p.e. we Hi@)). Es el caso de restricciones
(u obstdculos) en el interfor. Tal tipo de problemas aparece p.e. en la
teorfa de flujos subsbnicos atraves de perfiles {[8] ). La Inecuacién
Variacional correspondiente puede ser formulada {bain hinAtecic de rean



- Au+au+ Blu-p) dF en Q

(1.7)
u=0 en aQ

siendc & el grafo de R? dado por

(1.8) B(s)
B(0)

0 (conjunto vacio) si s<0,

n

(-=,0] » B(s) = {0} si s>o0.

La solucidn de (0.8) origina una frontera Tibre {e.d. desconocida
"a priori") separando los conjuntos

Q = {x e : ulx) P(x) } (conjunto de coincidencia)

o= {xe:ulx)> pix)! {conjunto de continuacidn)

Ejemplo 2.- Sea V =H'(Q) y @ funcién regular definida
en 3 (p.e. B e Hllz(BQ)). Se considera el convexo cerrado

(1.9) Kz ={ueH(R) : usxg en  30).

Tal tipo de problemas aparecen en elasticidad (Problema de Signorini)
(Vease [7] ). De nuevo con una cierta regularidad es facil mostrar
que Ta solucidn de 1a InecuacidnVariacional correspondiente (caso de
obsticulos en la frontera) satisface

y entonces

-Lutoau=f en Y

(1.10)
Ju

e y(u- 24
5 € r(u-@) en 2



con v grafo de R? satisfaciendo (1.8). Ahora 8% coincide con la
particion Ty u Ty (desconocida a priori} siendo

Tp={xed:u=0} (frontera de Dirichiet)
Fy={xed: - %%—= 0} (frontera de Neumman).

Ejemplo 3.- Sea de nuevo V = H'(R) . Considerémos
Ka ={ueB (@) : usqy en £ ,uzf en 9%}

siendo ¥ y @ funciones definidas en @ y 30 respectivamente. Se
tienen pues obsticulos en el interior y en la frontera, lo que aparece
p.e. en el estudio de flujos através de canales de toberas ([12]). Ba_
Jjo cierta regularinad, la Inecuacién correspondiente se formula equi_
valentemente como

- AU+ oLy + Blu-p) > f en B0
(1.11)
au i -
-5y € v{u-m) en 3R

con B y v grafos de R* satisfaciendo (1.8). Una vez mis aparecen
fronteras Tibres separando @y de 0, y FD de Ty - T ).

Tras este largo predmbulo, indicaremos que nuestra comunica
cidn radica en 1a "localizacion" en ©  de esas fronteras naturales
que aparecen en los tres tipos antericres de Inecuaciones Variacionales.

E1 desarrollo de esta prohlemdtica es bien diferente en cada
uno de los casos anteriores. Asi por ejemplo se pueden citar los traba
jos de

a) Brezis (1974), Beni]an~Brezis-Crandai1,Diaz,Diaz—Herrero,
Bensoussan-Brezis-Friedman, Nagai, Yamada, G.Diaz.etc re
lativos a Inecuaciones similares a las del Ejemplo 1.



b} Diaz(1976), Redheffer, Veron, Nagai, Yamada etc. referentes
a Inecuaciones del tipo del Ejemplo 3.

Recientemente en Diaz [4] se ha sistematizado toda una técnica (denomina
da "de supersoluciones locales") que permite la obtencién unificada de la
priactica totalidad de Tos resultados de a) y b), mejorando a la vez las
estimaciones conocidas hasta el momento sobre la localizacidn de $g.
(También en [4] puede encontrarse una extensa bibliografia incluyendo,
entre otras, las referencias exactas de los trabajos de a) y b)).

Las numerosas referencias existentes para el caso de Tos Ejem
plos 1 y 3 contrasta con Ta carencia absoluta de resultadecs sobre la
estimacion de FD para Inecuaciones Variacionales tales como Ta det
Ejemplo 2. (Obsérvese que todos los trabajos de b} se basan de una ma
nera fundamental en 'a coexistencia de obstdculos en el interior y en la
frontera).

En el apartado que sigue pretendemos mostrar como la técnica
introducida en (4] puede ser adecuadamente adaptada para la obtencidn
de estimaciones sobre 1a localizacidn de Ty La utilidad del conoci_
miento aprioristico de la Jocalizacidn de FD es miitiple. AsT por
ejemplo es posible, ahora conocer una gran regularidad de la solucién
sobre adecuados subdominios de @ , Togrdndose asi superar el “tope de
regularidad" expuesto en Brezis [2]

§ 2. Estimaciones sobre la localizacién de I

Tal y como es acostumbradc, comenzaremos simplificando la for

muiacidn de (1.10) al suponer @ = G. Es bien conocido que esto no es
ninguna restriccién si se supone @ reguiar (p.e. @ e H'(38)). E1 proble
ma-tipo considerado en esta seccifn es pues

- MU+ oy = f en 5

(2.1)

au -
- a3, € y(u) en Ao



donde v representa al grafo satisfaciendg (1.8) (mis tarde nos refe
rirémos a una clase mis general de grafos v ).

Antes de entrar en materia observémos que Ta regién Ty dada
ahora por Tp=1{xed2: u(x) =01} puede ser vacia si no se hace al_
guna hipGtesis complementaria sobre Tos datos. (Témese p.e. f{x) =¢C
y entonces u{x) = C/e  con lo que FN =90 y TD =g ). .

Para una mayor comodidad en Jos enunciados introduzcamos 1a
notacidn

S(foe) ={xef : flx) <-=¢1}

supuestes f e L'(Q) y e > 0. Introduzcamos también el numero real
dado por

P(x0,T) = dinf{cos (n(x} , x - x¢ ) : x e I'}

siende xoe 30 , T< 32 (fijos) y n{x) el vector normal unitario ex
terior a 3@ en el punto x. {Obsérvese que si p.e. 2 es convexo
entonces  ®(xo,I )} 20 MTCHR y W xee 82 )

Nuestro resultado principal puede enunciarse en los siguientes
términos:

Teorema 1. Sea xoe 92 tal que exisfe Ry > O 4y ©>0
Xakes que

(2.2) [ B(xs.Ro) N @] © S(f,e)

(2.3) ®(x0,T) 20, adendo T =30 N B{xo,R0)

Entonces &4 u £ M sobre  S(f,e) , conm u sclunidn do (2.1} e #ione
que u(x) =0 en 3 B(xo,R1) , scendo

(2.4) Ru = R - (2172

A



Antes de pasar a la demostracién indiquémos alquna manera sen
cilla de "digerir" el anterior enunciado. En primer lugar, el lector ha
brd observado que no se ha hecho alusidn a la existencia de u solucidn
de (2.1) . La razén de esto estriba en el hecho de que, en primer lugar,
el Teorema serd obtenido "a priori" para toda posible solucién u e HY (R).
Por otra parte, dada f e L®(Q) es bien conocida la existencia y unicidad
de u e H'(2) solucidn de (2.1) asi como resultados de regularidad del
tipo f e L*(Q) => u e H*(Q) (vease Brezis [1] ). Respecto a la-acotacion
u <M, esta puede ser conocida bien atravds del principio del miximo
(f e L7(Q) => ue L”(Q) nH(Q) y ademds ||lul|_< é—“fl|m) o hien gracias
a resultados de regularidad mds finos ([1]) tales coma f e LP(q) ,

1,p* : 1 11
< = ’ 0 < CI|f d =
2 < p! N >uelW () con “u||wl,p* < [ |]Lp siendo o N

hasta entonces utilizar los teoremas de inclusién de Sobolev para obtener
(bajo adecuadas hipdtesis) que u « M con M  funcién de Hfl‘p
L

=

He agui un sencillo Corolario que se desprende del Teorema 1 y
de las anteriores observaciones

Corolario 1. Sea © wn abierts acotado convexo de RV de fron
 tena negulan, Sea fel (R) ¢ ue HE(2) LW(Q) dolucidn de (2.1).
Entonces u=0 sobre {x e 30 : d(x, aS5(f,e) n aq)) 2(g§m01/2 1,

sdendo M = %— Nfll,ye>0

La figura ilustra Ta conclusidn del
Corolario I en un casc particular.
La demostracidn del Teorema 1 utiliza

el siguiente resultado de comparacidn:
Figura 1

Lema 1. (Diaz [31 ). Sean f, y foe L2(2) 4 v, ¥ va grafos
de R* y uj,u, € H2(n) satisfaciende para i = 1,2,



—Au.+0t.u_l.=f. en v

- —L ey, (u;) en 1)

2 Yque sup yz(r) € inf vi(F) V¥ reD{vya)
y reD(y,) tafes que r < r . Entonces Up € Uz c.p.t. punto de Q.
Pasemos por fin a la

Supongamos ademds que T, € f

Demostracidn del Teorema 1.- Dado xee 902 definamos la fun

cibn auxiliar (supersolucién local) mediante

(2.5) T(x) = | x-xg [~ 5@) si [x-%0) > Ry

0 si |x-%5| < Ry,
siendo R; Ta cantidad dada en (2.4) y h dada por
- £ ;
{2.6) h{r) 57 * 57 rx0.
Llamemos T = B{xe,Ro) /1 9 . Un simpTe cdlculo permite observar que

A+ a2 -e 3 T en 3]

gracias a la hipbtesis (2.2). Por otra parte, escribiendo 30 = 3:D U 3.D
con 9,0 = 3D - 30 y 8:D= 3D N 3¢ =T se tiene que

usg U en 3D
(Gracias a la eleccibn de R, y a la hipbtesis (2.2)) asi como
%%‘(x) = h' (Ix-xo]= R)-cos(n{x), x-xu) = h'(Ix-xef-RI= #(x0,T) 3 0 en 3.0,
E1 Lema 1 permite asegurar entonces que u(x) = u(x) c.p.t. xeD

¥ por tanto sobre B B(xo,R1) se tiene que 0 s u(x) £ U(x)
lo que concluye la demostracidn.

)



§ 3. Extensiones del Teorema 1.

3.1.Un andlisis cuidadoso de 1a demostracidn del Teorema 1 permite
observar que Ta misma prueba es valida para el siguiente resultado:

Proposicidn 1. Sea v grafo maximal monotono de R2 con 0 ¢ ¥(0).
Supongames fas hipfiesis del Teonema 1 y sea u e H?(Q) sobuciln deb pro
blema (ahora genérice) (2.1). Entonces

(3.1) (u‘aﬂ)+ eb nula af mencs en 30 M B(xe,Ry) con Ry dade por(2.4).

Obs&rvese que en realidad el Teorema 1 no es mds que la conjuncién de 1a
proposicidn 1 con el hecho de que el grafo satisfaciendo (1.8) es ta]
que D(y) e [0,+=} con 1o cua](ulaﬂ)+ =U’3Q'E" contraste con lo que suce
de en los Ejemplos 1y 3 no es £a multivocidad de £os gaa404 en el onigen
La que conduce a que aparezean fronteras Libres 84 no fa acotacién de su
dominio de definicidn.

3.2. Mediante la sola substitucidn de la funcién h introducida en
(2.5) es posible extender el Teorema 1 al casg de otras ecuaciones elipti
cas mis generales. Asi por ejemplo, Ta conclusidn del Teorema 1 permanece
valida (médulo 1a definicién de @ ¥ Ry ) para el caso del probiema

Lu+au="F en Q
(3.1} .
au
“arevlu) +g en 5%
siendo vy grafo maximal monotono de R® con D(y) ¢ 0,2} , ge Hl/z(aQ)
y
N
3 du
tu = - 7 S (a,.(x) o4 )
iog 3% R A
i CeCT() Lacan . Yacoclsalilt wreqh
siendo aj5 €€ () L T 8y 85 Ty v als Vi eR oy

¥Yxen con a ~ 0. ({Basta tomar en dicho caso h dado por



€
hir) = ——& . 2

6 12. ”afj Hm
J
Tos cdlculos se apoyan ahora en un resultado de G.Diaz [61).
También es posible abordar el caso de operadores d1ferencaa1es no Tinea
les , e.d. problemas del tipo

- Apu ta.us=Tf en Q2

| |p 2 Bu +gev(u) en a0

siendo
N
Au=.2 _).?:_....“ lPEBUJ . 1<p<m_
= 1

{Tomese

H

h(r] = ¢ r P/P-1 con EB—-(EJ

Tos cdlculos necesarios se apoyan en este caso en Diaz-Herrero [B] }.
Obviamente habria que modificar las definiciones de © y R

3.3. La estimacidn (2.4) puede ser afinada aun mas escogiendo
en ia demostracidn del Teorema 1 1a funcion h dada como solucidn del

problema inicial

[ h*(t) +

- hi{t) - a.h{t) = ¢ en (0,e)
T h{Q) = h'(0) = 0 .
Tal funcidn h puede ser expresada en té&rminos de funciones de Bessel

y gracias a un Tema técnico debido a Magai {11] se tiene que u =10
en 32 N B(xg,R,) con



.

2MN.1/2
R ” Ro - (5]

Ademds se tiene que R, + Ry - (ggﬂ-)l/2 si a+v 0 y R, * Ro si
ot + o,

3.4. Los argumentos aqui empleados pueden ser ficilmente adap
tados al caso de problemas de evolucién del tipo

.

U *Lut aau = F(t,x) t>0, X € §
I %% (t.x) + g(t,x) e v(ult,x)) t£>0, xe o0

u{0,x) = ug(x) X € 0

con L dado como en 3.2.

3.5. Supuestoc @ ahierto no acotado , una sencilla aplica_
cidn del Teorema 1 muestra que si D(y) ¢ [Q,w) y p.e. S(f,e) =20
entonces si g tiene soporte compacto en an => “|BQ tiene soporte
compacto.

3.9. E1 Teorema 1, sus corolarios Yy extensiones se apoyan
de manera fundamental en que para algin £>0 se supone que el conjun
to S(f, €) es no vacio . Obsérvese que tal situacidn no sucede cuan_
does f =0 . La consideracitn de problemas como el (3.1) con f =0
es de una naturaleza bastante més compleja y serd incTuido en un préximo
trabajo del autor.
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