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A TRAVES DE PERFILES SIMETRICOS.

Por
éeiléefenso Diaz y A.Dou
Universidad de Santander U. Complutense de Madrid
Resumen. En esta comunicacifn se considera el problema de un

jo plano, subsénico, estacionario e jrrotacional, dado por un fluido
fecto y compresible. E1 obstdculo o perfil se supone simétrico y con_
o, y la velocidad del fluido en el infinito es supuesta uniforme y pa_

ela al eje de simetria del obstdculo. _

‘En el trabajo se sigue la formulacifn presentada ya en Brézis-
mpacchia |1] y Brézis [2| . Nuestra principal contribucidn generaliza
caso de fluidos compresibles un resultado de comparacion de los mencio
los autores en 3 y contribuye, mediante la aplicacidn de una técnica
roducida por J.1.Diaz en |4] , a estimar la geometrfa de la curva
= 2(8] que determina la frontera (desconocida "a priori") del domi_
y del flujo en el plano del hoddgrafo.

Un desarrollo mds exhaustivo, conteniendo también las demostra_
snes de los resultados aqui presentados serd el objeto del trabajo Diaz-
u |6} . '

§ 1, Plateamiento del problema.

£l flujo se supone plano, estacionario e jrrotacional. E1 fluido
supone perfecto y compresible, y en ninguno de sus puntos alcanza la ve
cidad local del sonido. E1 obstdculo se supone simétrico y convexo.

EY plano del fTujo estd referido a un sistema cartesiano {0;x,y},
representamos por 3(x,y) 1a velocidad del fluido en tua]quier punto
‘1 plano exterior al obstdculo. Ponemos q = (91,92), siendo a1y q
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las componentes seglin los ejes, y q = IEI . Se da una constante positiva
q, que representa la velocidad del flufdo, paralela al eje x, para x= -
0 sea q(-=,y) = (q,,0) para todo -=< y <o,

Introducimos la funcién h que determina la densidad en funciér
de 1a velocidad, o = h(g) , siendo

(.1) h:qe [0,°)> h(q) e (0,1] .

Suponemos que h es regular , h(0) =1 , y que h es estrictaménte decre
ciente,

Supoudremos que el obstdculo viene determinado mediante la sigui
te funcidn f: sean a,b tales que a<0<b,

(.2] fixe [a,p]> f(x) e [0,H], f(a)=f(b)

0,

f(0) = H= max f(x), fec* [a,5] , f* <0,
xe[a,b]

de modo que suponemos que la derivada segunda de f es lipchiciana y f
es cncava. Ponijendo

(1.3) A={(x,y):x e (a,b), |yl < f(x)}, G=R>- A,

tenemos que A vrepresenta un obstdculo simétrico y convexo y G es el
dominio ocupado por el fluido. Sea finalmente YV la normal a @A ex.
terior a A, excepto quizds en los puntos A = (a,0) y B=(b,0) ,don
de puede que no exista.

E1 problema T que estudfamos es el siguiente: Hallar una fun
2 > A 2
cidn  q:G +R*, tal que

1.4) q e ci(G) N C(G).
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, . ey s 2
1.5) div(pd) = - (pai) * Sy (Paz) =0 en G

: > _ 9Q _ 23q;
1.5) rot§= FE- 5y 0 en G
1.7) g, =0 en 3G
'1.8) Tim  4(x.y) = (q.0).
(X y )

Se sigue por simetria que

(1.9) qr(xey) = qi(%,-y) » 92(%,y) = -q2(x,-y).

Lg propiedad (1.9) permite reducir el dominio G al ,
3F = {{x,y)ty>0 , y»>f}., La (1.6), que expresa que el flujo es
irrotacibna1, permite introducir la funcifn de lineas de corriente ,

b :,é+ +R? , tal que

Uy = - PGz, Yy = PG en G ,

(1.10) +

P(x,y) = 0 en 3G .

Sefialemos que wuna questi6n de particular interés a la

hora de abordar el problema 1 es (supuesta la existencia y unicidad
de solucibn) la obtencidn de estimaciones numéricas sobre los valores
de g en PN asi como sobre la localizacidn del punto de 34 en que
q es maxjmo.

Originalmente se toma la funcién ¢ como nueva incégnita,
y como variables independientes las coordenadas cartesianas (x,y) del
plano fisjco o las coordenadas cartesianas (8,q) del plano del hod6
grafo, siendo tg 8 = q2/q: . Siguiendo a Brézis y Stampacchia en
ll] y |2]| formularemos el problema en términos de una nueva incbgnita
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" depéndiendo ae 1as coordenadas cartesianas- (6,0) , siendo
9c :
(1.11) os [T &
Jq T

3]

(1.12) u(6,0) = [

sl wo,s)ds . <o <o o> ae)
(o) 93 ;

donde 9 coincide con la velocidad local del sonido, es decir

q. = alge) , a*(q) = :ﬂ#}%&}i .

o y 61 son Tos valores de 6 en los puntos Ay B ,

k(s] = S S [1 ,___9_2_(_5_)__._)
' h*(q(s)) a®(q(s))

En (1.12) o = 2(8) es la ecuacién en el plano {0; 6,0} de
la curya T , transformada del perfil 51" del obstdculo. E1 dominio
G+ del plano fisico se transforma en el siguiente conjunto

(1.13)  D=1{(8,0):0 €(01,0) U (0,80),0>2(8)} U {(6,0):6 =0, 2(8)<o<o
dbndé
Qe
% = [ n@ &
J

Qe

_ Los autores citados prolengan u al dominio € = (81,80} % (0,
ponfendo '

u(6,0) =0  para 0<osg 2(8);
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demuestran que el problema I es equivalente al problema I* . siguien:
e:

"Hallar u, ueKe V., (K cerrado ‘convexo del espacio de Hil

ert ¥) tal que satisfaga la inecuacidn variacional . -

1f;§); ot a(uvru) 3 Fly-u) . veK, o oo

{endo:

1a8)  ¥elty(eseltayelital | qvee"z(‘” }%—' V o“z(“) "Ge "

lotado con l1a norma candnica,

e f H

106) K=l eVivao en o, vi0a) =K para oao,d

L) a‘(”"”:f [RTT 5 Vst ' vg-“’- uv ]q2<o) dedes

»

1.18) F(y) = [ RE) . v~ a2lo] dodo
Q

londe RCQ)“jés;e]_radf§-de‘cuﬁvatunafen EJ*puntO'def5‘9A**~cohtébordéh§f

las hodBgrafas (é,q)a

La forma a(u,v) - es coerciva y“bor'téﬁfg este problema tiene
:o]uu1on Unica por 1os resu]tados bien conocidos de la teor1a de Inecua
:iones Var1aciona1es, as{ ‘es demostrado en 111 y }2[ 1a existencia de una

;0lucidn Gnica del prob]ema T planteado inicialmente. . - is-inoar el =i

2 Teorema de comparac16n‘ ‘

Siguiendo a Brez1s«5tampacch1a i3| 1ntroduc1mos en orden al -
:studio cualitativo del problema 1 , el dominio = (01,00) x (0,T).
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 EV teorema dé comparaciGi que mostrarémos consisté en-hallar las solucig

ﬁesfde]fpra@lemau,nﬁ”aééptads a QT » Uy ¥ Up » que acoten inferior y

superiormente 1a_restticc16n de u a Q. ’
Aht%s@nemes*e1 siguiente lema:

Lems 1.
wio) tal que”

Uwmndo 0 4 + © se tiene que u(8,0) + w(0) , siendo

(232l w'(o) + w(e) = < R(®) en  (62,0) U (0,60)
(6L weal = wdel =0, w(0) -

Este resultado fué mostrado ya en [3| para fluidos fncompresi_
bles; lo cual demuestra que, por lo que se refiere al significado de este
lema, ambos fluidos, compresibles e incompresibles, se ‘comportan igual en
un entorno de 1os'puntos AoB.

Definimos ahora uy como la solucién en K% » Uy € K% Ty

siendo
(2.2) ¥y = 19(0,0) t quv e L2 (Qp)uqevge L2 (), }%’ vge L)}
(2.3) K% ={v e Vpiv30 en 9% v(0,0) =H para ...

e 0, <0<T , v =0 en {01,600} x (0,T) U (61,80) x {0}},

de la {necuacién varjacional
(2.4) 3 (u , veu) 3 FT(V ~ul , v e K% .

donde ar ¥y F; son las mismas que en (1.17) y (1.18) , excepto que
lasmjntegra}es se extienden ahora a QT en lugar de 9
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Andlogamente definimos up . como la solucién en K% > up € K%c: VT’
{endo ' '

2.5) K% = {y e K%,: v(6,T) = w(6) - para 6; < 6 < 8o}
e 1a inecuacidn variacional

2.6) o a;r(usv—u) a Frlv - u) Y e Kj’-

QObsérvese que uy supone una condicidn de contorno homogénea

e tipo Neumann, Uy = 0,en (61,9¢) x {T} ; mientras que up supone

a condicidn de Dirichlet que aparece en (2.5).
. . S
Teorema 2. Se tiene

El anterior teorema es una generalizacién de’un resultado de
I3] para flufdos incompresibles. Es de sefialar que uy es definida
qui de manera diferente a como es introducida en 13] «

3. La geometria de I' ;: o = 2(6)

La estimacifn de la frontera l1ibre T es importante, tanto
ara comprobar o asegurarse de que el flujo es subsénico como para acotar
a velocidad del flujo en el perfil B3A. E1 objeto de esta seccidn es
frecer diversas estimaciones sobre la localizacidn en Q de esta fronte
g libre T que es pues desconocida "a priori”,

Empezamos por un resultado que puede ayudar al andlisis de T.
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Jegrema 3. 52 o = 2(0) es la ecuasidn de T en el plano
{Osera} s entonces

a . o . d(lo
& - -Recosedﬁq)-—ljﬁigw

s 01 <8 <@g,

donde las 6, q , x , R corresponden al mismo punto de 8A+

En la aproximacién de I es pérticularmente interesante obten
una cota inferior de la curva, pues por medio de la informacién hodograf
equivale~1nmediatamente a explicitar una cota superior de q en ant,

Brézis en [2] obtiene un primer resultado de este tipo, que
transcribimos a continuacién. Sea uy = u{6,0) la solucién del problema
-, sea D' = {(8,0) e 2, u(8,0)> 0 (es decir D' es el interior de
F_ 23 seq

(3.1) . Ra = min [R(8)] , Ry >0
016650,

y sean Ay q(A) relacionados por

q .
(3.2) A= f ¢ b%fl- ds para q_ < q(A) < qg -
q(A) B

Teorema 4. (Brézis,|2|). Sea q(A) , 9, < q(A) < e » la solu
etén de la ecuacidn en q.

Ho . a |, 1 fq h(s)
(3.3) Ro 1 6L 1+h_(=q-;;)— q s ds .

Entonces

Dlc {(8,0) :0>A1,
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' sea

3.4) max g ¢ q(A)
an*

Para la demostracidn de este teorema el autor-se basa en un
eorema de comparacidn del tipo 0 & u(6,0) < ®(o) para todo (9,0) e Q,
iendo ¢ wuna funcidn auxiliar escogida de manera que

3.5) 30, o(A)= o (A)=0 , o) =H,
3.6) L olo) = 1 Jl?@ + 9 = Ry 3
o — a’f k o o 0 s

aturalmente el operador L y el segundo miembro R, estdn relaciorados
on los dos miembros de la inecuacién variacional (1,14). E1 autor cal
ula explicitamente & y obtiene

o N
Ro * q(A) [ égg (s-M)ds , Aca
3.7) o(o)= A
0. 0zo0sg A,

Obsérvese que q(ﬂ} viene determinada por (3.3), la cual ex
resa que ®(o_) = H; de modo que si+ H/R
jnuye también q(A) y aumenta A.

n disminuye, entonces dis

La nueva estimacidn que aqui ofrecemos utilizard el hecho na_
ural de que q{A) depende de Ry . Para ello introducimos la siguien
e notacion: dado R positivo, sea q(R) , gq_ < q(R) < e » la solu_
i6n de la ecuacidn en g (3.3), donde en lugar de R, ponemos R ;

sea  A(R) el valor positive que da la relacién (3.2) cuando en Ju
ar de q(A) ponemos| a(R).

Consecuentemente definimos  @(o;R) mediante
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s]
B Req(R) J
(3.8)  o(oR) = A(R)

k oy
Qe (s -ARNds , AR) < o

0 , 0% 0<g A(R)

Adaptando Ta técnica de supersoluciones locales desarrollada
por J.I.Djaz [4] se obtiene el siguiente resultado. '

Teorema 5. Sean { = 44 para T =0, 9 =Tu..ul n’

Q] = (9]-, 61“‘“1) X (0,0‘w ) . 6n+1 = 0o,

(3.9) Ry = min IR(B)] » i =1,2,....n.
’ eis 6<61+l }

0 <a <11

s : f e [0,2] = s =9g{y) = Arcos (1-y) e [0,0]

Entonces , la solucién u = u( 8,0) del problema T* se anu

1§ en 16s conjuntos I ’Za}l ",Za,j’j =2,3,...,n-1, y Za,n siend

£, = {(6*, 0*) e 0 0, 0% <8, , 050 < A(Rp)}

Tyl {(8*, 0% e 10, €6%< B, -5; , ARy € o* ¢ Ala R})

. = * g* .l .+ s, * . = S., * .
Za;J { (8*,0%) e QJ BJ S5 € 8% g 63+1 55 A(Ro) € o* ¢ Ala RJ
Zia,r\:{ (6*,0%) e Qn+en+sn<6*‘ en+l s A(Rg) ¢ o* < Ala Rn)} ,
donde
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j= 9 [ ZT:ETﬁE’osziﬁ (e(osRy) = #losa Ry o § = 1,250.00m

Obyiamente el Teorema |5| ofrece estimaciones mds finas que las
el Teorema 4 siendo ahora posible apercibir en que medida la geometria
el obstdculo (e.d. 1a dependencia de R respecto de 8 ) determina la
rontera 1ibre [ . '
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