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1. INTRODUCCION: En este artfculo se estudia el comportamien-
to en la frontera del la solucidn del , ya cldsico,problema
de Signorini:

(P): pados  abierto acotado de.mN de frontera regular p,
v enL®(r),fer?(n),ged ¥ (1) ¥y K,=(veH' (W vz ¢ a.e. en ry,
hallar uek tal gque

Y

(1) quV(v-u)dx 2 J f{v-u)dx - I g{v-u)jde ¥ vek .
) ! r ¢

pDel trabajo de J-L.Lions y G.Stampacchia (1967}, la
existencia y unicidad de solucidn estd asegurada bajo la hi-
pStesis

(2) . J flx)dx - I g(x)da > 0.
Q r

Nuestro principal objetivo es extender los resulta -
dos de |2| y |6} al caso g#0. Se examinan ademds otros pro -
blemas de contorno con t&rminos no lineales en la frontera.
Una versién detallada de este trabajo aparecerd en [7].

2. UNA CONDICION NECESARIA. Sin restriccidn alguna se puede
suponer ¢=0 y £=0. Sin embargoc para "detecktar" la manera en
que £ contribuye a la formacién del conjunto de coinciden -
cia I={xe T:u(x) = ¢{x)} ,consideraremos f# 0. Por conve -

niencia supondremos
(3 fer?(m , p>N.

De esta manerxa

{4} ¥ = [ f(x)—E—G(x,E)dx L el

Q 3v

&

donde G(x,£) es la funcién de Green para el problema de DL =
richlet , estd bien definida y es continua en I .Ademds,por
los resultados de Brezis |1]| , ued?(Q) y por tanto (P) pue-
de ser egquivalentemente formulado en su "forma complementa-
ria® :
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(p*) : Hallar uelk % tal que
‘ - au = £ en
(3 u su
u-z'ﬂ, o 2 ~9 (--é-ﬁ—q)u=0 en T.

Mediante una fdcil adaptacién del Teorezma 1l de |[2|es
posible obtener la siguiente condicidn necesaria para que
I = {xel :u{x}=0} sea de medida positiva,

TEOREMA 1 . Supongamos gue [I| # 0.Entonces

(6) g(g)-2lg) > 0 a.e.g @ I.

tdea de la demostracidn: ¥ veK la funcién w=v-u satisface

- J uAwdx + [ u %%do < J fwdx - J gwdg .
Q r Q r

En particular, tomando w=w,, W,dada por

w (x) = J e(x)pg(x)do , Xe Q.
T

siendop, =- %G(x,g) y @ @ C2(r) tal que 030 en I y ©=0 en
r-I, cbéenemés gque AW.=0, w,> 0>u en Iy w,=0 en [-I.Luego,

0 3 [ fvax - [ gwido = [oe [Fo - ata] e
Q r I

y coma @ ¢s arbitraria se obtiene la conclusidn.é

NOTA 1. La condicién necesaria (6) no es , en general sufi -
ente, para poder asegurar gue I & I si es que la desigual -
dad (6) tiene lugar en una partd [, de T .
' 51 0 ={{x,yleR? : y>0} , Pa funcién dada por

3

(N u(x,y) = Re 2 /2 , z=x+1y ,
3

{e.d. ulx,y)=q /zcos 33/2, ,si x=pcos8 ,y=pgseng ) satisface
{P) con f=0,g=0. Sin embargg u=0 en x<0,y=0 pero u>0 en x> 0,
y=0. Esto muestra gue si g-f =0 se puede producir una ambi =
guedad sobre la anulacién o no de u sobre I’.ﬁ

3i QNA CONDICION SUFICIENTE. Mostraremos que (6) es "casi su-
ficiente". Necesitaremos la siguiente hipdtesis técnica:

(8) 2 es convexo
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Grac;as a {8) se puede asegurar qgue [ es una hipersu-
perficie de RrY de curvatura media Hiﬂ (1)

TEOREMA 2. Supongamos (2),(3),{(8) asi como £,qg
o3 7 -
pertenecientss a L ()N H " *(q) sacisia -
ciendo

x

(9) 3 >0, x,e0, 0<R <&: glE)-
Entonces ul{£)=0 a.e. felNB(x.,R,) s iendo

2NM /2
(lo) R1 = Ro- [—-C_]

(g)>c a.e, zarN3(x,,2,).

con C=(N-1)eH si H»>0, C= 2&/R, si H=0
M= ”u” LE(Q) (2)

I~

Idea de la demostracidn:
Etapa L. Sin pérdjda de generalldad basta consigerar (P*)
para £*=0 y g*=g-f. En efecto, sSi U,e wi'PioynoLT(o) satis-

face =-du,=f en Q y u,=0 en I, la funCLGn u*=y-u, es solu -
cifn de (P) CGIrEEUDndlente a los dagos £*=0 y g*=g+3u,/3n.
Finalmente no es diffcil probar que £{§)= -3u,/3n para to-
da § @ T .

Etapa 2. Sin pérdida de generalidad se puede suponer g¢*=
2epa

gm% ¢ sobre [ B{x,,R,). Basta observar que si u_ es la
solucidn de (P} corrsspondiente a f=0 y g=g* sobre U-Blx,,
%,) vy g=¢ sobre [NB{x,,R,) entaonces por los resultados
de comparacidn para Inecuacicnes Variacuonales (vease,p.&.

Brezis |1]| ), se tiene gue u*fu_ a.e. sobre 7. En particu-
lar, Osu*(£)su_ (&) a.e. & el y por tante si uE=0 eni' N B{x,,
R,} se tiene 18 mismo para u¥*,

Etapa 3 . Sea D=QNB(x,,R,) y 3D=3,DY3:D con 3,D=3D-7 ¥y
5:D=sDN[. Entonces parz todo C e (0,(M-1)He) si H*>Q o bien

c e (0, 2%y si m=0 , existe UeH?(D), U20 tal que -AU=C en D,

R,
U=0 y %E -¢ en 3;D. Para construir una tal funcidn,consi-

l"l

deremos un semientorno tubular V. de la hipersuperficie
I Y B(x,,R,), definido por la representacidn usual

x = x(£,t) = &+ tn(E) ¥ e [ NB(x,,R,)

{’ Vease_ definicidn v ripledades en R.Sperb (3| ,Cap.d
2) Bajo las h;pdte51= e

y que [[uf|, £ k1] 5 + gl )

Teor.? es bien- conocide qué ueL”(n)

siendo n{f) el vector normal
unitario extericr a ' en § ¥
te{(~-6,0) con &§>0 tal que V
D, como indica la fig. l.Dé-
finiendo ¥ xev, : U(x)=
U(nt)=4(t) y recordanda la
expresitn del operador A so=-
bre una variedad (vease|8] ,
pag.62) basta encontrar ¢(t)
solucifn del problema. de

Cauchy :
- e {t}-(N~1)He " (t) =C,
te(-§,0)
¢(0)=0
$'(0)=-¢

Un fdcil cdlculo muestra que

1 [ o - {N-1}HE ,
(e= ) (e -1} - Ct] si H>0
(N-1)E (N-1)H '
a(t)= T ’
-t{ Ct/2 +g } ) ,81 H=0

Etapa 4. Dado Ce(0, (¥-1)He) si Hs0 8 Ce(0,5=) si H=0, defini-
mos la funcidn aux111ar IE— '

[ U{x) + ( x—xQ[—R ) $i |x=x4|”R Sxafl
U(x)= { o | l ! 7R

U (x) si |x-x,|gR1 ,xeq

donde’ R; es un n(mero real (0<R1<R,) a determinar.
Se tiene T e C'(D) v ademds

=40 = C =0 en |x-%x,]> Ry , x80

-AU= ) _au s 0 en |x-x,]< Ry , xeQ .
En 3.9, |x-x,

=R, ¥y como U(x)>0 se tiens que U(x)2
(R -R1)2>I|uﬂ| = >u*

.81 R, es elegido de forma ade -

ZN 31D
cuada, es decir

i r u* L7
(1 Ry < R, 2w W7 1L]Y

C
En azD se tiene que

_ - m(lg "X | =R )ccs(n(g),gwx ) si|g-x,{>R, ,fel
- S=t

) € .Si|E-x=|§,Rx 2333

Asi como u(;)>0 ¥ £83,0. Por (B) resulta que

la-x,|c05(n(;7 E=%,) >0 vy per tants - au{&)/3an < g¥=¢ en 3D,
En consecuencxa, por los tecremas de ccmmarac1dn, se

tiene que u*(x)<u(x) a.e., xeD y por tantao u*(E)(u(E) a.e.fe

3:D, lo que con”la definicidn de u y U arrcija 0<u*(£)<U(f)~

a.e. fel , |E-x,|<R; . Finalmente haciendo C+(N=l)Hc SLi H>O0

3N



32
RQ

lg~x, {<R, (R, dado en (10)) y come u*=u en [ se concluye el
resultado.#

NOTA 2. Como consecuencia del Teo.l,se puede estimar también
el conjunto r-I. Asf, si g(g)-%(5)< la.e. £e r'*,entonces
existe una regidn T c:r(rN-g r*) tal que u(g)>0 para fe T,..
Qtras estimaciones del2|  sobre '-I se pueden ficiimente  a-
daptar al caso g3 0.§

4. GENERALIZACIONES Y EXTENSIONES. El proceso anterior pue-
de ser extendido al casa de :

6 C# si H=0 se obtiene que u*(f)=0 a.e. £eT .,

a) ecuaciones elfpticas lineales donde en lugar de 4Au se tie-

ne un operador gené&rico

N 3 3u
Ly = = — (a,. ()&= ) + c(x)u
'§j°xi ij axj

b) ecuacicnes lineales parabdlicas con condiciones de contor-

no similares a las de (P).

Por el contrario las extensiones son bastante més
complejas cuando se refieren a otros problemas no lineales
de naturaleza cercana a (P).Asi,por ejemplo,cbservamas gue
{p*) puede ser formulado también mediante

—-pu = £ en Q
(12)
1!
- e g{u) + g en T

siendo 3 el grafo maximal mondtono de R*dado por 8{r)=0 si
r>0, g{0l=(-=,0] y g(r)= @ (conjunto vacifo) si r<0.Introdu-
¢iendo la homogeneizacidn de la Etapa 1 de la demostracidn
del Teor. 2,(12) se puede formular mediante

-pau* = 0 en 9
{13) *
- %% a8 glur) + g* en T

!
con g*=g-?. Finalmente introduciendo el operador (:H /2(T)+

Hl/i(r) dado por Ew= %E ,5lendo veH!({Q) la ;olucidn da Av=
0 en q,v=w en r,(13} edlivale a :Hallar weH! (r) tal que

(14) Aw + glw) 23 -g*.

Obsérvese que €l es un operador pseudodiferencial so-
bre r ,lineal mondtono y coercivo {ver |1|) . Surge entonces
la cuestién de si la propiedad de generacidn de I es también
caracterfstica de otros grafos maximales mondtonos no lips-
chitzianos en r=0. A diferencia de lo que ocurre en muchas
otras situaciones (vease,p.e. Dfaz|5|)la respuesta es, en
general, negativa como lo muestra el siguiente

CONTRAEJEMPLO: Dados R0 y 1<y<3/2., Seaft ={lx,yleR :¥>0 ,
Xy IR, x/2vyarctg y/x< v}, Consideremos la funcifn
u(x,y)=Re z¥ con z=x+iy, e.d. ui{x,y)=p'cos? si x=wos?d ,y=
(seng . Se tiene que ueg H*{p) y au=0 a.e. en 9. Por otra
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parte,si escribimos:[=T UT.UT,
u<o seqgln indica la £ig.2, en [ se
tiene gue:
du _3u _ Gu 13u, g
v iy ?Esena + 5 gpeoes

Yl
Y=i

=Yp ‘sen(Y—l)E=YpT"l|senYW

y dado gue en F;:u(x,0)=DYcosY"

= -o! leest7| ,se tiene que enl

N : T Ju + B(u) ® ~g*,sienda

glr)= K{riY-l/Ysiqn(r} con

FIG.2 senyT|

xz——*——vl — rTeR, yg"
) lcosvwf'l/Y

definido per g*=0 en r, y -g*z@u +z(u) enr,Ur, -En con-
clusifn,g no es lipschitziano en el origen (pues 0< y=l/y<l},
g*=0 en [,y sin embarga (¥ R»0) uf, <0.De esta forma se COTIQ
bora la Obs. 3.1 dej6| en la que vy lge afirmaba que el cardc-
rer acctado del domonio del grafo g de Signorini es la prin -
cipal causa de la formacidn del conjunto de colincidencia T.

NOTA 3. En un préximo trabajo serd considerado el problema
parab6lico {sobre una variedad sin borde T} asociada a (14),
as{ como una generalizaci®n no lineal del operador Ci-#
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