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1. INTRODUCCION,

E1 propdsito de este trabajo es presentar algunos recientes resul
tados relativos a diferentes propiedades cualitativas satisfechas por las solu
ciones de ciertas ecuaciones cuasilineales elipticas, parabBlicas e hiperbdli-
cas. Tal y como se expondrd mds tarde, las ecuaciones en consideracidn apare-
cen con gran frecuencia en una amplia variedad de problemas de la Fisica, Mate
mitica, Qufmica, Biologia y otras ciencias. En la modelizacidn de muchos dees
tos preblemas aparecen términos no Tineales de difusidn, de conveccidn o de ab
sgrcidn. VYeremos como la presencia de alguno de estos términos no lineales o
de varios de ellos.simultaneamente pero satisfaciendo un cierto balance, condu
ce a la formacifn de interfases o fronteras libres, ésto es superficies en Rr"
delimitando regiones en las que el comportamiento de la selucidn es cualitati-
vamente diferente. Una primera delimitacidn del contenida de este trabajo es la
consiagracidn de problemas en EDP  en los que la frontera libre aparece como

una propiedad a posteriori de la solucidn, en contraste con otras problemas

{usualmente denominades Problemas de Frontera Libre) en los que tales superfi-
cies, aunque también desconocidas a priori, forman parte de la propia formula-

cidh del problema {{45]).

En nuestro andlisis haremos un especial hincapié en el estudio del



balance entre los términos de difusidn, conveccidn y absorcidn. Esta es la ra
zon por 1a que prescindiremos de formulaciones en las que siende de una gran
generalidad resulta dificil una interpretacién de los términos no lineales in-
volucrados. Mas concretamente, dado [ abierto (nornecesariaﬁente acotado)

N

de ®° con N3 1, -nos iimitaremos a la consideracidn de problemas de contor

no elipticos o parabélicos asociados respectivamente a una de las ecuaciones

(1) . ~div{3{x, ) + Blx,u)) + ¢(x,u) =0 en Q
a bien
{2) u, - div(3(t.x,u,vu) + B{t,x,u)) + c{t,x,u) =0 en (0,=) x .

t

Asi mismo comentaremos brevemente el problema de Cauchy asociado a la ecuacién

cuasilineal hiperbdlica de primer orden.
(3) ug - div Blt.,x,u) + c{t,x.u}) =0 en (0,%) x R .

De hecho, por razones de extensidn sdlo trataremos aqui algunas formulaciones
concretas de (1), (2) y (3) de unamayor relevancia. Por tanto no detallaremos
por el momento las hipdtesis estructurales impuestas a las funciones Ta, t

y c¢. Hos limitaremos, eso s, a hacer hincapié en que salve gque se indique
1o contrario las ecuaciones tienen un cardcter escalar, es decir, la incdgnita
u toma valores en R. El estudio de sistemas de ecuaciones no lineales, es
sin duda, materia aln no muy explorada en lo relativo a propiedades cualitati-

vas de las soluciones.

En la mayoria de las ocasiones la incdgnita u representa una
magnitud fisica que carece de sentido cuando toma valores negativos. Aunque

és pasible un tratamiento matemdtico cbviando el signo de u, aqui nos restrip



giremas a suponer u > 0. Qe esta manera el dominio de definicién de u (es
to es @ si el problema es eliptico o {0,=) x O si es parabdlico o hiperbé-
1ico) se puede expresar como la unién de los dos conjuntos siguientes asocia-

dos a Ta solucidn u:

Plu) = {x € & (resp. {t,x) & [0,4) = Q) tales que
u > 0 en dichos puntos}
Y
H(u) = {x € & (resp. (t,x) e [0.,4=) x Q) tales que

u =0 en dichos puntos}.

Un hecho bien conocido es que cuando (1) y (2) son lineales,
las correspondientes soluciones son estrictamente positivas e.d. P{u) =0
¥y N(u) = B. Tal hecho puede ser ficilmente probade de muy diversas maneras:
representacian integral de las saluciones, principio fuerte del miximo, regu-
laridad de las soluciones, etc. Sin embargo veremos que en el caso no lineal
con gran frecuencia el conjunte N(u) es no vacio y por tanto P{u) £ @,
generindose entonces una curva A en (& (respectivamente en {0,=) = 3) de

finida por
(4) A = 3P = frontera de P{u).

(En 1o sucesivo indicaremos por P y N a los conjuntos P(u) y HN{u) sal
v0 que no haya unicidad de sb]uciones para el problema considerado). La cur-
va A es pues una frontera libre y de hecho ya podemos precisar que nuestro

interés se fijard Gnica y exclusivamente en las fronteras libres asi generadas

{otras fronteras libres pueden ser también generadas por las scluciones de



ciertas ec. cuasilineales {34], |19]}.

Como es natural, el estudic de propiedades cualitativas tales
como la formacidn de la frontera libre A, aungue puede ser realizado "z
priori", suele ser precedido por la teoria general de la existencia y unici-
dad de soluciones. Dado el contexto del Congreso en el que se enmarca este
trabajo, y con el fin de hacer‘un mayor énfasis en el estﬁdio de A, vamos
a intentar prescindir de esta teoria general cuya sola presentacidn exigiria
media docena de paginas mis, asi como la introduccidn de adecuados espa-
cios funciona]es.-En cualquier caso indiquemos que cuande nos refiramos a las
soluciones de las ecuaciones en estudio se tratard de funciones {al menos 1o
calmente integrables) y que verifican la ecuacidn en derivadas parciales en
alglin sentide débil que es satisfecho si las solucicnes son soluciones clési
cas (Bsto es, soluciones derivables, en sentido clisico, tantas veces como
haga referencia la ecuacidon). También, aunque sdlc por comodidad, supondre-
mos la un{cidad de soluciones débiles salvo en alguncs contados casos que se
mencionardn mds tarde. Una importante observacidn a hacer es que la regula-
ridad de Tas soluciones depende en una gran manera de la existencia o no gxis
tencia de Ta frontera libre A. De hecho a Jo largo de esta curva A pueden
aparecer singularidades en la solucidn que impiden que la solucidn lo sea en
sentido cldsico. (Detalles y referencias sobre la teoria, la existencia y

unicidad pueden encontrarse, por ejemplo en {34]).

Antes de entrar en materia, nada mejor que ofrecer algunas ecua
ciones concretas que aparecen en diversos problemas aplicados. En lugar de
hacer un listado de tales problemas me referiré a centinuacidn a sdlo algunaos
de ellos que por formar parte de toda una tearia admiten referencias “asequi-

bles". s



Modelo 1. Filtracidn de fluidos a través de medios porosos. Una referencia

casi obligada a la hora de establecer 1a formulacién matemdtica de este tipo
de problemas es Bear |10|. Aqui u representa la concentracidn del fluido
sobre un medio porose que en la mayoria de las ocasiones se supone que ocupa
todo el espacio i.e, 0 = RN (N=1,2 0 3). En régimen de evalucidn tal fun-

cidn satisface (cuando se desprecia la accion de la gravedad) 1a ecuacién
{(5) - ug - Ap{u) = 0

donde ¢ es una funcidn real no-decreciente (por ejemplo ¢{u) = u™, m » 1)
determinada empiricamente. De hecho (5) es sin duda el caso particular mis

importante de las ecuaciones respondiendo a la formulacidn (2). En importan
tes problemas de Hidrolegia la accifn de la gravedad no es despreciada y apa

recen términos de conveccién.

(6) u, - Apfu) + ai blu) = 0

dande z representa una de las variables espaciales y de nuevo b es una
funcidn real (p.e. b(u) = =" A > 0) determinada empiricamente. En algu
nas otras ocasiones hay comportamientos fuertementeno lineales (Ley de Darcy

no lineal) y en vez de (5) se obtiene como ecuacidn
(7) up - div(]ve(w) [P ey =0 , oo,

{obsérvese que si p = 2 entonces (5) y (7) coinciden). Otra ecuacidn de
gran relevancia aparece en el estudio de flufdos parcialmente saturados, en
cuyo caso se obtiene (7) pero para la funcidn multivoca @{r) = r +1 si

r =0, ¢(0) = [1,+}. Si la filtracidn se refiere a dos fluidos immiscibles
tales como, por ejempio, agua y petroleo la ecuacifn obtenida es {6) pero con

la dificultad suplementaria de que ¢'(1) = 0. Finalmente sefialemos que e}



estudio de filtraciones en régimen estacionario ha sido también extensamente
estudiado. A este respecto son de resaltar los recientes resultados de |25]
cerrando una cuestidn sin respuesta desde largo tiempo referente a la unici-
dad de soluciones para el modelo de filtracidn de agua en digques porosos. An
tes de pasar a otro modelo sefialemos que l1a curva Ay los conjuntos N{u)
y P(u) admiten uma directa interpret;cién fisica: P(u) no es mds que la

regién ocupada por el fluide.

Modelo 2. Reacciones quimicas en Catdlisis. Sin duda alguna el libro de Aris

|3] es por el momento la referencia mis completa sobre la formulacifn matemi-
tica de estos problemas, conteniendo a la vez una gran informacifn sobre el
tratamiento matemético realizado hasta su publicacitn en 1975. En el caso de
reacciones simples {un solc reactante} e irreversibles, sobre un dominio

que se supone en general acotadc de RN y cuando la reaccifn se produce a

temperatura constante, se cbtiene la ecuacidn
(8) au o+t =0 en o,

donde u es de nuevo la concentracidn, XA es un parametro real positivo y
g > 0 es denominado el orden de la reaccion. En esta formulacidn una de 1ag

condiciones de contorno mas frecuente es
(9} u=1 en 30

Algunas variantes de la ecuacidn (8) de especial relevancia son las siguien-
tes: i) Cinética de Langmuir-Hinshelwood, en cuyo caso g toma valores ne
gativoes -1 < q < 0, {|3] pig. 168), ii) Difusiones dependientes de la con-
centracidn o de su gradiente:

(10} —aplu) +aud =0 (p' > 0)



(11) - div{]vulP o) +al =0 (ps 1)

{véase Aris |3|, pdgs. 69 y 207 respectivamente), 111) procesos con energia

T es sustituido por una funcidn

de activacion grande en los que el término u
c{u) creciente para valores pequefios de u y decreciente para el resto de
valores de u > 0. En este Gltimo caso pueden existir mis de una solucidn.
(Un tratamiento sistemitico incluyendo el estudio de 1a frontera 1ibre ha si-

do realizado recientemente en 146|). También es de resaltar que si la reac-

cién no es isotérmica se obtiene el sistema acoplado
v-1

Y
-au + aule v =0

donde v(x) es la temperatura Y v, Y son pardmetros positivos. {(Para un
tratamiento matemdtico véase {35]). Sefialemos por Gltimo gue de nuevo P(u}
no es mds que la zona ocupada por el reactante y que el conjunto N{u) es
denominado dead core por aparescer en el interior cuands las condiciones de
contorna son de tipe (9}. Las ecuaciones parabflicas asociadés 2 todas las
aqui mencionadas son también tratadas en 131 al formular los correspondien-

tes procesos de evolucion.

Modelo 3. Dipdmica de gases. (Courant-Friedrichs [27]). Una ecuacién simpli

ficada, apareciende en tal teoria es la ecuacidn hiperbdlica de primer orden
dada por {(3). (Versiones particulares de tal ecuacién también aparece en pro

blemas de trdfico, control determinista, etc.)

volviendo al planteamiento genérico y para terminar esta larga

introduccidn sefialemos que los resultados que vamos a presentar aqui son de



dos tipos:

1.- Criterios de existencia y de no existencia de 1a frontera
libre.

2.~ Andlisis cualitativo de la frontera libre supuesta existen
te.

Una importante diferencia entre ellos radica en la formulacidn
de los problemas considerados en cada casa. Asi por ejemplo, para el primer
tipo interesan formulaciones muy gendricas de los problemas con el fin de in
tentar caracterizar una amplia clase de ecuaciones para los que tal frontera
libre existe. Un biproducto de tales resultados suele ser la estimacidn de
1a localizacidn de A. Por el contrario, a la hora de establecer otras pro-
piedades cualitativas de dicha frontera, tales como su regularidad, propieda
des geométirico-topoldgicas, estabilidad, etc., se hace poco menos qﬁe necesa
rio el simplificar la formulacién del problema suponiendo por ejemplo que

Q= RN 0 biemn que u = cte en el contorno 3%, o bien N = 1, etc.

En 1o gue resta de este trabajo comentaremocs algunos resultadas
en este campo, haciendo un especial énfasisen la distinta fenomenologia ori-

ginada por la presencia de no linealidades en la ecuacién.

2. CRITERIOS DE EXISTENCIA DE LA FRONTERA LIBRE.

Las causas que conducen a la formacidn de la frontera libre

son de muy diversa indole. A continuacifn presentaremos é]guna de ellas:

a) Conveccidn en régimen de evolucidn. Una propiedad tipica de

tas ecuaciones hiperb6licas es la de tener una velocidad de propagacidn finita.




Tal propiedad se traduce en que si por ejemplo & = RN y los datos inicia-
les son con soporte compacto (@sto es: nulos fuera de un compacto de RN)

entonces para cada t > 0 el soporte de u(t,-) es también compacto.
. . i )

Ay
N\, w(t,x)>o AZ

3

Fig. 1

En la figura anterior se ha supuesto © =R y la frontera libre A viene da
da por A =4, U Az, la citada propiedad también aparece para la ecuacidn

cuasitineal
(12} uy + div Blu) = 0

cuando b es subuesta Lipschitziana, De hecho en este caso, se tiene una
propiedad aln mas fuerte asegurando la acotacidn del cono de dependencia (véa
se por ejemplo |63] & {40]). Recientes resultados sobre la propiedad de pro-
pagacidn a veleocidad finita {entendida en el sentido antes precisade) sin ha-
cer referencia a la Lipschitcianidad de b pueden encontrarse en {40|. Sefa
lemos también que en muchos casos la faita de Lipschiteianidad conduce a 1a
existencia unidireccional de frentes (J40|). Asi por ejemplo, como una ficil

consecuencia de |39] se tiene que si u satisface la ecuacidn

+ (WM. =0 en (0, xR

(13) u «

t

con 0<x<l, ysi u(0,x)=0 si x ¢ [a,b] entonces u tiene un com-

portamiento como el que indica Ta figura siguiente
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w{t,=}>o0

o b x

Fig. 2

b) Difusidén "lenta" en régimen de evolucidn. La propiedad de
propagéci&n finita a la que nos hemos referido antes también es tipica de
acyaciones de difusidn no lineales tales como (6) 6 (7). Asi si ¢ e C! 1a

ecuacifn {6) se puede escribir como
uy - p'(ujau - ¢"(u) |vulz =0

y asi si ¢'(0) = 0 1a ecuacidn no es uniformemente parab8lica pasando a sep

de tipo hiperbdlico en la regidn N{u) = {u = 0}. Debido a &sto, si

$*(0) = 0 se dice que (6) es una ec. cuasilineal degenerada. Algo parecido

sucede con {7) incluso cuando ¢{s) = s. En efecto, la ecuacidn cuasilineal
(14) uy - div(jvulPw) = 0

es también dedenerada si p > 2 en aquellos puntos de (0,=) % Q en los que
Yu = 0. De hecho, en general, el cardcter de ecuacion dégenerada no basta pa
ra que aparezca la propiedad de propagacidn a velocidad finita. Asi para la
ecuacidn (6) es mostrado en |66] y |31] (para N=1 y N>1 respectivamen

tg)que si upa cierta integral impropia es finita o mds concretamente; supues-



to $(0) =0, si

. 1 '
(15) jo 418) 4 ¢ e

entonces se tiene tal propfedad. >Esfe es el case de” @(s) ¥rém cuan&o eé‘

m > 1. Por otra parte es mostrado en |67 que si {15) no se satisface-

{y @ =7R) entonces la so1ucién'correspond1ente es instantdneamente estric-
tamente positiva, Plu) = (0,=) x R y por tanto A es el conjunto vacio.
Este es el caso de la ecuacidn lineal del calor. Asi mismo no es dificil
construir algunas ¢ para las que (15} no se satisface ain sienda ¢'(0) = 0.
Con respecto a la ecuacidn (14) basta la condicidn p > 2 para la propagacidn
a velocidad finita (|37]). En el sofisticado caso de 1a ecuacién (7) 1a con-

dicion suficiente de existencia de A es ahora un balance entre ¢ yp: la

hipbtesis (15) pasa a ser (|55})
1 .
(16) f lﬁsg-l ds < +=
Obsérvese también que siguiendo una interpretacidn ya introduci

da en |76| ambas ecuaciones o mis en general (7} puede ser escrita formalmen-

te en términos de una ecuacidn cuasilineal de primer orden
. -
up + div{v - u) =0

sienda

Tt = el )

- - -+ .- -+ . .-
y asi si v es una funcion, v representa la velocidad de propagacitn en
el nivel u = 0. De esta manera queda una vez mds en evidencia que 1a forma-
cibn de 4 estd-también intrinsecamente ligada a cuestiones de regularidad de

Ta soluciGn (vednse a este respecto Vdzquez-Herrero |52| y sus comunicaciones

11
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en este congreso, asi como |56 para un enfoque distinto). Sefialemos por dl-
timo que la terminologia difusidn lenta fue introducida en 1a literatura para
designar el caso en el que se tiene velocidad de propagaciﬁp finita y que Si.”,
el -dominic 2 no es toda el espacio la prbpiedad de propagacidn a velocidad
finita debe entenderse en el sentido de que existe un tiempe critico T* (dg
pendiendc de Ta medida de N(us) y el miximo de u en la frontera parabﬁ}i;
ca i.e..en ({0} xQ} u (0,=) x 30) de tal manera que ¥t, 0 <t <T* el
conjuato {x e @: u(t,x) = 0} es de medida positiva ({34} |16]}). En la figu
ra que sigue se representa el caso de @ = {a,b) 'y u =K cte en {0, x BQ;
De nuevo A = Ap U Aa.

tn

T

ek

¥

I

j

a wfox)=0
Fig. 3

¢) Difusidn “ripida" en régimen de evolucidn. El tipo de difu-

sidn referido en b) contrasta con el correspondiente al caso en que

¢'(0} = +=. Mis concretamente, supuesto @ acatado de RN si se tiena que

1
ds
(17) JO S <
entonces la solucidn del problema de Dirichlet homogéneo asociado a (6) se ex-

tingue en _tiempo finito {i.e. Ty > += tal que u(t,-) =0 ¥t > To). Este

es el caso de o(s) = s™, O<m<1 (120]). De hecho puede ser también mos-
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trado que tal T, es caracterizado por el hecho de que P{u) = (0,T¢) x @
y Nu) = [Tu,+m) x 0 por lo que A = {Tg} % Q. La condicidn (17) resulta
ser también necesaria para que tal comportamiento aparezca {|30],]69|). En el

caso de 1a ecuacidn (14) esta propiedad aparece cuando 1 < p < 2 {|7| y |51]}.

Sin entrar ain en los métodos de como las situaciones b) y «¢)

son abordadas sefialemos que en ambos casos la ecuacion ordinaria

(18) | B4 o) = 0

(donde ¢ = @‘1 o bien ¢ = §) juega un papel importante. De hecho (18)
puede ser considerada coemo un fendmeno trivial de absorcidn en régimen de evo
lucidn. Si se tiene unicidad de soluciones cldsicas de (18) y si ¢(0) = 0O,
es obvio que w no puede anularse nunca salvo que sea w = 0. Sin embargo,
es fdcil ver gue (15) o {16) (segln sea c=¢,c=¢'l) implican gue la solucidnco-
rrespondiente se extingue después de un T, finito. Obviamente en dicho
caso A = {To}. Sefalemos también que si ¢ es no decreciente se tiene en
cualquier caso la unicidad de soluciones en sentido de Ta teoria de semigru-

pos de operadores.

Con gran frecuencia en la formulacidn de los problemas aparecen
simultdneamente términos de difusidn, conveccidn o absorcién. La coexisten-
cia dé los tres tipos de términos no conduce a ningdn fendmeno cualitativo nue
vo con respecto al efecto combinado de dos de ellos {541, I57], |43|}. De
ahi que tratemos a continuacién dnicamente las situaciones en las que séio cog

xisten dos términos distintos:

d} -Balance entre difusifn y absorcidon. Una primera observacidn

es que en muchos casos podemos suponer sin pérdida de generalidad que l1a difu-
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sion es lineal. En efecto si u es solucidn de 1a ecuacidn
{19) ' ~ap{u) + c{u) = F(x)

y si ¢ es estrictamente creciente, el cambio w = ¢(u) reduce el estudio

der{IB) al de la ecuacidn
—tw + ci{w) = F(x) L

. - wl . . . P = s
siendo € = ¢ « ¢ . Sin embargo si la difusion envuelve no linealidades so- ™
bre el gradiente, o si la ecuacidn es parabdlica se hace necesario considerar
términos de difusién no lineates. Con respecto al problema estacionario una

formulacidn general es
-div(|vu|P?0u) + ac{u) = f(x) en @
u=g “en R

"Existen diversos criterios, guizds no unificados hasta el momento, que aéegu—
ran gue la frontera libre & {y por tanto el dead core ‘N(u)) existen en una
subregifn de N(f) (parte de A en la que f = 0) si es que al menos se tie-
ne un cierto balance expresandosimultdneamente diversas condiciones: ¢ ha de
tener una primitiva cuya raiz (p-1) debe ser integrable en el origen, N(f)'
ha de tener medida suficientemente grande o bien el parametro X debe ser su-
ficientemente grande. De manera genérica puede decirse que el dead core se
forma {incluso para datos contantes en el contorno 3Q) cuando el término de
difusidon es pequeio con respecto al término de absorcidn, paré bajos valores.
de u, y N(f) es suficieﬁtemente grande como para que la difusidn sea capaz
de llevar "reactante" de 1a frontera 30 (si f =0 o de B3N(f) en general)

hacia la parte central de N(f) (e.d. de @ si f =0). En vez de enunciar
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agui tal coadicién suficiente, de una expresién muy compieja, nos vamos a li-
mitar a explicitarla para el caso concreto de f =0, g = k constante poti-
tiva y c(s) = |s|%'s, g > 0. E1 criterio de existencia de A consiste en

suponer a la vez las dos siguientes condiciones (|33|,3351,}8{).

i} 0<q<p-1

p-1-q
i1} d > (%} P siendo d el radio de 1a mayor bola interior

pP~! (gpth(p-1-q)

La condicion 1) es imprescindible para tener asegurada la existencia de la

frontera libre entre todos los p>1 y q3>0 (|73}, {11}, |37]). También
es de sefialar que 1a frontera 1ibre también puede existir para una gama mas

amplia de q: mds concretamente cuando -1 < g < p-1 y se verifica a la vez
1) ({21]). Con respecto a la condicin i)} sefialemos que es gbviamente sa
tisfecha si ¢ es no acotadn. En otro caso, si se fija ¢ acotado, la con-
dicidn 1) exige que K sea pequefio 0 bien A suficientemente grande. S8
To enel caso de N=1 se sabe que ii) es necesaria (supuesta §)). Cuan
do N > 1 se tienen otros criterios negativos pero no son exactamente la ne-
gacidn de 1ii). ([8]). En el casc en que la funcifn c no sea mondtona son
necesarios argumgntos suplementarios a los del casc creciente pero los resul-
tades siguen siends vAlidos para cada una de las posibles soluciones. (|1|;

451).

E1 caso de presencia simulténea de términos de difusidn y absor-
cibn en régimen de evalucidn es alin mis complejo, presentiandose nuevos fendme

nos.  Algunos de ellos referidos a la ecuacidn
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ue-div([7e () [PP0(u)) + clu) =0 p> 1, ¢t >0,
son los siguientes:

i*) Siladifusidn es lenta (e g.si se verifica (16)) basta que
c(s)-s >0 Vs & R para que se ‘tenga la propiedad de propaga-
¢ibn a velocidad finita. E1 caso de c(s) s < 0 es discutido

en |47].

ii*) .Si el prob]eha estacionario asociado tiene frontera 1i-
bre (por ejemplo si se verifican i), ii) y se supone ¢${s) = s,

u=K en {0,m) =30 y lue i, <K} entonces el dead core

N(u(t,+}) esde medidano nula para diferentes valores de t se

gin sea el término de absorcidn. Asi, por ejemplo, si

c{s) = A|s|q'ls con g>0 y ¢(s) = s (por simplicidad) se

tiene la siguiente disyuntiva: p-l-q

ii*.1) St l<qg<p-l vy si dg 3_(%) P {siendo do el ra
dio de la mayor bola inscrita en MN(u,} M dado coma en
i) y K una cota superior de Jul|_) se tiene que

¥t > 0 N(u(t,-)) es de medida acotada inferiormente

(Uniformemente en t) por un cierto nilmero positivo.

€ ' ‘
x;i Al
[ WU=0 :
{ ]
o TOERES T X

Fig. 4
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11*.?) Si 0<g<1l, g<p-1 entonces la absorcion es “"obje-
tivamente" tan grande que no sdlo se verifica ii*.1) si
‘no qﬁe incluso para datos iniciales u  estrictamente
positives el dead core H{u(t,-)} se forma para t su-
ficientemente grandes (i.e. .t > T, para algin T, fini

to lamado también tiempo de extincidn por similitud con

¢l caso de difusién rdpida, u =0 en (0,2} x 3q}.

T
¥ ¥
u_-%— i
|
|
el b g

Fig. 5

De hecha el comportamiento ii*.2) es layustaposicidn de dos hechas diferentes.
Extincidn en tiempe finito {debido a la condicién 0 < g < 1} ¥ localizacidn
o uniforme acotacidn asintdtica de a (debido a g < p-1). {53f {&0] |62],
[42], {17|, |18}, |74], {36}). Es interesante resaltar que si u =10 en el
barde {0,) x o0 entonces dado que 0 < g < 1 se tiene que u coincide
con su conjunto w-limite (f.e. w = {u = 0}) después de un tiempo finito.

Sin embargo aste no es el case si u # 0 en (0,») x 3Q, o mds en general si
el conjunto w-1imite contiene funciones no idénticamente nulas. En efecto, re
cienemente ha sido probado en |9], que el dead core no se puede estabilizar ni
siguiera localmente al menos si uy =1, K=1, p= 2. Es de sehalar gue una
gran parte de estos resultados se mantienen si ¢ depende tambign de t y X

con lo que pueden ser asi aplicados a sistemas {]|35], |36]).
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e) Balance entre difusidn y transporte. Por el-mismo tipo de

cambio de variable que en d) basta considerar (para el caso estacionaria)

la ecuacign de 1a forma

(20} -div(|vu|PPvu + Blu)) = F(x)

donde B = (b;,..., bN) con b, foncién real continua tal que bi(O) = 0.
Obviamente la ecuacidén {20) ahora no es invariante por el grupo de simetria

y as7 el comportamiente cualitative de la solucidn puede ser enteremante di
ferente en direcciones distintas segin sea by. Tal comportamiento direccig
nal fue primeramente puesto de manifiesto en [40] para el caso de la ecuacidn
(3). Para ilustrar este fendmeno supongamos por ejemplo N = 2, Q& (a1.ap)x
x {BLaB2)s Blu) = (y,u*,yo0*2) con O<Ary Azi yis vz 6 R.  Supongamos

por simplicidad u =0 en 32 y que P(f) =g - N(f) & {at.a¥) x {BF.p%).
Entonces la frontera libre existe si se verifican las dos siguientes propieda

des (|341).
i) 31 e (1,2} tal que Ay <p-l y v;70.

i1*%) distancia (P(f),30) 3,Y';_l (ﬁ§%§§%7~ wi-a/e-1) gy
1

M cota superior de [u | _.

Si por ejemple i =1 y v, >0, bajo i**) e 1ii**} se puede
incluso asegurar que N(u) 3 [3, oa] x[R1.B2] con & > of. Si las propieda-
des anteriores se tienen para i =1 e i =2, y si por ejemplo Yi > 0, se

tiene que N(u) > Q-(o1,d) = {B1,B) con a>af y B> B¥ .
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O<hi<pt Kivo, int2,
Tal y como sucedid en el caso d), el estudio de] problema de
evolucidn asociado es aiun mds complejo que el del casc estacionarie. Debido

a2 esto consideremos dnicamente la ecuacifn unidimensional,

+ (W), =0 en (0, xR.

(21) u, - (") «

XX

Cuende m > 1 y A>1 se tiene la propiedad de propagacidn a velocidad fi
nita {]54], |48], |49}). Si m > X > 1 uno de los frentes estd uniforme-
mente acotado en t ( |54}, [48]). Finalmente si 0 <X <1 <m existe una

dnica frontera 1ibre acotada uniformemente ({39])}.

tn t 1
| och¢lsm
N Azwmri | ISAEm,
|
{ w(t,)zo { tx)170 ultx)ro
N i ' B
W, K)7e ) * l “io,x)ro X ! ‘-Llomrn‘ £

Fig. 7
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f) Balance entre conveccidn y absorcidn. Un sistemdtico estu-

dio de este caso ha side realizado en [40|. Las ecuaciones modelo son ahora

las ecuaciones hiperbdlicas

{22) ~div B{u) + clu) = f(x) en RN
Y
(23) ut'-d%v 3(u)7% clu) = f(t,x) eﬁ (d,w) % ﬁN.

En ambos casos se producen efectos direccionales segin el comporéamiento de
cada b;. Una consecuencia global de 40| es que cualitativamente el balan-
ce entre conveccidn y absoreidn produce esencialmente los mismos efectos que
el balance entre difusidn y absorcidn. Propiedades cualitativas de la fron-

tera libre A son también obtenidas en {68| vy |26].

Para finalizar esta seccidn sefialemos que también en otras ecua
ciones no lineales aparecen a posteriori fronteras libres. Asi por ejemplo,
el problema de obstdcule (u >y, ¢ funcién dada) puede ser entendido como
un caso 1imite de ecuaciones de tipo d) en el que ahora ¢ es una funcidn
multivoca |22|, |23], |11], |41|, {45], 140|, |29|. También ef probiema de
filtracidn de agua en un digue poroso puede ser entendido como un caso 1imi-
te de ecuaciones de tipo (20) en el que b es también una funcidn multivoca
(125{}. Asi mismo, la frontera libre A aparece cuando se consideran las
ecuaciones (1) y (2) bajo condicicnes de contorno de tipo Neumann eventual-
mente no lineales {|[33]). Incluso para ecuaciones lineales se pueden generar
una frontera Tibre en ap {resp. (0,») = 3Q) en los problemas denaminados.
de tipo Signorini. En tal caso scbre la frontera se tiene que u > 0 pero

1a parte de ella (cuyo "borde" forma la frontera libre) en la que u =0 es



desconocida & priori. ( |44/, |38]).

La frontera 1ibre A también se genera para ecuaciones de orden

superior tales como

(24) , (-1) ™4™ ¢ [u]%'u = £(x) en RV

cuando 0 < g < 1 {14] (Véase también |6&|, |13]). Finalmente sefialemos que
a veces la sola presencia de términos integrodiferenciales en las ecuaciones,
sean lineales 0 no, conducen a la formacidn de la frontera libre A (]50],

[65], |34]).

3. PROPIEDADES CUALITATIVAS DE LA FRONTERA LIBRE.

Una de las mds importantes propiedades a conocer sobre la fron-
tera libre, ahora supuesta existente, radica en su localizacidn mediante ade
cuadas estimaciones en alguna parte del dominio en consideracién. En general
1os propios criterios de existencia de fronteras libres arrojan ya algunas
estimaciones iniciales que de hecho pueden ser afinadas al menos para formu-
laciones alge mis concretas. Esto sucede en el caso estacionario (|33], |45]|)
pero donde se tiene una larga literatura es en el caso de ecuaciones parabdli
cas unidimensionales ([6], {70{, [71], |72], |52], y las comunicaciones de es
tos autoreg‘ Cuestiones de una gran relevancia son el estudio de la monoto-
nia en el tiempe de los conjuntos P{u(t)), el comportamiento de A para
tiempos pequefios o arbitrariamente grandes, etc. Muchas de estas propiedades
son primeramente evidenciadas para soluciones particulares de las que se cong
ce su expresidn explicita y que a la vez permiten abservar qué estimaciones
no pueden ser mejoradas en general. De nuevo la regularidad de la solucidn y

de su frontera libre A son temas de comin tratamiento a estas propiedades

21
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cualitativas (|4}, 15}, 16|, |72})

Algunas otras propiedades cualitativas de A han sido ya pues-
tas de manifiesto en el amplio tratamientc de la seccifn anterior. Asi por
ejemplo en 1a Figura 1 se ha expresado vagamente que el conjunto P(u(t,-))}
es el intervalo (y por tanto convexo) dado por (A (t), A2(t}). Tal propie-
dad de convexidad se mantiene aiin en el caso de absercidn con c(s) = |s]9's
¥y 92>1 [|62] sin embargo se puede perder si 0<q<1 {|57], |34]). La
convexidad del dead core WN{u) ha sido recientemente probade en 546[ en el
caso de N = 2 (véase |34| para el caso de evolucidn) supuestc Q convexo
de RN ¥y u=cte en el borde. Por (ltimo sefialaremos que también existen
en la Titeratura propiedades de tipo isoperimétricas referentes a la medida
del dead core: entre todos los dominios Q de igual medida, la wedida del

dead core correspondiente es mixima si Q es una bola (|8}, {9]).

4. SOBRE LOS METODOS.

Se puede decir que hay dos métodos generales a la hora de obtener
criterios de existencia de la frontera libre A. Por el contrario, tal y como
ya se ha indicado, el establecimiento de propiedades cualitativas de A re-
quiere métodos "ad hoc*, adaptados a cada formulacién concreta de las ecuacio-

nes.

E1 método mis frecuentemente utilizado radica en la camparacidn
de soluciones. Por medio de generalizaciones del principio del méximo, tipico
de las ecuaciones lineales de segundo orden, se prueba gue dada u solucidn
de una ecuacién‘igualada a un término exterior f, si u y u verifican la
ecuacidn correspondiente a t&rminos exteriores f y f verificando f < f <

< F y si sobre el contarno (resp. contorno parab6lico si el problema es de
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evolucién) se conoce que u < u < i, entonces el principio de comparacidn
asegura que u < u < U, en-todo el dominio de definiciBn. Obviamente una
consecuencia inmediata de la comparacién de soluciones es la unicidad, o gue
da idea de la dificultad de su obtencién en algunos casos (asi por ejempla,
tal principio no ha sido adn demostrado en un marco general asociado a la
ecuacidn (20}). A la hora de obtener criterics de existencia de A la idea
s suponer las no linealidades invoiucradas en la ecuacidn de tal naturaleza

que sea posibleconstruir super y subsoluciones 4 y u anuldndose en alguna

region del- dominio, con 1o que se tiene asegurado que
Hiu) = {N(u) n R(D)]

y por tanto la existencia de A. Estas super y subsoluciones suelen ser cons
truidas como soluciones autosimilares de la ecuacidn, travelling waves, solu-
ciones separables etc. ([34}). Algunas caracteristicas tipicas de este méto-
do son las siguientes: en primer lugar y dado el cardcter constructivo de u

y U, no es posible considerar formulaciones generales tales como las dadas
por (1}, (2} y {3). Por otro lado es bien conocido que este principio de com
paracién no es satisfecho, en general, cuando las ecuaciones son de orden su-
pericr a dos. Por el contrario, si se tiene para ecuaciones de primer orden
tales como (3}, (22) y {33). Una explicacidn sencilla de este hecho radica

en que las soluciones de dichas ecuaciones son obtenidas por paso al limite de
scluciones de viscosidad, satisfaciendo ecuaciones del tipo (20), (21) y por
tants ya de segundo orden. Recientemente se ha introducido en |33| una ver-
sion local de este método lo que permite de upa parte considerar el caso de do
minios acotados asi como obtener como biproducte, estimaciones sobre la locali
2acidon de A més'finas que las gue arroja la version global. Por ditimo co-

mentaremos que otras versiones de este principio de comparacibn han sido intro
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ducidas en |70]| y |63] resultando de una gran utilidad en el estudio cualita-

tivo de A (véase la comunicacidn de J.L. Vazquez}.

Otro método diferente para probar la existencia de A es el ac-

tualmente denominado método de energia ({2}, [41]). Se trata de un método 1o

cal que consiste en estimar el valor de la energia sobre una bola Bp(Xn).

para x¢ Tijado. Es decir se estima primeramente ia funcidn

E(e): = f [va(u)|Px
Xo

g
y se muestra mis tarde que bajo hipStesis estructurales bastante generaies

(por ejemplo sin hipdtesis de monotonia sobre c¢) 1la funcién E es tal

que E(p) =0 ¥ & [0.pa) para algin po > 0. Tal método se aplica también
a problemas parab6licos de formulacién general como 1a de (2). Recientemente
F. Bernis a desarrollado en |14{ otro método de energiasimilar para probar la
existencia de A en el caso de ecuaciones de orden superior a dos tales coma

{24).

Sefialemos también que existen algunas otras demostraciones de cri
terior de existencia de A que sin ilegar a poser ser considerados como méto
dos tienen sin embargo una aplicabilidad bastante general. Entre otras, se
puede citar: la interpretacidon estocdstica de las ecuaciones {]12]) y la for
mulacién abstracta del Problema de Cauchy para aperadores multivocos en espd

cios de Banach (]32}).

5. UN PROBLEMA ABIERTO.

En esta extensa visi6n panordmica el lectorhabri podido echar de

menos la consideracidn de ecuaciones hiperbdlicas no lineales de segundo orden
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Tal omisién no es fortuita y obedece a muy diversas causas. En primer Tugar
1a existencia de A no es alli ningunz noticia nueva dada las propiedades ti
picas de las ecuaciones hiperb@licas, aunque algunas veces su demostracién
pueda ser lejana a ser considerada como trivial. (Véase por ejemplo la de-

mostracién en |28} para una amplia clase de ecuaciones conteniendo

+efu)=0,0" 20, ¢'>0).

Ugg - lj{ux)x = Z

Sin embargo una cuestion de aparente ficil formulacidn parece alin sin respues

ta general hasta al momento. Se trata del estudio del brob]ema hiperbdlico

Upp - Bu + sign(ut) =0 en  {0,=) xQ
u=20 en  {Q,») x 3n
u(0,x) = uy{x) en @

up(0,x) = u(x) en Q@

siendo © un abierto acotado de RN y sian(h) = -1 si h <0, sighlh) =1
si h>0 y sign{0) = [-1,i]. (En realidad la ecuacidn debe ser entendida
en sentido multivoco sustituyendo el simbalo = por el de 3 ). Tal ecuacidn

corresponde a ta vibracidn de una membrana en un medio con fuerte rozamienta.

Desde el punto de vista experimental parece natural gue tal mem-
brana se pare en tiempo finito. Es decir, To > 0 tal que u{t,x) = g(x)
¥t > T, siendo ¢ un punto critico de la ecuacidn, es decir verificando que
£=0 en 3@ y -ac{x) e [-1,1] para x € Q. De esta manera se originaria
una frontera libre A = 3{{t,x): ut(t,x) # 0} desconocida "a priori". Por el
momento sélo son conocides resultados parciales relativos al casode N =1 y
ug, 4 datos iniciales de peculiar configuracidn {|24|), echindose en falta

alglin método general gque permita incluso abordar otros problemas hiperbdlicos



similares. Incluso para el caso de ciertas ecuaciones ordinarias de segundo
orden medulando Ta ley de rozamiento de Cou?omb_se carece por el momento de
un tratamiento general del comportamiento asintftico de la solucidn., Tal te

ma es en la actualidad objeto de la atencidn de varios autores.
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