APLICACION DE LA TEORIA NO LINEAL DE SEMiGRUPOS A UN OPERADOR
PSEUDOD1FERENCIAL

J. lldefonso DTaz (Madrid) (%) Radil F. Jiménez (Chile) (%)

1. introduccidn y motivaciones fisicas.

Friedman-Shinbrot [4] y posteriormente Perriot [7] han es-

tudiado problemas de formulacion matemdtica del tipo "ondas de aqua'':
p p g

Au =0 en Q=0 x (0,T), T>0
(P.1) U, +ou, F B(u) = g sobre I =T x (0,T)
u(0,x) = ualx); w (0,x) = u1(x) xel, |

. N -
siendo & ¢ R un dominio de frontera [ regular, v el vector nor
mal exterior y 8 una funcién real continua y no decreciente. Obsérve

se que la ecuacidn en Q no contiene derivacidn respecto de t.

Formulacién equivalente de (P.1) sobre T: En una primera aproxima-

cién formal, definamos el operador pseudodiferencial (cf ]8{)

=1
A H]/Z(F) + H /Z(F), (W > Aw = g: )

siendo v la solucidén Gnicade Av=0 en ., v=w sobreT

Restringiendo A sobre L2(T) x L2(I) vy definiendo
]/Z(F): Au e L*(I)}, es claro

que (P.1) puede formularse equivalentemente en la siguiente manera:

Asu = Au y con dominio D{A;) = {u e H

2
jtp + Ayu + Bu) =g  en L), para t > 0,
{P.2)

u(0) = ug; u'(0) = ur, en L*(D),

Otros problemas donde aparece el operador A:

Problemas de contorno de tipo mixto:

Au =0 en

9]
} <> Au + B8(u) = g en H]/Z(P)
g: + B(u) =g sobreT




En particular el problema de Signorini corresponde a
de la forma: B(r) =0 si r >0, £(0) =10, ~= B(r) =g sir<0

(3.

En este contexto-el operador A fue ya introducido por

Egorov y Kondrakcher (1966-67) en el estudio del problema de la deriva
da oblicua (cf. [8], [9])

Problemas de evolucién de primer orden.

du
dt

Lor A B =0, (ef. [6],1.0D)

+ B(A(u)) =0 , Brezis [1]

Problemas de contorno y prolongacidn de operadores. Lions-Magenes [5].

Es claro que con el propdsito de atacar (P.1) 6 (P.2) o
cualesquiera de los otros problemas es necesario estudiar Az, Formal
mente A, es un operador lineal, positivo y autoadjunto, por 1o que
gracias a los resultados abstractos de Brezis [2], apareﬁe como la sub

diferencial de un cierto funcional convexo s.c.i. propio.

El fin del presente trabajo es demestrar rigurcsamente que
A, es maximal mondntonc (m.m) en L2(I') y de hecho la subdiferencial de
un cierta funcional convexo s.c.i. propio. Nuestros resultados serén
ain mds fuertes toda vez que serdn obtenidos para el operador A, aso-

ciado al problema cuasilineal:

-Au=20 e
p e
dfu_ L A L
-—aT:-i—'F ;}_U+B(U)Bg sobre ,
siendc A_ el pseudolaplaciano definido por
p NN LB
. -2 u 2 du
Apu = dlv(IVulp Vu) = .Z T ((_z |—§;j~42) _§§T“): p > 1.
i=1 i j=1 J J
Notese que ahora A, ya no es lineal si p# 2 (p=2=
=>Ap = A) vy asi la caracterizacién como subdiferencial es m3s delicada

que en el caso lineal.

La aplicacidn de estos resultados al estudio del comporta-



miento asintdtico y propiedades de propagacidn para los problemas de evo

lucién serd@ objeto de un trabajo posterior.

2. Resultados principales.

2.1. Formulacion del problema: Consideremos el operador no lineal

1,p -1,p! 1 1
AW’ ~wW 77 (), =+ = =1 > 1,
b (@) @), 5+ o » P

y sea B un grafo m.m. de R® con 0 e B(0).

i - 1 {
( Dados g e LP (0,73 W /PTPIEY), wo e LE(T), wolx) e D(B)
wi € LZ(P), hallar w(t,x) verificando:

A w=0 en Q
(@) i P
u%;%— + [Vwip—z Vw o v + B(w) » g sobre X

w(0,x) = wolx); w.(0,x) =wi(x), xeT

“

- + .
siendo V = cos(v,xi)U.

#

2.2. Definicidén justificada de los operadores A .y Az: Queremos definir

A(w]r) = lelp-z Vw.V sobre T

con w(t) e W]’p(ﬂ) (t = parédmetro) satisfaciendo pr =0 en f. Para

ello debemos empezar por la siguiente

P 4
Definicién: Dada g e w’fp 'P(T) (e.d. trazas de wl’p(ﬁ)), se define el
p-levantamiento candnico de g como la Unica solucién G de -ApG =0

en f; G =g sobre T.
Ahora pasamos a definir A segin la regularidad de g.

1° caso: S$i g es regular entonces G es regular (por ej.

G e C?(R)). Luego podemos definir (en todo punto de T)
Ag = |ve|P"% ve - v,

Motivemos la definicidén para el caso g mas débii. Por el

Teorema de la Divergencia,
Q= J -4.6 Hdx = f 196|P7% v6 « THdx - J (196|P72 & « V)HAT, WH & C2(R)
Q Q

es decir, [ (|v6|P™% ve - VK = J lvs]p"zve < VH.
T 0



. " B . ‘ Co .
2° Caso. Sea g € wi/p ’p(F). Definimos Ag e W 1/p ’pkr)=
1 - !
= (WPUP(I)) por <Ag,h>p = f 1v61P2 vg - YH, si hew /P P(T),
siendo H un levantamiento cualqgiera de h,  es decir, He w]’P(Q) y

Hlp = h.y
No es dificil verificar que la.definicidon es correcta, e.d.,

i) no depende del levantamiento H de h y i) la aplicacidn
- 1
h +—A-J iVG|p 2VG *» VH es lineal y continua en w1/p"p(T).

1 - 1 1
Lema (Lions |5|).. "El operador no lineal A: w‘lp P(r)y W 1/p'.p (T)
es hemicontinuo, maximal mondtono, acotado y semicoercivo en el sentido

que YA > 0, da >0 tal que:

<A9:9>1—- + AIQ\EZ(I‘*) z a “g “E]/p',p(r)

) . y1/rhp ; 2N
para toda g: g € W (T) si p> o
)
ge w]/P sp(r) N LZ(I«) si 1 < p < W%‘_Ni-’”

i
Nota: Recordamos que w]/p ’p(F) c L*(T) st y sélo si p 2_~ﬁ2%— y asi
por las desigualdades de Sobolev y Teoremas de trazas se tiene:
2N

Z TN

1 - 1 I
W]/p ’p(I')C LZ(F)C W 1/p',p (T,
con inyeccidn continua e imagen densa (cf. |5|, cap. 2.54).#

Para aplicar la Teoria de Semigrupos necesitaremos un opera-
dor de un espacio de Banach X en s mismo. Esta es ia razdén de introdu

cir el operador Ay restringiendo A sobre L*(I') = X y con dominio
¢
D(A2) = {g e W/PP(T) N LE(D): Ag e L2(D)}

Del Lema anterior y de los resultados de Brezis |1| resulta

que Az es m.m., sin embargo nuestros resultados afinan un poco més:

Teorema {Resultado Principal). A) A,y = ¥ (u), siendo VY : L3 %‘[p,+“ﬂ

el funcional convexo s.c.i. propio definido por:
I
(1 J |7U[Pdx, si ue L2(T) 0 w/PP(D)
Yu) =<4 P U@ ‘
+00 , en otro caso

con U el p-levantamiento candnico de u. Ademds A; es T-mondtono.



B) Dado B un grafo m.m. de R* con 0 & R(0), B = 3j,

entonces Au + B(u) es m.m., con
2
0(32+65L ) _ {u e L2(T): u(x) e D(B) c.t.p. x e T'}
Ademds Anu + B(u) = 3¥(u), siendo ¥ i L*(T) > J-=,4=]
el funcional convexo s.c.i. propio definido por:

%IlVUlpdx + J jlu)dl, si ue LZ(P)(\W]/pl’p(T) y
T

Y(u) = i Jux) e LY(D)

o0 , S1 no.

Idea de la demostracién. A) Primero se muestra que A, es m.m en L*(T)
y luego se prueba que A, C 3¥. Dado uo e D(A;) M D(¥}, ponemos

z = Ayug. Debemos probar que z € 3¥(zo), es decir, (z,u-ug) <
E_W(u)-W(uo) Yu € D(¥). Resulta

(Z,U"LIQ) = (AzUQ,U"UQ) =-%— JlVUle-ZVUQ V(U-Uo)dx
£

siendo U, Ug € w]’p(n) los p-levantamientos candénicos de u y ug res-
pectivamente. Luego bastard probar que
1

P Q

J 19U |P"29U,  (U-Uo)dx 5-;-J
Y
lo que resulta del hecho que la funcién F: R =R, £—|ElP, p>1 es

|7u|Pdx - »é- ngvu“pdx,

Fe C'{R), convexa y diferenciable Gateaux.
B) Se comprueba la hipdtesis de perturbacidn:
p((14M2) '2) < olz) vz e LA(T),

con ¢: L3(I) + T-=, +=] definido por ¢(u) = Jj(u(x))d? si jlu) e
€ LI(F) y 4= en otro caso. Luego se aplican rgsultados abstractos de
Brezis [2].,

Volvamos al problema de evolucidn (P).. Gracias a la Teo-

rfa de Semigrupos, un resultado particular es el siguiente:
Corolario. Dados ug € B?K;IEY, up e L2(I), g e L'(0,T; L2(T)), exis
te una Gnica solucidén débil de (P):
ues c([0,T]; LZ(F))‘#'
Este resultado mejora otro de Lions @],quién elige B como potencia y

para el que wug, ur y g son supuestos ma@s regulares.



Nota. Otras aplicaciones de la Teoria de Semigrupos no lineales a pro

blemas de evolucidn de primer orden también son posibles.#

Nota. Se podTa haber trabajado en L>(T) con s # 2 dado que se pue
pue

de mostrarque A, + B es m-T-acretivo en L (I ¥1 <'s §_+w.#
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