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ABSTRACT: We study the qualitative behaviour of the fronts(or interfa—
ces) generated by the solutions of the equation ut=(um)x + bl(u’) , whe
X X =

re m,A>0 and b is a real number, b>0 . We prove a "mass comparison
lema’ that allows us to give necessary and sufficient conditions in or-
der to have a positive waiting time in the free boundaries.

CLASIFICACION AMS : 35K55, 35B99
INTRODUCCION: En este trabajo se estudia el problema
. m A +
ut-(u )xx + b{u )x ean R xR

(-
u{x,0) = uo(x) en R

donde ‘m,A,b>0 y uy es una funcidn continua no negativa y de SOpor-—
te compacto.

Esta ecuacibn aparece como modelo en diferentes fendmenocs fisicos:
infiltracidn de un fluido en un medio poroso (Bear | 2|, Prillip 16]);
deslizamiento sobre un plano inclinado de una pelicula viscosa (Buck-
master |3|); procesos de difusidn t&rmica (Rosenau y Kamin | 7]} etc.

Lz existencia, unicidad y regularidad de soluciones débiles del
problema (1) fue dado en Diaz-Kersner 4] para m21,1>0 y posterior-
mente extendido en Gilding ]5; a cualquier m>0Q .

Es bien couscido que, bajo un adecuado balance entre el térming de
difusién y de conveccidn, la solucién u del problema (1) puede dar
lugar a alguna interface (o frontera libre) que separa la regidn donde
u=0 de donde u>8d . Mas precisanente, esas interfases estan definidae

nox C_(t)ﬁinf{x:u(x,t)>0}

(2
C+(t)=SUp{x:u(x,t)>O}

De forma similar al caso de no conveccidn (b=0,m>1), la interfa-
se puede permanecer estacionaria hasta un cierto tiempo llamado tiempo

Al

(*) Provecto 3308/83 de la CAICYT.
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de espera (waiting time). Ello depende esencialmente de la suavidad con
que llegue ug al borde de su soporte. Concretamente, si b30 y m>l,

J.L.V3izquez IB! demostrd que L, tiene tiempo de espera si solo
met-1

(3) lim sup Jm uodx |x~C+(O)Im_1 < 4+ @
x+g, (0) 7x
y anilogamente para L_ (dado que si bz0 el problema es simétrico).
Al intreoducir el término.de conveccidn (b>0), aparece una asimetria, v
es necesario un estudio separado de vyt para lo que conviene esta
blecer una particidn en cuatro regiones del espacio de pardmetros (m,\)
en cada una de las cuales el comportamiento de las interfaces es distin
to. Nosotros centraremos nuestra atencién en la regidn donde hay mayor
similitud con el caso de no conveccidn y €3to es el caso m>1,
2\ > 1-. Un estudio detallado de todas las regiones fue realizado por
los autores de este trabajo en colaboracidn con R. Kersner |1| El pro-
pdsito principal de esta comunicacidn es generalizar las estimaciones
de crecimiento puntuales que alli se dan, por estimaciones en masa del
tipo (3). Con este fin demostraremos en primer lugar un criterio de
"comparacidn en masa'" para la ecuacidn (1)

LEMMA 1 (Comparacidn en masa). Sean u, u soluciones della acuacidn
(1) para m,A fijos, bgb, y datos iniciales ugr Ug €L (R, Uy
UOBO tales que

X x
(4) J ug(s)ds € J uy(sdds  Yx €m.

-0 —

intonces para todoe t > 3 se tiene que

X x
(5) f u{s,t)ds € J u{s,t)ds x&ER .

-0 -0

DEMOSTRACION: Supondremos que la solucifn es clisica, (en otro caso se
aproxima por soluciones cliZsicas). Es fdcil comprobar que las funcicnes

x L= _
(") w(x,t)=euEEI u({s,t)ds ;<;(x,t)=e—ef[ u(s,t)ds, para e>0,

-0 s o}
verifican
(1) eeF(u-w)=e

L3

Emt(wz _ ;'m)x + EEAt(b(wX)A _"E(;g)k)_ eEt(w—;st

X

supongamos que en algin punto (xo,to) w(xo,to)—;(xo,to) >0 . 8i con-

sideramos el conjunto (-=,®) x [O,tO] entonces por (4) y el princivio

3

de conservacidn de la nasa se tiene que  lim w(x,t)-w(x,t)<d. Asi,

- s P . X+ieo
I-w alcanza su maximo positiveo en algGn punto (Xl’tl) con tl>0 )

de donde se tendra gque
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p i
wx(xﬂtl) B wx<xl'tl)

(8Y moo—m,
W wx)x (xl,tl) £ 0
(w—w)t (xl’tl) 30 .

Lo cual contradice (7) puesto que los dos miembros de la igualdad
tienen distinto signo.@

JOTA 1: El Lema sigue siendo v3lido si la condicidn (4) se verifica so-

lo a partir de un ciertoc a € R y se supone ademis la hipotesis de que

ula,t) ¢ E(a,t) Yt é:[O,T} . Dicha observacidn permite comparar local-
mente las soluciones.

COROLARIO 1: Sea u 1la solucidn del problema (1) y u la solucidn de
la ecuacidn de los medios porosos (bZ0), para el mismo dato inicial
ug fntonces si §+(t) y C+(t) representan las interfases respectivas

=o flene due

) L () €4 (t)

(1) o, (6) éf;—+(t) Y £30

DEMOSTRACION: Come b>0 , del Teorema 1 se tiene que

X X
(11) [ ul(s,t)dt € J u(s,t)dt .

Si elegimos x = (t) concluimos (9) y para x = —.(t) concluimos
z_ Ly

(10) teniendo en cuenta la conservacidn de la masa. ;
s

Este corolario indica que efectivamente el t&rmino de convecéidn
representa un transporte de la solucidn respecto de la ecuacidn de los
medios porosos.

COROLARIO 2: Sean u,u soluciones de la ecuacidn (1) para m,A fijos

bxb y datés iniciales uO,Eb tales que:

(12) J ug(s) € ra'"o(s)ds Vx € R
x X

entonces se verifica

Q0

(1) j u(s,t)dt < I u(s,t)dt Ye>0 .
X X

DEMOSTRACION: Aplicamos el lema | a la funcibn v (x,t)=u(-x,t) que ve

e _,m _ A
rifica v, = (v )xx b{(v )x dado que

b -
&) Jx u(s,t)dec = J u(-s,t)dt CE
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A continuacidn y mediante la utilizacidn de este lema haremos unt estu-
dio de la existencia de tiempo espera para la ecuacidn (1). Estudiare~
mos separadamente g (t), Q+(t) ya que el t&rmino de conveccidn intro-

duce una asimetria en el problema.

TEOREMA 1: Sean m>l, 2A>m+l y u la solucidn del problema (1). Enton-
ces

3::*>O tal que u(t,C“(O))=O Vt; E_[:G,t*] <=>
(19) ' m+1

% mt1
<=> 1im sup j uo(s)ds . x—c-_(O)fm—I < + @
x‘—bg—(o) .

-

DEMOSTRACION: Si el limite superior es infinito por el resultado de
J.L. Viazquez ]3| y el Corolario 1, concluimos que no existe tiempo de
espera. Por otro lado si el lImite superior es menor que infinito con-
cluimos que hay tiempo de espera utilizando el lema | y comparando la
solucidn con supersoluciones de variable separada del tipo

2

(18) W) = (AGz_ 0N (=2

o

con A,¢c y © constantes positivas adecuadas.E
A continuacidn daremos un resultado para la interfase §+(t)

TECREMA 2: Sean m>l, 2Aam+ly u la solucidn del problema (1), Enton-
ces .

m-1
r (e m-1
"$i lim sup J uo(s)ds . lx~§+(0)| < ® ge tiene
X*C+(O) x }
(17) A i
que Je*>0 tal que w(Z, (0),t) =0 VY& [0,cx]"
+ =y
(51 lim J uo(s)dslx—g+(0)| = + o
X+C+(0) x
]
(18) entances u(C+(U),t) > 0 Vt:> o

DEMOSTRACION: La conclusidn (17) se prueba ex3ctamente igual que em el
Teorema 1. La propiedad (18) se concluye por comparacidn usando el Le-
ma 1 con una familia de subsoluciones (introducidas por los autores en
|1]) del tipo 1

(19)  u (x,b3K,x) = lxzc—wl(l-mzt)(x—hli'l

con K’Ml y M2 adecuadas.@
NOTA 2: Es posible completar un estudio anilogo para las otras regio-
nes del espacio de paridmetros (m,X), generalizando asi las hipdtesis
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g Supuestas en [1[ .
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