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NTRODUCCION

En esta comunicacion se considera el fenémeno de descarga de un gas
n un conducto largo en régimen turbulento. Nuestro primer objetivo ra-
ica en la modelizacién matematica de dicho problema. Tal descripcién
s llevada a cabo por medio de la llamada «aproximacion hidrdulica». Se
10strard cémo en los flujos transitorios que se producen en conductos de
na gran longitud L en comparacién con su didmetro D, la apertura de
na valvula en el extremo final del conducto provoca dos etapas de na-
jraleza distinta. En una primera etapa aparecen fenémenos de tipo on-
ulatorio como corresponde a ecuaciones de tipo hiperbdlico. Por el con-
-ario en una segunda etapa la presion se rige por una ecuacion parabo-
ca no lineal para la que aparecen fendmenos peculiares. El estudio ma-
>matico del comportamiento asintético en esta segunda etapa constituye
[ segundo objetivo de este trabajo. Se mostrard cémo tal comportamien-
> asintético depende de manera fundamental del valor de la presion am-
ient=l p, que se presupone en el extremo final del conducto. Si p, > 0
~ wescarga (p = p, en todo el conducto) se limita a un tiempo finito y de
echo se produce en todo el conducto simultaneamente. Por el contrario,
i se supone p, = 0 la descarga se produce en un tiempo infinito y el de-
aimiento es de tipo exponencial negativo con el tiempo.
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1. MODELIZACION

Como se ha indicado en la introduccidn, para la descripcion del pro
ceso transitorio de descarga (asi como de carga) de gaSes en conductos lar
gos resulta de gran utilidad la «aproximacién hidrdulica» (véase p.e. [14],
Dado que este tipo de flujos es generalmente turbulento tal aproximaci®
admite que la velocidad u, la temperatura T, la densidad p y la presion |
son uniformes a través de la secciéon como consecuencia de la agitacid
turbulenta. En consecuencia, las anteriores magnitudes se suponen fun
ciones unicamente de la coordenada x (que mide las distancias a lo larg
del conducto) y del tiempo t.

Cuando la longitud L del conducto es muy grande en comparacio
con su didmetro D (L es del orden de miles de veces D), se producen do
etapas claramente diferenciadas como consecuencia de la apertura de un
valvula. Para ilustrar este cambio en la estructura del flujo analizaremos
en esta seccidn, el caso particular de la descarga de un conducto inicial
mente lleno de gas, en reposo, a la presién p, y temperatura T,, cuand
el extremo x = L se abre a la atmésfera, de presion p, < p,. (Sip, > p, €
proceso es de carga). El movimiento de los gases estd influenciado por ¢
intercambio de calor con la pared del conducto, cuya temperatura supon
dremos se mantiene constantemente igual al del valor inicial T,

En el supuesto de que la seccidon del conducto se mantenga constant
y se desprecien los efectos, poco importantes aqui, de la fuerza gravitatc
ria del gas (que supondremos perfecto), las ecuaciones del movimiento s
escriben en forma cldsica adimensional (véase p.e. [9] [14]).
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“En estas ecuaciones hemos medido la presién y temperatura con p,
T,, la densidad con su valor inicial p,=p,/ R,T,. R, es la constante de
gasy v la relacion de calores especificos y = C, / C,. Como unidad de lon
gitud utilizaremos la del conducto L y como unidad de velocidad VR, T
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ue multiplicada por Vy nos da la velocidad inicial del sonido en el gas.
“omo unidad de tiempo utilizaremos L/ VR, T,.

Las fuerzas de friccidn de la pared estdn modeladas por el término de
a derecha en la igualdad (2), donde aparece el pardmetro de triccidén
'=AL/ D, proporcional al coeficiente A de Darcy-Weissbach que a su vez
s funcién del nimero de Reynolds local y de la rugosidad relativa del con-
lucto. En el movimiento turbulento en tubos lisos puede escribirse
c=X(u/u)" en tanto que para tubos rugosos y nimeros de Reynolds
noderadamente altos A es constante, del orden de 10-2 (véase, por ejem-
ilo, [91), lo que supondremos en lo que sigue. Nétese que a pesar del pe-
juefio valor de A el pardmetro f puede ser muy grande (f >> 1) casoen
|ue centrarémos nuestra atencidn. Sefialemos también que para modelar
1 calor recibido por el fluido desde la pared hemos hecho uso de la ana-
ogia de Reynolds (véase p.e. [9] y [14]) lo que conduce al término de la
erecha en la igualdad (3).

En esta analogia se admite que los trasvases de cantidad de movimien-
0 y energia, o entalpia de remanso, hacia la pared son debidas al mismo
necanismo de transporte convectivo por los remolinos de la turbulencia.
‘or ello el coeficiente de proporcionalidad, fp |ul/2, que aparece multi-
licando en (2) a la diferencia de velocidad, u, entre el fluido del centro
lel conducto vy la pared es el mismo que multiplica en (3) a la diferencia
ntre las entalpias de remanso del fluido en el conducto y la pared:

(1/2yu2 + y/(y - 1T = 1).

En el caso que no analizaremos con detalle aqui, de que la pared del
onducto estuviese aislada térmicamente (en vez de suponer su tempera-
ura constantemente igual a 1) el segundo miembro de (3) debe sustituir-
e por O.

Por otra parte conviene sefialar que. la ecuacién (3) que da la evolu-
i6n de la entalpia de remanso puede ser sustituida por la ecuacidn:

e B R —_— — — 2
" +u , ]{ In (p/p )]} 3 hul T I 1 3 u (3 )

ue describe la evolucion de la entropia In(p/pY). La ecuacién (3°) se ob-
ene restando a (3) la ecuacién (2) multiplicada por u. En el caso de que
pared esté aislada térmicamente, el segundo miembro de (3’) debe sus-
tuirse por flufu*(y - 1)/ 2T como corresponde a la produccién de entro-
‘a por efecto de la friccidn.

Las ecuaciones (1)-(4) tienen lugar en el intervalo 0 < x < | y para
= 0. Para determinar el proceso se hace pues necesario afiadir unas con-
ciones iniciales que en nuestro caso corresponden a las siguientes:

uw(0,x)=0, TOx)=1, p0,x)=1,0 < x < 1. (5)



98 J. I. Diaz y A. Lindn

Asi mismo es necesario indicar las condiciones de contorno
u(t,0)=0cont>0 (6

como corresponde al extremo cerrado del conducto y la condicion ds
«tipo alternativom.

p(t,1)=p, st u(t,1)/VyT(t,1) <1 (7a
u(t, 1)/ VyTL1) =1 si p(t,1) > p. (7o

como corresponde al extremo abierto a la atmosfera, de presion p
(p, < 1) referida a p,. Este tltimo tipo de condiciones de contorno €s con
secuente con el cardcter hiperbolico del sistema de ecuaciones (1)-(4).

Las ecuaciones del sistema (1)-(4) con las ecuaciones de Euler de lo
movimientos unidimensionales, no estacionarios, de gases, ampliadas co:
los segundos términos de (2) y (3) (o (3°)) al incluir las fuerzas de friccio:
y el intercambio de calor con la pared del conducto. Los términos adicic
nales son de tipo algébrico, por lo que las ecuaciones ampliadas tiene
el mismo sistema de caracteristicas que las ecuaciones de Euler. Estas vie
nen dadas (véase, por ejemplo, [5] 6 [16]) por

dx dx

2 =y, —=u =+
a P ar tT®
donde a = Vy T es la velocidad del sonido. Las caracteristicas de ecuacid
dx/dt = u corresponden a las trayectorias de las particulas materiales
fluidas, mientras que las otras caiacteristicas corresponden a las onda
acusticas de Mach que se mueven a la derecha o a la izquierda respect
del fluido con la velocidad del sonido. S6lo cuando en x = 1, u es menc
qgue a el fluido puede conocer que es p, la presién exterior. Si p, es suf
cientemente baja hay blogueo sénico (u = a) en la seccion de salida dor
de la presién es mayor que la presién exterior. Fuera del conducto el ga
sigue expandiéndose adquiriendo, s6lo allf, velocidades supersonicas.
Nétese que en el sistema (1)-(7) aparecen unicamente los parametrc
v v p, de valor del orden de la unidad asi como el pardametro de friccio
f que supondremos f >> 1.

Solucion asintdtica para conductos largos

La escala elegida para las velocidades, del orden de la del sonido, €
la apropiada para medir la velocidad cuando la presion ambiente es un
fraccién del orden de la unidad de gas (p, < 1), pero sélo en los primero
momentos del proceso de descarga si f >> 1. En este caso v es solo d
orden unidad en una primera etapa corta, de duracion 1/f, en la que el mc
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vimiento aparece limitado a una zona pequefia a la salida de longitud
‘1 - x) ~ 1/f, como se describird a continuacién con mds detalle. Estas es-
;alas son las apropiadas para que todos los términos de (2) sean del mis-
no orden f, lo que también sucede con todos los términos de (1) y (3).
Por ello durante esta etapa no hay simplificacién posible del sistema
‘1)-(4) pero si de las condiciones iniciales y de contorno.

Para describir el movimimento en esta primera etapa conviene utili-
rar como nuevas variables

t=ft y x=fx-1) _ 9

le orden unidad. Asi obtenemos las ecuaciones:

oT ox

ou ou op 1 A
p o TP o + o 5= Pl (2%)

3 0 ‘ lal vy v-1 *
—+u— N In{p/ =—————{T-1- 2 (3%)
§ 5t o E{ H(D pY E} > T {T 1 5y u}

-resolver para 1 > 0y x < 0, con la condicidn inicial (5) al igual que la
ondicién de contorno (7) en y =0, T=0. El motivo de estudiar el siste-
na (1*)-(4*) en x < 0 en vez de sobre el dominio acotado -f < y =< 0 ra-
ica en el hecho de que la condicion de contorno (6), ahora sobre y = —f

T > 0, no juega ningin papel importante para tiempos T ~ 1, pues el
10vimiento resultante estd confinado a la regién -Vy 1 <y < 0, limi-
ada a la izquierda por la linea caracteristica correspondiente a la onda de
Afach que se mueve a la velocidad del sonido.

Para tiempos 1 << 1 los efectos de la friccidén y del intercambio de
alor con las paredes son despreciables y es posible hacer una descripcion
nalitica del proceso de descarga. El movimiento corresponde a una onda
imple de expansion (véase, por ejemplo, [16] pagina 161 y [10] p4gina
32) que avanza hacia el conducto en forma autosemejante; esto es, las
ariables fluidas son funciones de la variable de semejanza & = y/Vy 1. La
cuacidn de la energia (3*) muestra que las particulas fluidas mantienen su
ntropia, que por ser uniforme en el estado inicial mantiene su valor uni-
yrme posteriormente. Asi pues p/p’ =1 y en virtud de las ecuaciones de
stado se deduce que si T << 1 entonces:
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p=p'= TV~ = (a?/yyrt- D

(10

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento pueden es

cribirse, teniendo en cuenta (10), en forma caracteristica:

1 dp , du
pa drt dt
1 dp du
pa drt drt

o bien:

B P
dt\(y-1)

4 2 a-u
dt\(y-1

0 —a%—=u+a
cn —dl—-—"u—a
T

=0 en =U~—a

ax
dt

Esto es, los invariantes en Riemman:

2alfly-1)+u vy

2a/(y - 1) -u

(11

(1:

se conservan respectivamente a lo largo de las caracteristicas C, que via
jan a la derecha respecto al fluido, y C- que viajan a la izquierda (véas

Figura 1).
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Dado que el invariante 2a/(y — 1) + u es uniforme en <t =.O para todo
=< 0, podemos asegurar que para todo 0 < 7 << 1 se verifica la rela-

6n entre a y u dada por

2al(y - 1) +u=Vy/(y-1) (13)

Por otra parte, puesto que a Io largo de las caracteristicas C2a/(y — 1)-u
: mantiene constante, en virtud de (13), u y a se mantendrdn constan-
s por lo que estas caracteristicas son rectas en el plano y;, t.

Sila presién ambiente p, es mayor que un valor p,, que determina-
mos a continuacién el movimiente en la seccién de salida es subso-
co (u, — a, < 0). En este caso, del anélisis de la estructura del flujo a
andes numeros de Reynolds fuera del conducto se puede asegurar que
es igual a la presién p, que existe en el exterior, pues el fluido sigue en
rma de chorro con la misma seccién que en la salida. En segundo lugar,
observa que las ondas acusticas que arrancando de y =0 en © > 0 se
opagan segun las caracteristicas C- (véase la Figura 1) avanzan aguas
riba en el conducto con velocidades (a, — u,) constante imponiendo al
lidou=1u, a=a,y p=Dp,=D,. Estos valores vienen dados, en virtud de
J) por la relacidn:

a, = -\/—?pa(y_ 02t = l\/jy—_ (Y - l)us/z

Asi pues, para asegurar que el flujo es subsénico en la seccidn de sa-
ia, p, debe ser superior al valor de p, que hace u, = a, = u, dado por:

u=2Vy /(y+1), p. = {2/(y + Dj2ver-v (15)

Entre la primera caracteristica C; que saliendo de la seccién de salida
n la velocidad ~V¥ inicia la expansion, y la primera C; que salien-
y también en T = 0 impone al fluido la velocidad u, y presién p, (esto_ es
tre las caracteristicas y + Vyt =0y x - (4, — a)) lt = 0 hay un abanico
» caracteristicas que arranca del origen e imponen en el fluido presiones
< p < 1. La caracteristica que alcanza el punto y en el instante T se
ueve con velocidad y/t dada por:

x/1=u—a=2\f7/(y-1)—a§z,—i%§ (16)

que determina a en funcién de g/t y por lo tanto el resto de las mag-
:udes fluidas.

Al disminuir la presién exterior, las magnitudes fluidas no se modifi-
1 en el abanico Cj — C; s6lo el limite C; del abanico. Cuando p, alcanza
valor p, la caracteristica C;, donde hay una discontiuidad debil, se hace
rtical, pues u, = a,.
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Para valores de p, < p, el fluido en el conducto no puede conocer
valor de la presién exterior. El chorro generado por la expansion en la se
cién de salida es s6nico con la presién p, = p,, pero se abre en el exteri
dando lugar a velocidades supersonicas y p = p, solo en el contorno ext
rior del chorro. i »

Los efectos de la friccién para 1 de orden unidad hacen disminuir 1
velocidades generadas por la diferencia de presiones 1 — p,, pues en par
esta diferencia se emplea para equilibrar las fuerzas de friccion. Tambit
la presidn en la seccion de salida disminuye cuando inicialmente p, < ]
asegurando que en la seccién de salida M, = u/a, = | hasta que en un ir
tante 1., p, alcanza el valor unidad, siendo posteriormente p; = p,.

La descripcion del movimiento en la segunda etapa, Tt >> I, para v
lores de t tales que el movimiento afecta a todo el conducto y la presic
cae en todas partes desde el valor inicial, es mds simple. Sean t, el tiemj
caracteristico y u, el valor caracteristico de la velocidad u en esta eta;
(los valores de p y p y sus variaciones especiales y temporales en esta ef
pa son por hipdtesis de orden unidad).

Los 6rdenes de magnitud de los dos términos de la ecuacion de co
tinuidad (1) 1/, y ug4 son iguales si u, = 1/t,. Si por otra parte anticipam
que las fuerzas de presion -dp/dx son del mismo orden (unidad) que 1
fuerzas de friccién fu? = 1, entonces los primeros términos de aceleracic
local y conectiva de (2) son del orden uy/t, y u (es decir del orden 1
y por lo tanto son despreciables frente a los de presion y friccion.

Ademds, al suponer que la velocidad u en la segunda etapa es del ord:
u, ~ 1/VT, la ecuacién de la energia (3) muestra que las variaciones
temperatura T — 1 son del orden u} ~ 1/f, por lo que la descarga pue
considerarse ahora isoterma.

Asi pues en la segunda etapa, para valores de t tales que ¢ = tVT es.
orden unidad de velocidad v = Vfu, p y p, como funciones de ¢ y ¥ €s «
nen regidas por el sistema de ecuaciones:

op  olev) (1
o0 o
op vlv

= _ 1
oX P 2 (

p/p=T=1, (1
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1e es una forma simplificada del sistema (1)-(4). Tal sistema tiene lugar
wra ¢ > 0y x €(0,1) v para su estudio ha de acompaiiarse de las con-
ciones iniciales que en nuestro caso:

p(0,x) =1, 0<x<l1 (20)
las condiciones de contorno que ahora son las siguientes:

v(c0) =0, c>0 (24)

p(o,l)=p,, o©>0 (22)

La condicidén inicial (20) obedece al hecho de que en la etapa ante-
o, para ¢ ~ 1/f¥, p-1 (yv) difieren de cero sélo en la regiéon
—~x) ~ 1/f muy pequefia respecto a 1. Esto junto con la condicién de
s perfecto dada por (19) justifica (20). Sefialemos también que los tér-
inos despreciados al escribir (18) y (19) son del orden de 1/f respecto a
3 retenidos.

Dado que p = 0, de la relacién (18) se deduce que signv=
ign (dp/ox) y por tanto utilizando (19), el sistema (17) (18) puede escri-
rse en términos de la presion en la forma:

3p  » a‘pzl”z,sign( asz =0, o>00<x<1 (23)
o ox \|ox | ox

P (5.0)=0 G >0, (24)
fe): ¢

p(o,1) = p, o >0, 29

Obsérvese que en nuestro caso v = 0 y por tanto (23) puede escribirse
mbién como:

op , 9 [(_ apz] }20 27)

00 oX ox

Fl problema (23)~(26) tiene, para ¢ < < 1, una solucién de semejan-
en la que p y g=o0"pu son funciones de la variable de semejanza
= (1 = x)/o?? y vienen dadas por el sistema:

2
-—=nNp,-8,=0 (28)



104 J. I. Diaz y A. Lifidn

(@)= &% (2¢
a integrar con las condiciones: ‘
p=1lenn—+oo, p=p,enn=0.

La solucién determina en particular el gasto de salida (pu), = 7' g(p.
siendo g(p,) el valor de g en = 0. En particular, g(0)=0.728. La sol
cién de (23)-(26) pierde su cardcter autosemejante para ¢ de orden un
dad v la solucién ha de ser obtenida numéricamente. El movimiento,
por tanto la descarga, estan limitados (sip, > 0) a un tiempo finito ¢ = «
como se verd en lo que sigue.

2. TRATAMIENTO MATEMATICO DE LA ECUACION DE LA
PRESION EN LA SEGUNDA ETAPA

En esta seccién abordaremos el tratamiento matemadtico del problen
parabdlico dado por (23)-(26). Nuestro analisis serd valido también pa
el caso en el que la variable x se mueve, mas en general, en un abierto r
gular Q de R» con lo que el caso unidimensional resultard por obvia re
triccién a Q =(0,1) pero a la vez mostraremos como el valor de la ¢
mensién n juega un papel importante en el desarrollo asintético del pr
blema.

A lo largo de esta seccién centraremos nuestra atencion en el siguie
te problema: hallar w:[0,00)x€2 — R solucién de:

%V— _Awm=0  en(0,00)xQ 3
W _9 en (0,00) x T 3
oV

w™=h en (0,00) x T, (3
w(0,x) = w,(x) en Q 3

siendo A, el g-laplaciano en la notacién usual

Ag=div(IVgle-2Vg),  a>1, 3

y m un parametro no negativo. Se supone 3Q) particionada en dos parl
disjuntas T, y I, e.d.:9Q =1, U T, con I, no vacia y de vector unitari
normal exterior v. También supondremos en lo que sigue que:
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h(t,x)=h, h e R*y wy(x) = 0en Q (35)

Se puede probar que las condiciones (35) no representan ninguna li-
itacién importante desde el punto de vista matemadtico pero su interés
it4 resaltado por la formulacidon concreta antes vista.

Antes de seguir hagamos un breve comentario sobre la generalidad de
formulacion anterior. En primer lugar la ecuacion (30) se reduce al caso
articular de la ecuacion (23) haciendo g =3/2 y m = 2.

Por otra parte ya se indicé en la seccién anterior que otros exponen-
s m tienen también interés. Asi, por ejemplo, en el movimiento turbu-
nto en tubos lisos el coeficiente de Darcy-Weissbach es de la forma
= A, (u/u,)"""* donde 1, es el valor de A para la valocidad de referencia u,.
n dicho casc las fuerzas de rozamiento llevan a reemplazar los términos
> la derecha de las ecuaciones (2) (resp. (2*)) por (A,\L/Du,) plul¥u
esp. —plvl¥4v) con lo que en la ecuacién de la presién (23) habria que
ermplazar el término p? por p”4 En la formulacidn (30) equivaldria a ha-
rm=7/4y q=11/7. También puede mostrarse (véase [12]) que en el
1s0 de fluidos incompresibles el fenémeno de descarga (o carga) en con-
1ctos largos conduce a una ecuacién para la presidén renormalizada si-
ilar a (23) pero reemplazando el término p? por p. Sefialemos también
te en flujo laminar la aproximacién hidrdulica conduce a A =A,u,/u lo
1€ corresponderia a m = 1. ]

En la formulacién de la seccién anterior Q= (0,1), T', = {0} y I, = {1}
m lo gue V=-X asf (31) coincide con (24). La constante h representa,
1 ese caso, al valor Vp,, con p, dado en (25). Finalmente indiquemos
1e la condicién inicial (33) incluye obviamente el caso particular
o(x) =1 pero ¢l caso en el que w, no es constante tiene también un im-
yrtante valor fisico.

Sefialemos también que el caso de n = 2 aparece en el estudio de la des-
rga de un gas limitado entre dos placas de grandes dimensiones com-
iradas con la distancia que las separa. En ese caso un andlisis similar
ostraria la existencia de dos etapas bien diferenciadas, y que en la se-
nda de ellas la presién vendria regida por la ecuacién (30) con q = 3/2
m = 2 en el caso de paredes rugosas y m = 7/8 en el caso de paredes lisas.

Por ultimo es de resaltar que la ecuacién parabolica (30) aparece

varios contextos diferentes al de descarga de gases en conductos lar-
s. Este es el caso, por ejemplo, de filtracion de fluidos en régimen tur-
lento en un medio poroso (véase p.e. la monografia [6] donde se en-
ntraran multiples referencias).

La cuestidn de la existencia, unicidad y regularidad de soluciones de
oblemas del tipo (30)-(33) ha atraido la atencién de numerosos autores

los ultimos afios. Nuestro objetivo principal ird por otro camino pues
s centraremos en el estudio del comportamiento asintdtico, para
~ co. Respecto a la existencia nos limitaremos a recordar el trabajo [1]
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en el que el problema es «resuelto» bajo hipdtesis muy generales sobre v
y que, en cualquier caso se aplican a cuando w, es acotada (lo que har
mos en lo que sigue), e.d. supondremos :

w,e L=(Q) (3¢
de lo que deducimos que:

0=wtx)=M (3

para una cierta constante M > 0 (por ejemplo M = [lw,l] . + B).

El primer resultado de esta seccién afirma, en términos de la presion
que la descarga del conducto se termina en un tiempo finito si p, > 0 (
bien para cualquier p, = 0 en el caso de conductos lisos o fluidos incon

presibles).
Teorema 1. Sean m > 0y g > 1. Supongamos que una de las siguie.

tes hipotesis es verificada:

h>0 'y g<2 (m>oarbitrario), ‘ (3

h=0 y mlg-1)<l. ‘ 3
Entonces existe un tiempo finito T,> 0 tal que w(tx)=hvVt =T,

Vx e Q.
Demostracion. Comencemos homogeneizando la condicion de contc

no (32). Consideremos z(t,x) = w™(t,x) - h. Se tiene que:

ﬂ&ﬂ_AqFo en (0,00) x {2

o)

%z _  en (0,00)x T,

ov 4
z=0 en (0,00) x T,

20x)=wn(x)-h  enQ,

siendo:

W¥(z) = (z + h)"™ sign (z+h) (4:

’ Para obtener la conclusion seguiremos el método integral de la ene
gia de manera similar a [2]. Supongamos, por el momento que z = 0, |
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ue equivale a suponer w™ = h. Multiplicando la ecuacién por z* con
> 0 a elegir mds tarde e integrando por partes resulta:

%‘gQBk (z(t))dx + kgﬂ Vzlazk-1=0 (42)
endo:
B(r) = y(r)r - kgc\p(s)sk - ids. 43)

Obsérvese que si y es derivable (e.d. sih > 06 h=0ym < 1) se tie-
T

z que B, (r) = gow‘ (s)sds. Notese que para y dada por (41) se tiene que:
B (r) =< Cr¥+!, con C = C(h,mk) >0 (44)

nando (38) tiene lugar, pues en ese caso y'(z) = C. En el caso de la hi-
otesis (39), en (44) se tiene que:

1
m(k + 1/m)

Utilizando la desigualdad de Poincaré-Sobolev (recuérdese que
, = 0) es facil demostrar que existe una constante C= C(I€l, g, n) tal
ue siueC{(Q)y u=0en I, entonces:

B(r) = -+ /m (45)

lul gxh= C kEQ [Vul qu*-dx

Ls(Q)
endo:
ISSSM si  g<n
n-qg
1 =s <o si  g=n
" s=0c0 si g>n.

Aplicando la desigualdad de Holder y haciendo k = R (a-qg+1)-a
q
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cona=1 sj se supone (38) 0 a=1/m si se supone (39) se concluye qu
para una cierta constante positiva M se tiene que:

d
5 LBk(z(t))dx + Mzl ¥k, =0
Introduciendo:

OB LBgza»dt

31 xclitilizando (44) o (45), segun la hipdtesis supuesta, se llega a la desigua
ad:

q+k-1

y®+My) = =0 (4¢€

Dado que en las dos elecciones de a se tiene que (q+ k- 1/{(a+ k) < |
por un argumento estdndar se concluye que existe un tiempo finito T, >
para el que y(t) = 0 ¥Vt € T.. De la definicion de B, se deriva que esto impls
ca nuestra conclusidn. El caso de z(t,x) no negativo se trata multiplican
do por zXt,x) - sign (z(t,x)} y argumentando en forma similar.

Observacion 1. En el trabajo [2] se mostré la anulacion en tiempo
nito para soluciones z de (40) (con condiciones homogéneas de Dirichle
bajo la hipotesis:

C, P =y = Cyf

con (1/B)(q - 1) < 1y C, y C, constantes positivas. Notese que la y dad
por (41) no cumple la segunda desigualdad. Obsérvese también que en |
hipétesis (38) el valor de m es arbitrario y asf la conclusién se tiene si po
ejemplo q=3/2, m=2yh > 0 (en ese caso es m{q — 1) = 1).

No es dificil mostrar que las hipdtesis sobre los exponentes my g €
el Teorema 1 son 6ptimas. Asi, por ejemplo, si suponemos h=0
m(q - 1) > 1 el estudio del comportamiento cualitativo (en el caso d
I', = 0) ha sido llevado a cabo en [13] mostrdndose que aunque puede for
marse una zona de anulacién local para tiempos cortos (justificada por ¢
cardcter de difusién lenta) sin embargo la solucidn w es tal que w(t,x) >
en todo x&£2 cuando t es suficientemente grande (la restriccion I', = O n
es importanie en ese proceso). El decaimiento hacia cero cuando t — o
puede verse también en [13]. Cuando h > 0 basia hacer el cambio de ve
riable dado en la demostracion del Teorema | y de nuevo se comprueb
(por ejemplo comparando con subsoluciones adecuadas) gque z no pued
anularse. El caso m(q — 1) = 1 merece la pena ser tratado explicitamente
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La primera observacion relativa al caso m(g-1)=1y h=0 o bien
1=2 y h > 0, radica en la estimacion:

j; B(w™(t,x) - h)dx < C,e™ sit>0 (47)
Q
Jue se deriva de la ecuacidén (46) en 1a gue ahora (g - 1) = a.

Con el fin de presentar un resultado mads preciso que (47) comenza-
remos tratando el caso de h = 0 para lo que estudiaremos previamente las
soluciones de variables separadas de la ecuacién (40) (ahora m >0 y
g > 1 son arbitrarios) e.d. de la forma:

w(tx) =g(hv(x), & v=0 (48)
Se ha de tener que:
g (0/gm@-I(t) = Avm(x)/v(x) =p =+ 0 (49)
Estamos interesados en soluciones que se amortiguan con el tiempo
sor lo gue tomaremos u = -\ con A > 0. De la igualdad (49) se deduce
jue si m{q - 1) =1 entonces:

g(t) = e M), vieR (50)

Andlogamente, de (49) y las condiciones de contorno (31) (32) se con-
luye que la funcion z = v» debe satisfacer:

Az -Az!m=0 en £

a7 ‘ .

—-=0 enT, (51)
z={ en I,

Sim(g~1)=1(51) es un problema de valores propios no lineal y por
la teorfa de puntos criticos para operadores no lineales (véase, por ejem-
plo [3] se tiene que (51) tiene solucién distinta de la trivial si A es un au-
iwvalor. Por otra parte del principio fuerte del méaximo se deduce que si
v= A, (A, primer autovalor del operador A, con las condiciones de con-
.orno indicadas) entonces la correspondiente autofuncion es tal que z > 0
Chd g}),

Después de estas consideraciones ya podemos enunciar nuestro resul-
tado de decaimiento cuando t — oo para el caso m(q - 1) =q.
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~ Teorema 2. Sea w, = 0 tal que wr € C'(R) tal que satisface las condi-
ciones de contorno (31) (32). Sea w solucion de (30)-(33) con m(p - 1) = 1.
Entonces existen dos constantes T, T, > 0 tales que si t es suficientemente
grande:

e Mt y(x) < wit,x) < ert+y(x) (52)
siendo A, el primer valor propio de (51) y z = v solucion positiva de (51).

Demos]fracio’n. La desigualdad segunda se deduce del principio de
comparacién una vez comprobado que:

Jt, > 0 tal que e™Mmv(x) = w,(x) en Q (53)

Para mostrar (53) basta razonar por absurdo. En otro caso se tendria que
0 < z(x,) < (1/n)"w™(x,) para n € N y para alguna sucesion de puntos
x, € , y por tanto:

lim mi()f‘}_);_

e Twn(x) G

Como Q es compacto, existird un punto x, € Q tal que x, — x, donde
ahora x, es una subsucesién de la sucesién primitiva. Como z > 0y w,
es acotada se tiene que x 9. Por tanto, si n es suficientemente grande
se verifica que d(x,,0Q) < L < co y por un resultado bien conocido se
sabe que de la regularidad de o se deduce la existencia de un unico pun-
toy,edQ (para cada neN) tal que d(x,,00Q) = X, — Vil Definiendo las fun-
ciones:

1,:[0,d(X,0 Q)] R, 1(8) = X, = SV, Vo = V(¥a),

del teorema del valor medio se deduce que existen 8, y w,e[0,d(x,,082)]
tales que

2(x) 2y, + VZ((8,) - V(%,,90)
wi(x,)  wa(y,) + Ywed,(u,) - V,d(x,, 962

En la region I, se sabe que Vwy - v=0y como z > 0 se liega a una
contradiccién con (54). En la region I'; se sabe que Vz - v < 0y de nuevo
se alcanza una contradiccién con (54).

La primera desigualdad de (52) serfa consecuencia del principio de
comparacién de soluciones si wy(x) = e*%v(x) en Q para algin 7, > 0, lo
que es bastante restrictivo, dado que el caso en el que w, puede anularse



Movimiento de descarga de gases en conductos largos: Modelizacion... 111

es de importancia y v es estrictamente positiva. Para evitar esta restric-
cién mostraremos previamente que:

«existe T= 0y 1, > 0 tales que w(T,x) = e—Hmyv(x) en O (55)

con lo que la primera desigualdad se obtiene de nuevo por comparacion
sobre el dominio (T,00) x Q. Por el principio fuerte del maximo se tiene
que z = v™ satisface z(x) < Md(x,0Q) Vx € Q. Por tanto (55) se reduce a
mostrar que:

«existe T = 0, y C > 0 tales que w™(T,x) = Cd(x,002) en O» (56)

Con el fin de obtener (56) se introduce la familia biparamétrica de fun-
ciones de tipo autosimilaridad:

w (th 5 TaA) = (t + T)_agA(Tl)’ T] = IXI (t + T)—(m+1)/m

donde t v A son parametros positivos y g, viene definida por:

£a() = {é[A ] EH +[a- nmﬂum

1
donde p es un exponente arbitrario tal que p € (1,(m + 1)/m) si m =<1,
we (1,2 (2-1)) sim= 1. No es dificil comprobar (véase [13] que w es
una subsolucién en el sentido de que v, — A(v)™ =< 0 en el interior de su
soporte (nétese que g,(1n) > 0 en (0,a), a = AV™D, g.(a) =0y (g0)(a) <
0). Comparando w con funciones del tipo v(x - y; 7,A) como en [13] (Teo-
rema 4.3) se obtiene la conclusién (nétese que sobre la frontera I'; se tie-

ne que ow/ov =0 asi como oV <0, lo que permite la comparacion
v <w) ov

Con respecto al caso de h > 0 sefialemos que el decaimiento exponen-
cial ocurre cuando g = 2, independientemente del valor de m (véase [8]).
Se puede mostrar que en el resto de los casos en los que no hay extincion
en tiempo finito, e.d. si g > 2 el decaimiento hacia h, cuando t—oco, es
mas lento que exponencial, siendo modelado por una cierta potencia ne-
gativa de t que depende de q - 2.

Para terminar el estudio del comportamiento para t grande de las so-
luciones de (30)-(33), analizaremos con mds detalle la extincion en tiem-
po finito bajo los dos tipos de hipdtesis (38) y (39). Comenzaremos por
el caso mas sencillo en que h = 0 y m(q — 1) < 1. Nuestro objetivo es «ilus-
trar el perfil» de w(x,t) cuando t—T%*, donde T* es el tiempo de extin-
cién de w, e.d. el primer instante t del tiempo en el que w(t,x) =0 para
todo x €, asi.como obtener estimaciones sobre como se produce ese de-
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caimiento cerca de t = T*. Comencemos calculando las soluciones sepa-
rables w(t,x) = g(t)v(x) que se anulan en t = T*. De las identidades dadas
en (49) deducimos que:

&) = {M1 - m(q - DY(T* - D (59)

y z=v™ ha de satisfacer el problema (51), donde A > ( es arbitrario. El
siguiente resultado muestra que el comportamiento de estas soluciones se-
parables es genérico.

Teorema 3. Sea w solucion de (30)-(33) con h=0 y supongamos que
mfq - 1) < 1. Sea la funcidn:

Ult,x) = w(t,x)/g(t) ‘ (60)

con g(t) dada por (59). Entonces existe una sucesion creciente t, — Ty una
solucion positiva z de (51) tal que Un(-,t,) — z (-) al menos en el espacio de
Sobolev Ws* (Q), para un cierto s* = 1, cuando t, — T*

La demostracion del Teorema 3 estd inspirada en el importante tra-
bajo de Berryman y Holland [4] relativo al caso q = 2. La idea esencial de

la demostracién es introducir una nueva incégnita u y una nueva escala
en el tiempo, de manera que (T*) = +oo y Ia funcién

u(t,x) = Um(t,x) (61)

verifique la ecuacion:

(u'm),=Au +Auvm  en 0 <1 <co, xeLd. (62)

o o en 0 <1 < o0, xel'}. (63)
ov \

u=20 en 0 <1 < o0, xel,. (64)

Con el fin de explicitar el cambio de escala observemos que:

Au= Agwm W
q gm(q -1 gm(q -1
3 ot w, ot w ot
/my — —~ x) - — + ?\’
(u )t ot U(t’ ) ST g o1 gz— m(g - 1) ST
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ecuérdese que g satisface (49)). Entonces, si 8/97 = g!-™@-1 se concluye
2). Utilizando la expresion (59) y obligando a que t(+oo) = T* y t(0) =0
obtiene:

t= T*(I — g-M1-m(a- 1)) (65)

La conclusién del Teorema 3 se reduce pues al estudio del comporta-
iento asintético, cuando T — +oo , de las soluciones de (62)-(64), mas
»ncretamente, a demostrar que u(t,-) — z(-) en Wi9(Q). Nétese que la
suacién (62) contiene un término de «calentamiento» dado que A > 0,
n embargo, tal término es moderado como se aprecia introduciendo
(1,%) = u¥/m(1,x) pues se tiene que W, — A (W)™ — AW = 0..La posibilidad de
¢plosién en tiempo finito de W quedarfa asi excluida mostrando la mo-
otonia (o acretividad) del operador % — — A (W)™ — AW en adecuados es-
acios funcionales (L1(Q), 6 H-Y(Q) si g = 2) lo que a su vez conduciria a
_convergencia en esos espacios mediante la aplicacién de resultados de
_teoria abstracta de operadores. Aqui seguiremos otro camino gue con-
uce a convergencia en espacios «mejores». Antes de entrar en materia
idiquemos los resultados parciales de (11) (si @=2) y (M (sim=1y
< 2).

La demostracién del Teorema 3 es bastante larga y, como ya se ha in-
icado, sigue de cerca el trabajo [4] (donde se suponen soluciones regu-
res) y [17] (que generaliza [4] a soluciones débiles). Por razones de ex-
msion nos limitaremos a indicar los pasos fundamentales de la demostra-
om.

Lema 1. Existe {1}, t, — oo tal que:

I+m

H(u—j’?),ﬂ L — 0, cuando T, — oo (66)

Demostracion. En primer lugar sefialemos que supondremos que u es
na solucidn «fuerte) de (62)-(64), en otro caso se procede por aproxima-
6n (véase [17] para q = 2). Consideremos el funcional:

1 § Am j:
hy=— \v/ - m+ 1)/m
Jtb) q ﬂi by (m+1) Qh( )

para T € (0,00%) sea:

(1) = J(u(t,")).
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Se tiene que si oJ representa la derivada Gateaux de J:
1 —.m

d 1 m
E— @(T) = < aJ(U), up> =— ij u u% =0

dado que u = 0. Ademas, por el lema que sigue (Lema 2) se tiene qu
Lu‘m”)’m(x,'t)dx estd acotado en 1, luego IC > 0 tal que @ (1) = -

V1e(0,00). En consecuencia lim ®(t) existe y existe una sucesion 1, —> o
tal que @’ (t,) — 0. La conclusion resulta ahora de una simple manipul:
cién algebraica.

Lema 2. Sea m(q-1) < I, w,eLm+(Q) y sea T* el tiempo de extincio
de w solucion de (30) (33) con h = 0. Entonces se tiene que 3 C,, C, >
(dependiente de u,) tal que si t =< T*

1+m I+m

C/(T*-1) (1-mlg-1) meu(t’.) = C,(T*-t) 1 -m(q - 1)) (67

En particular si u(t,x) es definida por (61) se tiene que 3 C,, C, > 0 tal qu
Ve 0, oo).

st/;u

Demostracion. La primera desigualdad se deduce integrando la des
gualdad diferencial (46) correspondiente a k = 1 sobre el intervalo (t,T%
Para mostrar la segunda desigualdad obtendremos previamente que |
funcién

m+ 1

m 1 x)dx < C, (6¢

b.

Y(t) = [ggwm““ 1(’[,x)dx]

es una funcién convexa para un cierto valor de b > 0 adecuado, en cuy
caso se tendrda que Joe(t,T) tal que y(t) = y(T)+ (t-"TDy' (o) :
(T - 1)(-=y(0)), lo que lleva a la conclusién. Para mostrar la convexida
" de Y(t) basta ver que Y'(s) < Y'(t) para todo s = t. Ahora bien, de la ecu:
ci6n y condiciones de contorno se deduce que:

d

E— m+ = - V m t) q’
& Lw I(t,x)dx (m+1)§9| we(t,x)l
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r lo que basta mostrar que si § < t entonces:

\b-1
UW’“* '(t,x) § [Vwm(s,x)|?
/

= (69)
\
(gwm + I(S,X)

/
A su vez (69) resulta de la integracion de la siguiente desigualdad dife-
ncial:

b-1

E [Vwm(s,x)|a

d gwm +1 d g m
—_ (t,x) — { [VwW2(t,x)| ¢
T . dt 70)

gw‘“ *1(1,x) § [Vxm(t,x)l e

Para obtener (70) observamos que:

%E [Vwm|?=-q E(Aqwm)m swm-ly, = —gm 5- (Agwmywm-idx - (71)

)r otra parte:
j:Q [Vwo(t,x)l 9dx = -§Q(Aqwm)wmdx

ego aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene que:

:{WW“‘(‘[,X)IQ] = gwm”dx . 5

:quivalentamente:

2

m - |
W 3

m
Aw

jTIVw‘“Iq _ j:(A JWm)wm - !

ngJr 1 g lvwml q

La desigualdad (70) resulta ahora de (71) v (72) con b= (1 - m(g-1))/
1+ 1).

(72)
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Demostracion del Teorema 3. De la ecuacion (62) de u se tiene que:

§ IAqu(Tn, . )I (m+1) < qu (uI/m)m+ 1 +B g}[{u Um)rlerl (7:
< £

El primer término de (73) estd acotado por (68). Respecto al segundo té

ming observe;mos que por la desigualdad de Holder:

m+ 1)/2
I-m m+ 1 {1 —mym+ 1 i-m ¢ !
U= U m+ 1 u ™o

De esta manera aplicando (66) v (68) se deduce que {Aqu{”‘cn, I} est
acotada en L™+ !(X). Por los resultados de regularidad de [15] se sabe qu
existen s y s* con s > 1y s* > 1 dependiendo de q > m tales que la su
cesién {u(t,, - )} estd uniformemente acotada en el espacio de Scbole
Ws*(Q) y por tanto existe una funcidn z(-) y una subsucesion de 1, (qu
aun la denominaremos de igual manera) de forma que u(z,, - ) — R(:) fuer
temente en Ws*(Q)) para todo § € (0,s).

La convergencia puede mejorarse dado que como ®(t) y §u(m+ Dim - eg

tdn acotadas se tiene queg [Vul 9 estd uniformemente acotada, lo que im

plica que z € W'(X) y que u(t,, -) converge débilmente a z(-) en Wia(X
El demostrar que z(-) es una solucién de (50) es estdndar v se basa en la mu.
tiplicacion de (62) por una funcidn test y paso al limite cuando v, — +x
Por ultimo, utilizando la primera desigualdad de (68) se deduce que z =
no es la solucién trivial.

Observacion. La conclusién del Teorema 3 puede ser mejorada baj
ciertas hipétesis adicionales. Asi, si la dimensidn del espacio es n= 1 er
tonces la convergencia dada en el Teorema 3 implica la convergencia e
Le(£2). Por otra parte, puede mostrarse que en ese ¢aso Z estd univoa
mente determinada y un simple argumento adicional permite ver que ¢
hecho U™(t, - ) — z cuando T — oo (y no solo cuando 1 = 7). Nétese tan
bién que todo resultado de unicidad para z solucién de (50) conduce
que el comportamiento Hmite, cuando T — co (0 equivalentemente cuand
t — T*) es independiente de la condicidn inicial. Sefialemos, por snliim
que se tiene z >0 en £2 vy asi se concluye que w{t, -} > 0 en {sites
ficientemente cercano a T* cuando la convergencia tiene lugar en Le(i}

i

Con respecto al caso en el que h > 0y q < 2 (hipdtesis (38)) la situ:
cién es mas compleja dado que el probiema pierde su homogeneidad. Fc
el Teorema 1, las soluciones w se hacen idénticamente h a partir de u
tiempo finito. Sea T* el primer instante en que eso ocurre. Ahora la 1in
ca singularidad de la ecuacién ocurre sobre Vw debido a que g < 2. I



Movimiento de descarga de gases en conductos largos: Modelizacion... 117

ssultado que sigue muestra que el «perfil» en t = T* es muy semejante
1 del caso m =1y h= 0. Comencemos definiendo la funcién g que mo-
ula el decaimiento cuando t—T%; definamos

8(t) = M2 - @)(T* - pive (74)

onde A > 0 es arbitrario. Para enunciar nuestro resultado serd cémodo
-abajar con la formulacion equivalente ya utilizada en la demostracion
el Teorema 1. Sea v = wm — h. Entonces v verifica

%%%W~AJ=O en (0, co)xQ
oV
o en (0, co)xI’, |
(75)
v=20 en (0, co)xI',
vi{0,x) =wix)-h en Q

iendo y(v) = (v + h)!/m sign (v + h).

Teorema 4. Supongamos h > 0, g <2y m = 1. Sea w,e L=(82) con
mix) = h en 2y sea v(t,x) la solucion de (75). Definamos la funcion

Vitx) = v(t,x)/8(1) (76)
on g(t) dada por (74). Entonces existe una sucesion creciente t,—~7T* y una

incion z(x) > 0 verificando

N

-Agz-Ciz=10 en £

dzZ
T = I »

™ 0 en ! (77)
z={ en I,

on C = 1/m h'="/m de manera que V{.t,)—z(-) al menos en el espacio de
‘obolev W™ (§), para un cierto s* = 1, cuando t,—~1*

Idea de la demostracion. Definamos la nueva incégnita

u(t,x) = V(1,x)
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donde 1t = 1(t) es un cambio de variable cumpliendo ©(0) = 0 y o(T*) = +c0
Eligiendo t(t) de manera que ot/ot = g¥9, e.d.

t=T*1 - ear),
se tiene que
a(t,x)u, = Au +Aa(t,x)u en 0<1t<o00,xeQ

:—:=O en 0<1<oo,xel] (78

u=0 en 0<t1<oo,x€el,

siendo a(t,x) = y’(v(t,x)). Obsérvese que a € L* y a > 0. Mds concreta-
mente

(I/m)ht-mm < g(1x) < I/m M(-"m i 0 <m < 1,
(I/m) MU-mm < g(1x) < I/m ht-™ sim = 1,

con M= |[v+hl|| . (véase p.e. (37)). Nétese también que a(t,-)—=>y’(h)
cuando T—+co, en £. El esquema del resto de la demostracion sigue de
cerca la del Teorema 3 pero con adecuadas modificaciones en Ia obten-
cién de cada una de esas etapas. Asi la estimacion sobre u, dada por (66)
debe reemplazarse por

T, )| L2y 0 cuando 1,— co. (79)

La demostracidn de (79) se obtiene multiplicando la ecuacion (78) por
u,, integrando por partes y utilizando las acotaciones sobre a(t,x) asi
como las estimaciones «a priori».

Cy(T* - 209 = [ B,(v(t,))dx = Cy(T* ~ 0>, (80)

siendo B, la funcion dada por (43) y C, y C, adecuadas constantes posi-
tivas. Las desigualdades (80) son una de las piezas claves e implican que

gguz(t,x)dx estd acotada uniformemente en t. La desigualdad de la izquier-

da se deduce de la inecuacidn (46). Para obtener la de la derecha se ha
de modificar convenientemente la demostracion del Lema 2 utilizando el
hecho de que y’(r) es decreciente toda vez que se ha supuesto m = 1. El
resto de la demostracion del Teorema 3 se adapta facilmente gracias a las
acotaciones sefialadas sobre a(t,x).
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Observacion. Nétese que la conclusién del Teorema 4 conduce, supo-
iendo h—0, a la dada en el Teorema 3 para m =1 y q < 2. Obsérvese
jue la hipétesis m(q — 1) << 1 ahora no garantiza la aplicabilidad del Teo-
ema 4.
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