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1. Introduccién. El objeto de esta comunicacion es el estudioc de la
controlabilidad de algunos problemas no lineales de tipo disipative (o
parabélico). A diferencia del caso conservativo (ecuacién de ondas), ya en
el caso lineal es bien conocido (LIONS (7)) que la controlabilidad es solo
posible en términos de densidad {controlabilidad aproximada en contraste a
contrabilidad exactal. Tal tipo de cuestiones parecen ser de una
importancia relevante en el estudio de la irreversibilidad de los cambios
para el Sistema Global del Planeta Tierra (LIONS [8]). Nuestro
objetivo es poner de manifiesto que a diferencia del caso lineal las
respuestas para formulaciones no lineales puede ser de distinto tipo
incluso aunque tal formulacién sea “bastante concreta”. Esta filosofia
serd ilustrada mediante ia consideracidn del Problema de Obstdculo asi
como ciertas ecuaciones parabdlicas semilineales. Estos resultados han

sido presentados en {4].

2. Sobre la gontrolabilidad aproximada de [neguaciones Variacionales

Parabolicas. Para fijar ideas comenzaremos considerando el problema de la

controlabilidad aproximada (por controles sobre el borde) 'd‘el Probiema de

Obstaculo
& Ay = 1, yzx0
at
a }en Q
(1v) y[ﬂ — ay-f) =0
ylt,x) = v{t,x} en %
y (0,x) =y (x} en Q,
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donde {2 representa un abierto acotadeo regular de iRN, Nzl, T>0, Q=(0,T)xQ y
£=(0,T)x89. La existencia, unicidad y regularidad de y solucién debil de
(IV) son bien conocidas bajo distintas hipotesis sobre ios datos f, ¥, ¥
sobre los controles v. Para el caso en el que v depende de t basta suponer

{ver BARBU [1]) feL*(Q), yoeLz+(Q) con

Li(ﬁ) = {weL¥(R) : w=0 c.p.t.p. de Q}

v veX con
(1 X = (vewz/a"yz(i) : vz0 sobre I}
para tener una dnica solucién  yeH'(0,T:LY(Q)AL%(0,T:H' (D).  (Otras

elecciones de X son también posibles; ver DIAZ [5])). Nuestrc interés se

EVTi) = {y(T,.:v)]y solucién de (IV), veX)

En el caso del problema lineal

By =
ETS Ay = T en Q
(L) y=v en T

y(%,0) = yo(x) en 2,

es bien conocide (LIONS [7]) que si x=L*(Z) entonces el conjunta de

alcanzabilidad asociado
EMT:X) = {y{T,.:v]|y solucién de (L), veX}

es un  subespacio afin  denso en LZ(Q). Se dice entonces que hay

Controlabilidad Aproximada {en L¥(Q)).

Para el estudio de propiedades similares para el Problema de
QObstaculo (IV} algunas precisiones preliminares se hacen necesarias. En
primer lugar es claro que EW(T:X)CL2+(Q). Ademas, por el principio de
comparacién (vease p.e. BREZIS {2]), se sabe que y(t,.:v)zy(t,.:0) dado
que vz0. La cuestién que se plantea ahora es la sigulente: ;Bajo que
hipotesis el conjunto EW(T:X) es denso en (y(T,.:O))+LZ+(Q)?.

Veremos que aparece una alternativa: {(a} Si f es "poco negativa" la
respuesta es afirmativa; (b) Si f es "muy negativa" la respuesta es
negativa.

El estudio del primer casc pasa por un refinamiento de los resultados

existentes para el caso lineal.



TEOREMA 1. Sean fel’(Q),y €L’ (@) y veX tal que los problemas (L) e (V)
admiten una dnica solucidn tal que y(T,,:v)eLZ(Q). Supongamos que
(2) X es denso en L2+(E].
Entonces se tiene lo siguiente:
i EN

{ii) Sea y solucidon de (IV) y sean { e ¥, tales que la funcidn

T:X) es denso en (y(T,.:O)+L2+(Q), con y seolucidn de (1.).

(3) z(t..)=S(t)y0(.)+J"'S(t—5)f(s,‘)ds
0
verifique
(4) Z(T,. >0 c.p.t.p. de Q,

gsiendo S(t) el semigrupo en L% asociado al operador Au=Auy,

D(A):;—;g(mnﬂzmy Entonces E(T:X) es denso en (y(T,;0D+L" (@h

Observacién L. Por el principio fuerte del maximo la hipétesis (4) se
verifica si fz=0 c.p.t.p. de Q. Tal condicién es también satisfecha para
ciertas funciones f cambiando de signo. Este es el caso, por ejemplo, de
cuando de supone y0>0 sobre {1, Tz~ en Q y T suficientemente pequefio. Una

hipotesis algo mas general gue (4) puede encontrarse en DIAZ [5].

Idea de |

demostracién. Para mostrar (i) basta comprobar que el conjunto
F= FL(T:X)=(y(T,.;v)—y(T,.:O)E y solucién de (L}, veX)

es denso en L2+(Q] si se toma, por ejemplo, ¥cC®(Z). Observemos que
FL(T:X]m(z(T,.:v)[ve)( y z satisface zx—Az=O en Q, z=v en £ y 2z(0,.:v)=0 en
Q). Supongamos, por el contrario, que existe geL2+(Q), g=0 tal que gef.
Por el teorema de la proyecciéon, como F es un cono convexe, existird una

unica uefF tal que

(5) (g—u,e)=0 veeF
¥y
(6) (g~u,u)=0
(vease por ejemplo [7]). Consideremos qEC([O,T]:LZ(Q)) solucién dnica del
problema
- % - Aq =0 en Q
{7) q =0 en I

q(T,x)=g{x}-ulx) en Q.
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Una simple integracién por partes muestra que (4} y (5) conducen a

®) OzJ e owex  y I L
z o b
. 0 0 2 . = o
siendo v €X (resp. v €L"(E)) si ueF (resp. ueF) con u=z(T,.:v ). De (2) ¥y
{8) se concluye que %vozo en . No es dificil mostrar que el resultado

queda demostrado si se supone (sin pérdida de generalidad) que g0 en un
entorno de 8Q. En ese caso existe 6>0 tal que v%50 en ﬁgE(T-a,T)xﬁn. Por
tanto % = 0 en E; y empleando un resultado bien conocido de Mizhoata
{(vease LIONS [7]) se concluye que q=0 en [T-8,TIxQ y de aqui la
contradicciéon. Para demostrar (ii}) basta observar que por (4) se tiene que
z{t,.)=y(t,;0) con y solueion de (IV). Por el principic de comparacién
yit,.:v)=z(t,.050 (pues v20) y asi y es solucién también de (L). EI

resultado es pues una consecuencia de (i). o

Observacién 2, Resultados de una naturaleza similar son también posibles

para el problema de la controlabilidad aproximada por controles en el

interior
ay - Ay = {+vy , yz=0
at w
ay en Q
y(—a—-{- Ay-—f~vxw]=0
¥y=0 en I
y(O,.)=y0(<) en

siendo w abierto regular tal que wccQ. Una exposicién detallada serda dada
en DIAZ [5] donde también se podrd encontrar un andlisis de Inecuaciones

Variacionales de tipo "elasto-plastico'.

Consideremos ahora el caso de una funcion [ "muy negativa" en un

entorno de 8Q. Sea d(x)=d(x,a0Q).

TEGREMA 2. Sea OcR' con Nyd, Sea f'eHl(O,T:Lz(Q)) con ft(t,.)ZO c.p.t.
te{l0,T) en Q y tal que existen A>0, C1>O, CZEO y 2¢adN/2 tales que

-0t -At -A
e +

(9) £1,x)2-C d(x) Ce Yeptp. de @, vie(T-g,T).

Sea yoe}iZ(Q). yoao en § tal que Ay0+f[G,A)zG c.p.t.p. de Q. Entonces

existen C::)O y anO tales que



(10) Osy(tw:V)ECSE_Md(x)Z_ud—qu-At,

vte(T~g,T], c.p.t.p. de Q ¥y wveCi(5). En particular EY(T:X) no es denso
en {y(T,.:0))+L° (A} st XeL® (2).

idea de la demostracién. Sin pérdida de generalidad se puede suponer

(1) veC*(X) con vt(t,.)ZO v¥te(0,T), en I.

En efecto, por un argumento de aproximacién es facil ver (ue V;ECZ(Z]
existe v satisfaciendo (11) tal que vev y por tanto OSy(t,.:\:)Ey(t,.:v),
Una vez supuesto (ll1) se muestra que yt(t,.:v)EO c.p.t. te(0,T) en Q. Esto
se obtiene aproximando y por Ye solucicnes del problema asociado a la

aproximacion del grafo maximal mondtono
(12) B(r)=¢ si r<0, B(r)={0} si 0, B(0}=(-w,0]

por sus aproximacicnes Yosida. Derivando la ecuacidn aproximada respecto a
t y utilizando (1) se concluye tras  paso  al Iimite  que ytzo.

Introduzcamos ahora el cambio de variable y(t,x):eAty(t,x) y  definamos
ym(x)=de(x)2-m+Cq.Utilizandu que Ad es una funcién acotada y que |Vd|=l
en un entorno de 49, se pueden elegir C3 y 64 tales que

-AY +A¥ 2-C dx)%C_ en @

© ] 1 2

Pero como

~By(t, eyt )eB( e, Doe T, -y (¢,.) en Q

y(t,.)=v(t..)5§m(.J en an

(8 dado por (12)) se concluye que ;(t,.)5§m(.) en §. c.p.t. te(T-£,T), lo

que muestra el resultado.

Observacién 3. La hipétesis N>4 sélo ha sido utilizada para garantizar que

una funcién f satisfaciendo {9) pueda pertenecer al espacio LZ(O,T:LZ(Q)),
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3. Algunas observacicnes sobre la gontrolabilidad aproximada de otros

problemas parabdlicos no lineales. Consideremos ahora e! problema

parabdlico semilineal

8y _ -

T Ay+f(y)=0 en Q
(SL) { y=v en I

y(O,x)=yD[xJ en .

Nuestro objetivo es obtener hipbtesis sobre f{(y) para que el problema (SL)
verifique ia propiedad de controlabilidad aproximada. Para fijar ideas nos

cenfraremos en el caso particular de
{(13) f(r)=7\}r[p_lr VreR

cont AXQ y pr0. Se tiene

TEOREMA 3. Sean yDeLz+(Q) y veX con X dado por (1). Entonces, si T esta
dade por (13) el problema (SL) satisface la propiedad de la

controlabilidad aproximada si y solamente si p=l.

Sobre la demostracién del anterior resultado nos limitaremos a
indicar que la controlabilidad aproximada para p¢ se deduce de Ia
aplicacién de un resultado de SEIDMAN [10] (p=l es bien conocido).La

respuesta negativa para p)l se deduce de la estimacion “a priori"

universal del tipo
(14) vl =g (46 g (1)

con wl funciones crecientes adecuadas, satisfecha por toda solucién no
negativa y de {SL) si p>l. Tal tipo de estimaciones son bien conocidas
desde hace ya algunos afios (vease por ejemplo VERON [11] y BREZIS-FRIEDMAN

[3n.

Qbservacién 4. Resultados de una naturaleza similar al Teorema 3 para

controles del Tlujo sobre una parte del borde

EX:v en T, —BJ’-:O en I_ con I=Y uL
an 1 an 2 172

son debidos a J. HENRY (caso del p<l [6]) ¥y A. BAMBERGER (contraejemplo

por un método de energia para el caso p>l, vease [6]},



Observacién 5. Estimaciones universales del tipo {14) son también
satisfechas para otras ecuaciones cuasilinieales parabolicas. En tales
casos se tienen de manera automatica respuestas negativas a la cuestién de
la controlabilidad aproximada para esas ecuaciones. Asi por ejemplo,
consideremos la ecuacién de Burger (que puede ser entendida como una
simplificacién de la de Navier-Stokes al casoc de una dimensién y con

gradiente de presiones nulo)
¥,tyy ey =0 en (0,T)x{0,L)
X

y(t,0)=h , y(t,L)=v(t) en (O,T)
y(O,x):yO(x] en (O,L).

Siguiendo la idea de la demostracién del Teorema 2 no es dificil mostrar

que si v{t)=0, h=0 y si se supone yo(.)ZO adecuada, entonces
osy(t.x)scl(L—x)"lﬂ:2 vte(0,T), vxe(O,L).

Otra clase de ecuaciones para la que es posible obtener estimaciones

universales es la dada por
yt—dxv(vDVyleyiVyJ = f

con vuzo, uL>O que aparece en fendmenos de turbulencia (modelo de
Smagorinsky) (vease C. PARES [9)). Un dssarrollo de estos temas podra

encontrarse en DIAZ [5].
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