J.I. DIAZ

UN PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE EN EL ESTUDIO DEL
EQUILIBRIO MAGNETOHIDRODINAMICO DE UN PLASMA
EN UNA CONFIGURACION STELLARATOR

i. INTRODUCCION.

En este trabajo ge exponen diversos resultados sobre el
tratamiento matemidtico del equilibric de un plasma ceonfinado
magnéticamente en un Stellarator. Aunque el problema de partida
es de caracter tridimensicnal la formulacién que aqui abordaremos
es bidimensional gracias a las técnicas de promedio desarrolladas
en Hender-Carreras (1984). Por otra parte, dado que Ila
localizacidén exacta de la regidén ocupada por el plasma es
desconocida "a priori" el modeloc matemdtico es formulado como un
problema de frontera 1libre, es decir, como un problema de
contorno planteado sobre un dominico conocido que encierra la
regién del plasma teniendo esta Ultima como borde la frontera
libre,

En la seccién 2 se presenta la obtencién del modelo.
Partiendo de 1las ecuaciones de la magnetohidrodindmica, se
analizan las coordenadas contravariantes y covariantes del campo
magnético B en términos de las coordenadas de Boozer en el vacio.
Se obtiene una ecuacién no lineal en derivadas parciales (del

tipo de la de Grad-Shafranow) para el flujo poloidal ¢ despues de



aplicar el proceso de promedios de Hender-Carreras. Se introduce
la formulacidén de tipo Ifrontera 1libre y se analizan las
propiedades de la funcién desconocida F(y) a través de la
condicién de corriente nula en el interior de cada superficie
magnética.

Las secciones 3 y 4 recogen algunos resultados matematicos
sobre la existencia de soluciones. La Seccidén 3 comienza
mostrande la elipticidad del operador en derivadas parciales y
después aborda una primera formulacién del preblema. Se trata de
una versién simplificada en la que la funcidén F(y) se supone
conocida y ademds la condicién de corriente nula soclo es
requerida sobre el interior de las superficies magnéticas ¥ = cte
que encierran al plasma (Diaz, 1991).

La Seccidén 4 aborda el problema en su completa generalidad,
formuldndole como un problema no local gracias a la nocidén de
reordenamiente relativo de una funcién (Diaz, 1992). Finalmente
se presentan los recientes resultados de Diaz-Rakotoson (1993)

obtenidos para esta formulacién general.

2. Descripcién del problema con frontera libre tridimensicnal

Uno de los problemas mas importantes en fusién termo-nuclear
controlada es la deteccidn de las condiciocnes bajo las cuales un
plasma puede ser confinado por un campo magnético sin entrar en
contacto con las paredes de la cédmara que le contlene.

La teoria del equilibric analiza las condiciones en las que
la presién del plasma en cada punto se equilibra con la fuerza
electromagnética.

Supondremos que la descripcidn macroscopica del plasma viene
dada por el modelo ideal de la Magnetohidrodindmica (MHD) en el
que las incégnitas son:

p(x)eR, la presién del plasma

B(X)ERS, el campo magnético,



J(X)ERS, la densidad de corriente eléctrica.
El modelo ideal de MHD en regimen estacionario viene dado

por el sistema de ecuaciocnes

Vp=JxB (2.1)
V.B=divB=0 (2.2)
VxB=rotB=qu (2.3)

donde “0 es el coeficiente de permeabilidad magnética, que
supondremos en lo gue sigue u0=1, dado que M, €5 una constante
irrelevante.

Las anteriores ecuaciones tienen lugar sobre la regién

Q* cR° (2.4)

ocupada por el plasma. ’

Siguiendo a Freidberg (1982) podemos asociar dos tipos de
problemas de contorno al sistema (2.1), (2.2), (2.3):

(a) paredes perfectamente conductoras: en este caso se

supone que el plasma se extiende en © hasta un borde
P

GQP conocido "a priori" supuesto conductor perfecto. las
condiciones de contornoe resultan de expresar que el
campo tangencial y el campo magnético normal se anulan
en la pared conductora.

n.B=0 (2.5)
donde n es el vector normal exterior en an*p.

(b} regién de aislamiento o de vacio. Una situacién mas

realista corresponde a cuando se supcne el plasma
aislado de las paredes conductoras por medio de una
regién de vacio. El sistema plasma- vacio es entonces un

problema de frontera libre dade que la regidén ocupada

por el plasma O* no es conocida a priori y por tanto
P
aparece una superficie o frontera libre separando 2 de
p
la regién de vacio que pasa a ser una incédgnita mas del
problema. Llamemos
S=aQ*
p
a esa frontera libre y supongamos, de momento, que es

una superficie regular admitiendo wun vector normal



-~

exterior a Q* gue denotaremos por n.
P

Comencemos describiendo la llamada formulacidn fuerte: partimos

de unas paredes perfectamente conductoras 30Q* que delimitan una
regién abierta y regular
Q*cR.

El problema es hallar p:QiaR y , B, J :QaRSy una regién Q:CQ*
de borde S=69: tales qu? ss v?rifiquen (2.1), (2.2) y (2.3) sobre
Q*. Si denotamos por p, B, J a la restriccién de las incégnitas
sgbre la regién de vacio Q:=Q*—§: y mantenemos p, B y J para la
restriccidén sobre Qi, se ha de verificar que

V.B=0 (2.6)

n en Q*
UxB=0 v (2.7)
Por definicién la superficie S5 es una superficie de presién

constante por lo que ha de verificarse que

~ A

n.B=n.B=0 en S (2.8)
Ademds wutilizando la ley de Ampere se llega (Freidberg
(1982) p.816) a que ha de ser

2 s
=B
S

(2.9)

5
En muchos problemas de frontera libre la formulacién fuerte
(tal cual) no admite solucidén por lo que conviene introducir una

formulacidn débil en la gque la frontera libre viene dada solo de

manera implicita. La idea es tomar como incégnitas las funciones
anteriores pero ahora extendidas a todo QF e.d.

p: Q*3R, B, J:Q*sR°
de manera que satisfagan un sistema global, e.d. definido en todo

Q¥ yv compatible con las ecuaciones de la formulacién fuerte e.d.

Vp=JxB (2.1%)
V.B=0 en Q¥ (2.2%)
VxB~=J (2.3%)

La regidén de vacio vendria dada entonces por



Qi={xe9*:J(x)=0}
y se tendria por tanto que

Vp=0 en Qi.
La condicién (2.8) resultaria solo de la exigencia de que B fuese
una funcién continua en Q*, o mads en general BE(Hl(Q*))3 (espacio
de Sobolev sobre L%(Q*)). La funcién "presién" estid definida
salvo una constante aditiva. Por tanto podemos tomar dicha

constante de manera que sobre 3Qi=5 se tenga

p=0 en S (2.10)
con lo que la condicién (2.9) se reduce ahora a
B°<B° en S (2.9%)

Finalmente las condiciones de contorno sobre Q¥ expresan la

codicidén de pared perfectamente conductora, e.d.
n.B=0 en 80Q%. (2.5%)

Mas adelante veremos una formulacidén bidimensional derivada
de la tridimensional y con la gran ventaja de su expresidén en
términos de un problema de contorno para una ecuacidén de tipo
eliptico sobre wuna incégnita escalar: el flujo poloidal
promediado.

Con el fin de determinar las componentes de B es comodo
sustituir el sistema standard de coordenadas cilindricas por una
parametrizacién adecuada: las coordenadas del flujo en el vacio
(Boozer (1982)}.

Se parte del campe magnético Bv creado en el vacio en
ausencia del plasma. De nuevo las ecuaciones de partida son las
del sistema (MHD) (2.1), (2.2) y (2.3) pero ahora con JV%O.
Observemos que, en general, de la ecuacidén (2.1) se deduce que B
y J son ortogonales a Vp, e.d.

B. Vp=0 Yy J. Vp=0
Luege las lineas de campo (de igual valor de B) y de corriente
(de 1igual wvalor de J) estan sumergidas en 1las superficies
isobaras (de igual valor de p}l.
Las lineas de campo asociladas a Bv permaneceran en

superficies toroidales anidadas (Kruskal-Kulsrud, 1958) y las



denotaremos por p=cte. Son las llamadas superficies magnéticas y

vienen determinadas por la condicién

Bv.Vp=O (2.16)
La superficie correspondiente a p=0 es un toro que degenera

en una curva: el eje magnético.

Sobre cada una de estas superficies definiremos otras dos
coordenadas (0, ¢) que son denotadas por

6= angulo poloidal y ¢= angulo toroidal.

Cada punto P de coordenadas cartesianas (X1’ X Xs) se
puede escribir en términos de (p,8,¢) una vez conocida la
transformacién de coordenadas

xi=xi(p,9,¢)
y su inversa
p=p(x1,xz,x3), 9=9{x1,x2,x3), ¢=¢(x1,X2,x3}
Repasemos brevemente algunas nociones de Geometria Diferencial.

Las superficies p=cte, 6=cte vy ¢=cte son llamadas
superficies de coordenadas. Las curvas formadas al intersectar
dos de las anteriores superficies forman una curva que se

denomina curva de coordenadag de la restante variable. Asociadas

a cada punto de esas superficies podemos definir dos bases de
vectores
» base covariante: {ei}

ar ar ar
e = -

1 dp ' 2 88 ° €3 ag

3

siendo r=}) x i el vector de posicién de un punto P. Dado
j=1

que las derivadas se toman cuando las otras variables son

constantes se deduce que

e es tangente a la curva de coordenadas p

e, es tangente a la curva de coordenadas 6

e, es tangente a la curva de coordenadas ¢

(nétese que no son necesariamente ortogonales entre si ni



de norma unidad).

; i .
+ base contravariante {e'}. Se definen como los vectores

noermales a las superficies de coordenadas: asi,

1_g._| 8P dp dp 2_ 3_
e =Vp [ axl, 6x2’ axa], e =V8, e =V¢

De la anterior definicién se deduce facilmente que

i s 3 x
ei.e =0 sl i=j

De hecho
ax ax ax
e or _ 1 i + i + i
1 ap 8p "1 dp T2 p 73
8x ax ox
e:.ﬂ‘.z i + i + 1.
2 de ae 1 ae 2 ae 3
ar Bx1 6x2 ox
e_= = i+ i+ i

3 d¢ I 1 3 2 8¢ a3’
Por tanto se tiene que

e.e =611. (2.17)
En particular para cada permutacién ciclica (i, j,k) se

obtiene que
ei=D(eJxek)
siendo

xe’) t=(vp. voxve) ! (2.18)

vy que no es otra cosa que el Jacobiano del camblo de variables de

D=(el,e

cartesianas a las coordenadas (p,8,¢) e.d.
ar < ar ar
ap ge ¢
Dado un vector A, gracias a (2.16), podemog descomponerlo en

D_

cada una de esas bases obteniendo sus coordenadas contravariantes

Ai

A=ZAie1 con Ali=A.e', e.d., A'=A.Vp, A%=A.Ve, A’=A.Vg

y sus coordenadas covariantes A
1

— i =
=TA e , A=Ae



e.d., A1=DA.V9xV¢ , A2=DA.V¢pr , A3=DA.Vpr9
En el caso concreto del campo de vectores Bv, de (3.1)

deducimos que B€=Bv.Vp=0 y por tanto
=% +r? =n(r® ¢ =
Bv Bvez+Bve3 D(BVV¢pr+BvaxV6) (2.19)
vpx (p8*ve-B2vg).
Recordemos también que si AFZAiei es un campo regular de

vectores por la regla de la cadena se obtlene que

= 1 18 (oaPre 8 a®y. 8 oa®
V.A [_EE(DA )+—5§(DA )+—(DA )]

D ag

En el caso concreto del campo B, come B°=0 obtenemos que
Y v

8

d

18 mr® ¢
v.Bv—[—ga(DBv)+_—$(DBv)]Vp.vexv¢

Por tanto la condicién (2.2) conduce a

a(DBS) a(DBf)

39 + ) =0 (2.20)

Aplicando ahora el Teorema de caracterizacién de los campos
conservativos (vease p.e., Marsden-Tromba (1991) p.518) al campo
DB¢e2~~DBBe3 se concluye la existencia de una funcidén escalar
A: ¥R tal que

DB =— — y pp?- 92

a¢ v '-56— (2.21)

De esta manera podemos escribir (2.19) en los siguientes términos

aa oA
BV~Vpx[ =5 VB+—55—V¢]~VprA (2.22)

De la definicién de A en (2.21) se deduce que A estid bien
definida salvo una funcién aditiva de p, Nétese también que las
lineas de campo de B vienen dadas como la Iinterseccidén de las
superficies

p=cte y A=cte,.



. e
Observemos ahora gque aungue las funciones DB
v

y DB? son

periodicas en los "&dngulos" 8 y ¢ pero que esto no implica que lo

sea la funcién A. Una manera de pasar a otras coordenadas

periddicas es la siguiente: se comienza definiendo

P(p, 0, $): =5 [A(p, 0421, $)-A(p, 8, $)1: =[] """
T(p, 0, §): =2 I[A(p, 04211, ) -A(p, 0, $) ]: = m‘é’*a"
Utilizando (2.21)
—gg—=—1——[naf]g+"=o , ‘g%"‘i“[ -0810"=0  (2.23)
o~ - nB?13 =0 , OF _ 1 (-pp?1%"0 (2.24)

30 a6 20 - ovig

De (2.23) y (2.24) se concluye que
P=P(p) y T=T(p).
Definamos ahora
A(p,8,0):=A(p,0,¢)-P(p)-T(p)s.
Se tiene que XA es una funcién peridédica de 8 y ¢ pues

g+a2m 9+2n

[7t]e

-[A]

¢+2n_ ¢ezm
¢ [h]¢

En conclusidén de (2.25) deducimos que

A(p,8,d)=P(p)o+T(p)¢+A(p, 6, )

con A periédica en @ y ¢.

[A] -T(p)2n=0

Las funciones P(p) y T(p) admiten una
interpretacién geométrica. Comencemos per escribir
P(p)=z'{p) y T(p)=t’ (p).
Entonces
vaVva(Pe+Te+A)=vpx(Pve+Tv¢+vX)
=VzxVe+VExVe+VpxVa
=VUx (VZVe+tVp-AVp)

Por el Teorema de Stokes se tendrd pues que

(2.25)

importante

(2.26)

(2.27)



J B .do=f. (zVe+tVp-Alp).dl=f (zde+tdg-Adp), (2.28)
v an o

siendo A un elemento de area torcidal infinitesimal alrededor de
¢=cte y de seccién la corona definida por p y ptdp. De (2.28) se

concluye que si definimos la funcidén flujo toroidal wt(p) por

jABv.dGEZHwt(p)

entonces
211 211
ZHw;(p)dp=f (z+P6p)dB-J zde=2IP(p)dp
o] 0
e.d.
P(p)=w;(p). (2.29)

Si definimos analogamente el flujo poloidal ¢ (p) por
p

J B .do=2Ty (p)
AY P

con A un elemento de area poloidal infinitesimal de seccidén B=cte

entre p y p+dp se llega a que

T(p)=w;(p). (2.30)
De esta manera la relacidén (3.10) se puede escribir en la forma
A(p,e,¢)=w;(p)6+w;(p)¢+3(p,9,¢). (2.31)
Finalmente, si se define la iransformada racional
Y (p)
L(p)=_$¥TET_ (2.32)
t
se concluye que
A(p, 8, ¢)=p, (6-Lg)+A (2.33)

En la practica interesa tomar un conjunto de coordenadas
(p,em,¢m) distinto, llamadas coordenadas magnéticas de manera que
la funcidén Xm asoclada sea tal que A =0. En ese caso se tiene la

m

descomposicion

B =VpxVA
Y i (2.30)
hm(p,Gm,¢m)=w;(p)em+w;(p)¢m.

-10-



Para encontrar esas coordenadas basta tomar

. X+F(p) ~
Gm—G +-————w—:‘("—5'j"“" + Lf
p =p+F

con F(p) vy f (funcién periédica) arbitrarias. Por ejemplo f=0=F.
(Vease Miyamoto (1989) pag 171).

Como consecuencia de (2.34) se tiene que

BV=Vpx(¢;(p)V9m+¢;(p)V¢m) (2.35)
=thxV6m+V¢pr¢m

=Ty xV (6 -t
wt m ¢m)
En la préactica conviene redefinir p de otra manera. Observemos
que en el caso de que las superficies magnéticas fueran toros
2
Bop
regulares de seccidn circular se tendria que wt=-§~——. Por tanto

se toma p=v zwt y asi (2.35) se puede escribir como
Bv=BoprxV(9—L¢)

Las lineas de campo de B son ahora
v

p=cte
A =cte e.d. 0 =t¢ +cte.
m m

m
e.d. la relacidn entre Am y Gm es afin ( y las lineas de campo de
B son rectas en el plano (8 ,¢ ).
v m m
Estudiemos ahora las coordenadas covariantes de BV e.d.
tales que
= -+ .
Bv vavp+Bv6V9 BV¢V¢
Analicemos previamente el caso de unos campos genéricos B y

J verificando la ecuacidén (2.3). Se tendra entonces que

qu=VxB=VBprp+VB9xV9+VB¢xV¢ (2.36)

Ahora bien, se verifica que
J.Vp=0 (2.37)

pues J es ortogonal a B. Por tanto de (2.36) se deduce que

-11-



dB 8B
) ¢ _
- 5% * 75 0 (2.38)

De nuevo, por la caracterizacién de 1los campos conservativos

existird una funcién escalar x(p,0,¢) tal que

- 9x - 0%
By=30 y By=Zg -
En consecuencia
= ax ax
BmeVp+ 55 VO+ ) Vo (2.39)
=BVp+Vy
con
ax
=B — (2.40)
B p dp

Utilizando la periodicidad de B respecto de los "angulos" @
y ¢ como se hizo en el caso de coordenadas contravariantes se
llega a que
2(p,0,9)=1(p)o+G(plep+x(p, 8, )
con ; periddica en 8 y ¢. Observemos también que las funciones
y(y ¥) v B estan definidas salvo una funcién de p arbitraria.

Por el teorema de Stokes, (2.36) y (2.39) se tiene que

JAJ.da=§aAB.dl=§aA(de+dx)

Si la curva 8A estd sumergida en una superficie magnética con

p=cte, entonces
J.do=§_ dy=Ax=I(p)A6+G(p)A¢p
A dA
donde A simboliza a un incremento. En consecuencia si tomamos la

superficie A de manera que A6=21 y A¢g=0 se obtiene la

caracterizacién

1(p)= ;H j J.do (2.41)
tor

y de ahi que a I(p) se le llame corriente toroidal. Si por el

contrario se elige A de manera que AB=0 y A¢d=2I1 entonces resulta

-12-



“0
G(S)““é—n— J J.do (2.42)
pol

Definicién. Las coordenadas magnéticas de Boozer (p,86 ,¢m) son
m

aquellas en las que XB=O y §B=O e.d.
B=Vpr7tB con AB=wt(p)9B+wP(p)¢B (2.43)
B=BBVp+VxB con xB=I(p)eB+G(p (2.44)

Observese que esto requiere que

CURGCAOR O (2. 45)

1o +Go =16+Go+x.

Este es un sistema de dos ecuaciones lineales en BB y ¢B de

solucidén Unica la dada por

(2.46)

La forma covariante de B en coordenadas magnéticas de Boozer
es
=B*Vp+IVGB+GV¢B (2.47)
siendo
B*=BB+I’ eB+G’ ¢B
En ese caso se tiene que
(a) las lineas de campo de B, p=cte y AB=cte son

GB=L¢B+cte
(b) las lineas de VpxB, e.d. p=cte y xB=cte son

I
= -~ g +
¢B s cte.

e.d. las lineas de campo de B y sus perpendiculares sobre las

superficies magnéticag vienen ahora representadas por lineas

rectas.

-13-



Volvamos ahora al campo Bv en el vacioc. Como J;=O se tienen
que I v G son constantes. Ademas como
Vva=VB#pr=0
se obtiene que B,=B,(p). Si ademds suponemos que en el interior
de las superficies magnéticas solo hay el vacio se tendria que
I=0
Bajo simetria de stellarator, para 6=0 y ¢=0 se tiene que los

vectores Vp y r (vector de posicidon) y e, son paralelos y por

¢
tanto
0=B_.Vp=R, (p) (Vp)*+GVg. Vp
luego
B (p)=0
con lo que
B_=GV¢

con G constante, que en lo que sigue denominaremos F e.d.
v

BV=FVV¢. (2.48)
Siguiendo el trabajo de Hender—-Carreras (1984), con el fin
de evitar singularidades en el tensor de la méirica g del camblo
de coordenadas, conviene tomar como nuevas coordenadas (p,p8,¢) y
asi no es dificil verificar que el Jacobiano es
B |*

- v

BF °
0 v

D=[VpxV{pB)]. V¢ (2.49)

Debido a la geometria peculiar de los stellarators una gran
parte de las funciones que aparecen en las secciones anteriores
son funciones periddicas de ¢ (debide a la estructura toroidal)
asi como de My donde M es el nimero de simetrias parciales
{toroidal fields periods) que se supondrid siempre M>>1 (en el
TJ-1I,M=4). Aparece pues un primer parametro pequefio

e=1/M (2.50)
y asi un buen numero de funciones A se podran escribir como
A=A(p,0,4,-2). (2.51)
En (2.51) hay pues una dependencia respecto al angulo "rapido"
¢

— Y el angulo "lento" ¢. La idea central del proceso de

-14-



"promedios”, desarrollado de manera sistematica por Bogolyubov y
Mitropolskij (1974), radica en la descomposicidn
A=<A>+A (2.52)

donde

1 2T
A= IO Adg (2.53)

es la parte promediada y A la rapidamente oscilante. Ahora <A>
pasa a ser una funcidén constante en ¢. Una justificacidn
detallada de las simplificaciones que encierra este método puede
encontrarse en Morozov-Sclovev (1971) o Hale (1970).

En virtud de la descomposicidén del campo magnético en el
vacio Bv vista antericrmente y de la expresién del jacobiano Dv

ge tiene que

Bf=o (2.54)
0
B =B pt D (2.55)
v O v
5?=g p. (2.56)
v O

De la estructura de D (vease (2.49). Resulta que conviene
aplicar la descomposicién (2.52) en la forma

~

1 i i
B _ _B B
5 = < B >+[ ] (2.57)

D
donde i=pv,9v,¢v v B es el campo magnético en presencia del

plasma. Las hipétesis de ordenes de magnitud son

0 ¢ P
B B B
< 5 > ] , < 5 >~1  , < 5 >~ B ~ g (2.58)

donde se ha supuesto que

B~e, siendo B=;IE——5
5|Bl

Aqui € representa "the inverse aspect ratio"

e= ; (2.59)

0
con radic menor medio y Ro radio mayor medio de las superficies

toroidales. En el sistema de coordenadas en el vacio podemos dar

-15-



ordenes de magnitud a los elementos de la métrica asociada. Se

toma también como hipéteszis que los elementos de 1la métrica

verifican
(gPP)~(g%0)~ (%)~ (g??)~5 (2. 60)
con
e~52 y M~—%—

Esto permite concluir que

P e
B B
en base a consideraciones de tipo fisico (vease Hender-Carreras

(1984)).

Es importante sefialar que las hipdtesis de ordenes de
magnitud coinciden con las de Green-Johnson (1961). Sin embargo,
el tomar como sistema de coordenadas las del flujo en el vacilo
tiene importantes ventajas frente a las coordenadas toroidales
fijas tomadas en Green- Johnson (1961). Asi por ejemplo, 1la
relacidén de equilibrio

B. Vp=0

al descomponerla en sus partes promediadas y rapidamente
oscilantes da

<B>. V<p>+<B. Vp>=0 (2.62)
Yy

B. V<p>+<B>. Vp=0 (2.63)
(Estas relaciones so obtienen dade que <B>=0 y <V5>=0 Yy por
suponer (B.Vp) despreciable). Utilizando las hipétesis se
comprueba que el término <§V5> debe ser explicitamente
despreciado al encontrar las ecuaciones de equillibrio y esto
evita otros razonamientos adicionales necesarios en el caso de
coordenadas fijas (vease Green-Johnson (1961)).

La componente radial de la ecuacién de equilibrio (2.1)
conduce, por medic del término dominante de su desarrollo en

potencias de g, a la ecuacidn
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]
a B 1 a8 1 8
—-< > <B >-< > -—_ .
5 3 B¢ 5 [ 5 Er (p<Be>) - 6 <Bp>] (2.64)
1 8<P>
= D >T—

Observese que los términos de productos de funciones fluctuantes
no se han retenido por ser de orden superior en e. lLas
componentes en @ y ¢ de la relacién (2.1) conducen, en su término

relevante, a las ecuaciones

o 3<B >

fo}
B°T1 3 13 B°. 1 ¢
<ﬁ'>[5"‘ Eﬁ(p <BB>)— T <Bp>]— ) o 78 (2.65)
1 1 a<pP>
=<g> =~
p 8<B > P 8<B >
B 1 ¢ B ¢ _
< 5 > 5 55 + < D > p 0 (2.66)

Tomando promedios en la ecuacién (2.2) y despreciando los
términos oscilantes en ¢ se concluye que <V.B>=0 y por tanto

fo) )

i ( B ]+ a B

—ap\P D |t ae ()

Aplicando el teorema de caraciterizacién de campos conservativos

existird una funcién ¢ (que llamaremos flujo poloidal promediado)

tal que

[o] ‘ )
< B S 1 U} , < B = a1l
D p ae D ap

De las ecuaciones (2.66) y (2.67) deducimos que V<B

(2.67)

¢> es paralelo

a VY (donde ahora el simbolo V se refiere al gradiente

bidimensional). Por lo tanto <B,> no depende mas que Y

¢

<B¢>EF(W)

con F desconocida "a priori". Analogamente, de la condicidn
<B>.V<p>=0 y la definicién de Y volvemos a concluir que V<p> es

paralelo a V¢ y por tanto p es funcidén solo de y y escribiremos

<p>=p (Y).
Las ecuaciones {2.64) y (2.65) se pueden escribir entonces

como

-17 -



¢
1 98 1 8 o BY _ar 1 _dp
% ap P Bl g By vy wm W

(2.68)

Escribiendo (2.68) en términos de 1los elementos de 1la

métrica g se concluye (vease Hender-Carreras (1984)} la ecuacidn

i a pp,_0Y po,_ oy pe, 8y
o 3p (p <g""> 3p +<g > 36 (<g" > 3p +
00 B F(y)
e >y o VM1 8 a2 epy 18 o 0
5 36 ) Fv [ 5 ap(p L<g >)+p ae(pa<g >) (2.69)
BUSLIPE SN
B, D dy Ay ’

La ecuacidn (2.69) se ha obtenido promediando las ecuaciones
(2.1) v (2.3) que se verifican sobre la regidén ocupada por el
plasma. Como B y Bv difieren "poco" sobre la zona de vacio Qf,
podemos supcner que la regidon de plasma Qz esta contenida en la
regién limitada por una superficie magnética del campo Bv,p=Cp.
Tomamos ahora como £* una regién que contenga a ese dominio y que
venga delimitada por otra superficie magnética de Bv, e.d.

Q*={{p ,0 ,9 ):0=p <C1}
con C1>Cp. Se tendra entonces que

={(p ,0 ,¢ }:Cp<p <C1}‘
En el proceso de promedios esos conjuntos de transformaran

en los dominios bidimensionales
Q={(p ,0 ):0=p <C1}
Q ={(p ,8 ):0=p <C }
P P
= :1C =p < .
Q {(p ,0) Cp p C1}
La ecuacién (2.69) se ha de verificar pues sobre la regidn
Q. Tal y como se comentd anteriormente, en la regién de vacio Qi
P
se tienen tambien el mismo sistema de ecuaciones (2.1%), (2.2%),

(2.3*%) dado que en esa regién se puede tomar p=0 y J=0.

Denominemos £y al operador

—-18-



21 ] a oy g ay aw
o e ap(apﬂ 76 @ 0o 30 " 5200750 } (2.70)

siendo

a_ (p,0)=p<g’P>(p,0)
pp'P P<g P

a 9(p,9)=<gpe>(p,9)

(2.71)
6p (p,e)—<g >(p,9)
aeecp,eJ-fg——gﬁﬁLﬁl .
Entonces socobre Q se tlene que
—£w=b (p,B)F(¢)+F(¢) W (¢)+b (p,0 W ——(y) (2.72)
mientras que en Qv se tiene que
—ﬁﬁw:bo(p,e]Fv (2.73)
dado que
F(¢(p,9))=Fv en Q . (2.74)

La anterior relacidén se tiene de la identificacién de B con B al
v
restringirlo sobre 2. Mas tarde veremos otra Jjustificacidén de
v
este hecho. En 1las anteriores férmulas se ha utilizado 1a

siguiente notacidn:

Bo a 2 pp Jolt]
bo(p,e) = oF [—55(9 L<gm v (pu<g >)]
(2.75)
F

Analicemos ahora las condiciones de contorno. Tal y como se
indicéd anteriormente, se debe exigir la condicién (2.5%) lo que

conduce a

<B>.n=0 en 0 (2.76)
con n=(np,ne) vector normal unitario exterior a 92. De la

definicidn de ¥ en (2.76) concluimos que

-19-



1o

ay -
P ET) np — W ne = 0 en 4Q.

No es dificil comprobar que esto equivale a pedir que

8y _
S = 0 en dQ (2.77)

donde T es el vector unitaric tangente a 8Q. Por tanto concluimos
que Y es constante en 8Q. Ademds en virtud de (2.8) de manera
andloga se concluye que Y es también constante sobre &9 .

Como Y estad definida modulo una constante aditisa podemos
adoptar el criterio de que

=0 en BQp (2.78)

d=cte=y en 9. (2.79)
con y desconocida "a priori",

La funcién pl(y) no puede ser determinada con la sola ayuda
de las ecuaciones de la magnetohidrodinédmica y por tanto se
interpreta como una "ley de estado" o constitutiva del plasma. En
la practica se ha comprobado que leyes del tipo

ply)=ay” si >0 con m>1 y a>0 y p(@W)=0 si ¢=0 (2.80)
dan resultados numéricos concordes con los experimentos. En

cualquier caso parece natural suponer (vease Temam (1975)
P(W)=—%—(W+)2 con A»0 {2.81)
siendo ¢+=¢ si >0, w+=0 si ¢=0.

Con respecto a la funcién F(¢) conviene sefialar que también
es desconocida "a priori" aunque existen variog argumentos
adicionales que parecen determinarla de manera univeca. La
condicién adicional que resulta mads Gtil a este respecto es la
que corresponde al hecho de que en stellarators 1la corriente
total a lo largo de cada superficie de flujo debe ser nula por la
disposicién de las bobinas externas. Dado que la densidad de

corriente viene determinada por la expresién
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- Fly)—/—)— b, (p,0) —— ()

dw

la citada condicidén se debe enunciar como

dw

1=-I F ()W) +b_ (p,e)—-———(lll) odpde=0
{y=c} W dy
(2.82)

para todo valor de celinf ¥, sup yl.
Q Q

Observemos que como b1 es una funcién positiva la igualdad

cen (2.82) solo puede ser posible si

Fy)———W)=0 si ys0 y FY)——P)<0 si >0 (2.83)

W W
Como por otra parte se suele tomar F(¢)=FV>O si Y=0 [vease
(2.74)] encontramos que un conjunto de hipdtesis naturales es

F(y)=0 Yy (2.84)

W ———(y)=0 V. (2.85)

y por tanto podemos suponer que

F(W)—F >0 si Y=0 y F(¢) es una funcién
estrictamente decreciente (2.86)

con F(y)>0 si y>0

Dado que OSF(W)st YiyeR, observemos que al ser FeC'(R) con F’=0
deducimos que el rango F' es también acotado y por tanto

0zF’ (y)=-C para algun C>0. (2.87)

3. Analisis matemdtico del modelc bidimensional prefijando 1la

funcidn F(y).

El problema con frontera 1libre obtenido en la seccién
anterior y definido por las relaciones (2.72), (2.74), (2.79),
(2.82) es de una gran complejidad y hasta ahora no ha sido
abordado mas que mediante algoritmes numéricos (vease

Hender~Carreras (1984), Garcia-Carreras-Dominguez (1988) y Garcia
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et al. (1989)). En los trabajos citados se analiza unicamente el
problema de tipo ‘'paredes perfectamente conductoras" e.d.
prefijando "a priori" la regién ocupada por el plasma. Bajo estas
condiciones el método numérico seguido consta de dos etapas

A. Se "aproxima" ¥ solucién de la ecuacién (de tipo

Grad-Shafranov) (2.72) supuesta conocidas las funciones
pl¥} y F(¥). Como condiciones de contorno se toman en
aa .
p
B. Se modifica F(y) de manera iterativa utilizando la
aproximacidén sobre ¥ de la etapa A, exiglende que se
cumpla la condicién de corriente nula (2.82).

El propdsito de esta seccidén es dar un sentido riguroso a la
etapa A, incorporando ademds la formulacién en forma de problema
de frontera libre, lo que se ajusta mas a la realidad dado que en
la practica la localizacién de la zona ocupada por el plasma no
egs conocida "a priori”.

El primer resultado basico concierne a la naturaleza del
operador £y supuesto que el parametro € es suficientemente

pequeiio

Proposicién 1
El operador %y dado por (2.70) es un operador uniformemente

eliptico y simétrico.

Demostracién, La parte principal de %Y (e.d. los términos en

derivadas segundas de ¢) viene dada por
2 2

ay ay 9y

®op op? * S 07apa0 T Yee . 2

Por tanto la elipticidad uniforme del operador %y equivale a

mostrar (vease p.e. F. John (1971)) que
2
2,200 (apa) >0 (3.1)
que de la definicién (2.71) equivale a
6>2

<gPP><gP%5-<gP%2 5 0. (3.2)
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Para mostrar (3.2) es conveniente recerdar que si g=(gik) es el
o ik . ‘s
tensor métrico entonces los elementos (g ) vienen definidos por

la matriz inversa de g e.d.

ik
ik G
) (3.3)

siendo G-ik el menor ik de la matriz g y D su determinante. Si
utilizamos la caracterizacidén de los elementos de g al pasar de
las nuevas coordenadas (p, (p9),¢) a las coordenadas c¢ilindricas

usuales (R, z,), podemos escribir que
2 2 2
. =[ 3R ] +[ 8z ] +R2[ ac }
pp | Sp dp dp

_6R 1 8R . 8z 1 8z , p208L 1 8
€0~ Bp p @8 dp p d@e 3 p a8

(L RN (1 ez ) oe( 1 8z)?
€oe~|p @0 o @0 p @80

Recordando la construccién del sistema de coordenadas (p, (p9),¢)

Y gue

|B,|*
D=detg=—v"

e (3.4)
0o

se obtiene (Garcia (1991)) la caracterizacidn

2
PP_ IBVI
g Z  Bee
2
g 7 %p9
2 2
6e_ le' | vl 2((. )2
I €go 2 p L,
v
Dado que
2
60 lel
T Spp
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bastara probar que

B, |° B, |® B,1°
T 8gg” 7 gpp>_<_——"ﬁf"—gpe> >0 . (3.4)
Comencemos comprobando que
2
2 2 2
B %, B | gpp—[[Bv| gpe] >0 (3.5)

En efecto, se tiene que
Lg? =(8R)°(L 8R 7, (82)°(L 82)° La(8g)%(L 8g)°
gppgee gpe ap p 86 dpj |p 06 dp} |p o6
L[ (L 82)°, (3R) %Rz (1 88) %, (82)7(L 8R)*, (82) 2 (L &
dp} \p 86 8p p 86 dp)] \p 68 dp p a
w2 (38) (L 8R)% g2 (88) (1 22)°_(eR) (1 &R)*
dpl \p de ap) |p 86 ap) |p ae

_(6_2]2[1 g_z_]z_Rz;[ac]z{l ae;]z_ &R 1 R 9z 1 8z

ap) |p 90 dp| |\p 90 dp p 808 dp p 06
L, BR1ER L2 8188 8z 1z p2 801 8¢
dp p 98 dp p ae dp p 06 dp p 48

Aplicando la desigualdad de Young

1 2 1.2
ab%a +—2——b 3

con la desigualdad estricta si vy solo si a#b, se concluye que
o8B 1R 0z 1 8z _ (aR)°(1 8z)®, (1 aR)®(az
dp p 88 8p p 88 ~ |d8p) |p 9 p 88} |8p]’
8¢ (8R) "2 (1 88)%, (1 8R)%pa(ac)®
80 ~ |ap p de p g8 ap

592 18z p2 8C 188 _ (02)%p2(1 80)% (1 82)%;2(8g)”
dp p 68 8p p 66 7 |8p p 90 p @oe ap

8R L2 8¢
de dp

Qs
©

i~
ol

Adenmas, alguna de las anteriocres desigualdades es estricta pues

en otro caso se tendrian las igualdades

e L] e



8R oz R az

8p 80 88 8p
R 9 _ 8RR &
dp a0 ae ap
dz 8¢ _ oz ac
ap 488 56 ap

con lo cual se obtienen las relaciones

8z ac 8R

8p  _ _8p _ dp
az 2~ 8¢ ~ &R
a6 30 59

lo que indica que los vectores

8R &R 8z az ac ac
o’ a8 |’ |8 * @8 )Y |TFp " TBp

son paralelos y por tanto lo que contradice la eleccién de las

variables p y 6. En consecuencia, (3.5) queda demostrado.

Utilizando ahora la hipétesis (2.60) se concluye que

2 2 2 2

|B, | |B, | B, B,
0< (< i 699>+ ) gee] [<— T gpp>+ i gpp]

B, |® B,1° 2

<Y Sh— Vo =

Z  Epp Z Epp| T

2 2 2

18] 8| 5,17,
m[< A 5p9>< ) gpp> - <____ZT__gpe> +0(e)

lo que implica (3.1) y por tanto la elipticidad uniforme de £y.

Finalmente, de la definicidén (2.71) es obvio que a9p=apB y por

tanto Y es simétrico.
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Abordaremos ahora la Jjustificacién rigurosa de la etapa A
antes indicada. Observemos que dado que en 80 se tiene que Y=y
con 7 constante desconocida, mnecesitaremos alguna condicién
adicional y que obviamente no puede ser la (2.82) dado que F(i)
se supone prefijada. En cualquier caso observemos que derivando
formalmente en (2.83) respecto de c se concluye que

dr dp -
§{w=c}[F("”)'“d’J" + b (p,6) —di,—(l[l)]pdpde =0

y en particular deducimos que

b_(p,0)pdpde
! N F Ly 1

F o) 90 cl” [Wip,0)]
T dpde

f ly=c1 o0 O]

Una demostracién rigurosa de (3.6) exige suponer que Y no tiene

(3.6)

F(c) 3

“rellanos" e.d. que |{(p,8):|W(p,6)|=0}|=0 y es consecuencia de
la fdrmula co-drea de Federer (véase la seccién 4). En
particular, en la regidn de vacio se tiene que p(¥)=0 y por tanto
de (3.6) deducimoes que para que ge verifique (2.82) es necesario
que en esa zona sea F(y)=cte. Dado que B es muy préximo a Bv

sobre Qv, de la descomposicidén (2.48) parece natural suponer que

F(Vi(p,e))=Fv V(p,e)er
Como ademas =0 en agp esto nos lleva al siguiente grupo de
hipétesis:
Q?={(p,8)en:w(p,9)>0} (3.7)
QV={(p,9)eQ:w(p,6)<O} (3.8)
P(w):—%—wf (3.9)=(2.81)

Motivado por la condicién (3.6) supondremos también que

F:R5R es una funcién de clase C°(R) tal que:
DSF(w)SFv YiieR, F(w)EFv si =0, F es estrictamente (3.10)
decreciente en (0,«) y 0s-F' (y)=C VyeR, para algin C

El problema que nos planteamos ahora es el siguiente: Hallar

P: QR v 7 constante (negativa) tal que
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—£¢—b (p, 9)F(W)+F(w) (w)+b (p,8)y_ en Q (3.11)

Y=constante en 8Q (3.12)

I [F(w) (Y)+b Y ]pdpde=0. (3.13)
[y=01]

La condicidén (3.13) expresa que la corriente total sobre el

plasma es nula. Observese gque dado que =p=0 en =0, la

dF
dy

condicidén (3.13) se puede escribir también como
[ [F(w) ()b y ]pdpda=o. (3.14)
9

Para el desarrollo posterior necesitaremos suponer Ila

condicidén de signo

bl(p,6)>0 si p>0 y e6el0,2n], (3.17)
que se deduce de (4.26) y de que Bo y FV son positivos. Por otra
parte, en congruencia con el caso de métricas con coeficientes
constantes, dado que BO>O, FV>O y que en la practica se tlene que
pcv(p) es una funcidén creciente de p, supondremos como hipétesis

que

bo{p,e)zo si p>0 y eel0,2nl. (3.18)
En una primera etapa comenzaremos analizando las soluciones

del problema

—ﬁwzhbl(p,e)w++f(p,6) en Q (3.19)
Y=cte en  (3.20)=(3.12)
Ajnb1w+pdpdG=I (3.21)

con I>0 nuUmero fijado y fELE(Q) dada.

Tal y como sucede en numerosos problemas de frontera libre,
no cabe egperar gsoluclones cldsicas (e.d. weCZ) dado que pueden
aparecer singularidades de las segundas derivadas de ¥ sobre la

frontera libre 80 . Para definir la nocidén de solucidn débil se
p
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hace necesario adaptar el procedimiento comunmente utilizado ya
que este se refiere a formulaciones en coordenadas cartesianas.
La estructura de las nuevas coordenadas sugiere trabajar sobre el

espacio con peso.

Lz(g)z{f:ﬂeﬁ medible: J |f(p,9)12pdpd9<+m}
Q

Tal espaclo es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(£, g) =f £(p,8)g(p, 8)pdpds (3.22)
P g

y es un caso particularmente sencillo de los espaclos con peso
(vease p.e. Triebel [1978], Adams [1975] y Kufner [19801). Una
dificultad que aparecia en la introduccién del ‘"espacic de
energia" {espacio de las derivadas) es la siguiente: La elecciédn
de L;(Q) y la estructura del término app justifica exigir que

2
ay .2 s 3y
_mmmELp(Q) i.e. IQ}—EE—(p,G) pdpds.

ap

Sin embargo la estructura de los términos ape Yy aep es distinta y

asi el operador £ sélo "conduce" a pedir que

8y .2 . 1 3y
36 eL.”(Q2), o equivalentemente, — 35

eL2(Q)
P

Se ve pues que se generan términos singulares para p=0 (vease

a__). El espacio de energia natural es dado por

60
=1 2 af 2 1 af 2
H (9)={fel.”(Q): —€L"(R), — ——<L7()}
P p dp P p 86 " p )

con el producto escalar

af ag 1 art 1 ag
e, =tnm) o[22 e[ L)
ﬁ;(g) Lz 8p ap Lz P ae p Fals) Lz

se define la forma bilineal de manera que se tenga

aly, p)=(-2y, ¢) Vweﬁ; O(Q) (e.d. verificando también ¢=0 en 38Q).
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Esto conduce a

_ 1 [é}
e e e ok
Q

ga_ {1 &y 1 8¢
<g >{ >~ 96 ][ o 56 ]}pdpde. (3.23)

La (bi)-continuidad de 1la forma a sobre ﬁz(g) resulta

trivialmente de la desigualdad de Holder. Mostremos dque es

coercitiva.

Proposicién 2.

Existe w>0 tal que

aty, =] v} ]2, vyell, (Q) (3.24)
i () P
siendo
1 8y 2
el ]2 | H—=— =5 (3.25)

Demostracidén. Basta demostrar que existe a>0 tal que

2 .
pp Sy 66 Y poO,3Y Y
jn[<g >—a][6p] pdp59+JQ[<g >- “][69] E—dpd6> ZJ 6 70 dpdé.

Ahora bien, se tiene que

[<gp9>] < <gPP><g%% (3.26)

(vease la demostracién de la Proposicién 1). Por tanto tomande

op 0o po_ .2
<pPPs<¢ -
O<ocMin | & 258 >-(<g” >)

Q

<gPP>+<g%®

(observese que el denominador es estrictamente positivo por

(3.26) vy que <gp9>20, <g99>20). Se obtlene que

<gpe>zs(<gpp>-a)(<gee>—a) (3.27)
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Aplicando la desigualdad de Young, abs—%—(a2+b2), resulta

-2 <gp6> oy mgfmdpdeszf <gp9>lv p oy 1 oy dpdB=
Q ap ae Q ap ae

/o

- pp. _ ay )2 86, | 1 [ 8¢ 12
_IQ[<g > a][ R ] dpd9+JQ(<g > a] P {jﬁfq dpde.

Con el fin de trabajar con un espacio igoétropo e.d. con

igual comportamiento en las variables p y 6 introducimos los

espaclos
1,p P af P af p
W Q)={fel’ (Q) : —/—<€l.7(Q) , <L” (Q)}
o T (Q=EELP Q)+ el (Q) , —ppel

donde 1=p=w. Es claro que W;’p(ﬂ) es un espacio de Banach

{vpell,»]), reflexivo y separable (si pell,w[} con las normas

1/p
i1, =(] I£e.0)|"papae)
2@ Ya

ot
551

of
LP(q) = 9P 5 |

I =[] +|
W LP(Q) LP(Q)
p p

1P (o)

Un resultado sencillo pero de gran utilidad en nuestro case

es el siguiente

Lema 1. Supongamos §Q acotado. Entonces existe una constante
C=C(Q) tal que

ar

a0 " 2

=c()| -
LP(Q)

af =1
l—=s—| VfeH (Q) (3.28)
99 T12¢q) p

En particular se tiene ﬁ;(Q)CW;’Z(Q) con inclusién continua.

Demostracidn. Basta observar que
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2 2
pdpdo= pdpdo

o LN
ol7@ Ps z|36\P

2
Pdeescz(Q)J —3—'g§(p,e)
2 p2

siendo
2 2
C™{Q): =sup{p™: (p,8)eQ}.

Con el fin de dar sentido a las condiciones de contorno que

mencionaremos mads adelante supondremos que

aQ=F0uF. (3.29)
Definimos a continuacidén el espacio
wo P Q).
WP (@)={feC”(@) : £=0 en T } P
p,FO o

El anterior conjunto representa al conjunto de funciones de
w;’p(g) que se anulan sobre Fo en sentido de trazas (veanse
detalles técnicos en Adams [1975], Triebel [1978] y Kufner
[1980]). Se define a continuacién
RTINS S, (3.30)
W (Q

Lp(Q)
P T,

Se verifica ahora el siguiente resultado

Proposicién 3. Supuesto Q accotado se verifican las siguientes

propiedades:
(i) ||].||| define una norma equivalente a |. | .
P (n) WP(Q)
Yo,T P
sobre el subespacio W;’; ().
"o
(ii) Si suponemos que 3C>0 tal que
|<gp9>\scp, |<gee>|scp2 (3.31)
entonces la forma bilineal a es continua en W;’F (Q),
"o
(iii) La forma bilineal a dada por (3.23) es coercitiva sobre

el espacio WP o).
N
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Demostracidén. La propiedad (i) es consecuencia de los resultados

de Rakotoson-Simon [1993]. Gracias al Lema 1 es claro que

aw et || [v] %, vgew®' 2 ()

e, T
p’ro(Q) )

con a*=amin{l,1/C3(M}, con lo que la forma bilineal a es
coercitiva lo que muestra (i1ii). La propiedad (ii) resulta de la

aplicacién de la desigualdad de H8lder con peso.

Con el fin de evitar la hipétesis (3.31) volvemos a trabajar

con el espacic no isétropo ﬁ;(Q). Se tiene el siguiente resultado

auxiliar:

Lema 2. Sea QX el abierto de R° en coordenadas cartesianas que al

pasar a polares origina Q. Entonces

(a) B (Q)=H'(Q )
P x
(b) se tiene la desigualdad de Poincaré
I, =@l (3.32)
p.T,
para alguna constante C independiente de f y para

. . H ()
toda f en Hp r (Q)={feC (Q) : f|r =0}

»

0 o]

Demostracidén. a) Un simple cdlculo (vease p.e. Mikhlin [1968] p.

318) muestra que

du _ du 1 du du _ du 1 au
5 coso 5 " o senf—_— , 3y seno 7 + 5 cos8—55— {3.33)

Por el teorema de cambio de variable en integrales dobles
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[ 1£¢p,01Ppapae=| |£00) |Pax .
Q Q

X

Desarrollando (3.33) resulta

Lp(

1 af 42
ll H H—— —f (3.34)
|| || . |- =8 "LE(Q)

con lo que (a) resulta trivialmente y (b) es consecuencla de
(3.34) y la desigualdad de Poincaré (en cartesianas) para

funciones de H (Q) que se anulan en Fo (vease p.e. Negas [1967]).

Observacién. En realidad la desigualdad (3.32) se puede obtener a

través de la parte (i) de la Proposicién 3 y la desigualdad
(3.28).

Sobre el problema en el vacig. En ausencia del plasma las

superficies magnéticas vienen dadas (después del procese de
promedios) por las curvas p=cte. Si llamamos wv a la funcién

flujo poloidal promediada en el vacid se tedra que

-2y =DbF en Z (3.35)
v 0 v
wv=7 cte en aQ (3.36)
y las superficies magnéticas generaran las curvas

{(p,e):wv{p,9)=cte}. Como estos han de ser circulos deducimos que
necesariamente wv ha de ser radialmente simétrica e.d. ¢x=wv(p).
Curiosamente esta propiedad no es "esperada" de 1la ecuacidén
(3.35) dado que los coeficientes de £ y bo dependen, en general,
de p v 8. Sin embargo, si sabemos que ¢v=¢v(p) la ecuacién (3.35)

conduce a la igualidad

Y -y
1 pp v PP v a ppy| 8y PO Y | _
E {<g > ap + p<Lg "> 6p2 + p[ap <g > Bp 69 <gh > 3p
BoF PP 2 9t pp,. 2(8 _pp |0Y a8 .. po =30
= > _—
Ep [ZpL <gPP>+p? P =—<g ' >+p (ap g >]6p + pL {ae<g >]]
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Utilizando la propiedad

a 2B F
e = Cpt (p) con C=- (3.38)
Y v

se comprueba sin dificultad la identidad (3.37).
Las coordenadas de Boozer conducen, de manera natural, a

tomar como Qx una bola e.d.
Q = {(p,8): 0=p=R, 6€[0,2M}, Q ={x=(x ,x ):ix+x> = R}
x 1’72 172

Utilizaremos la notacién siguiente:

FO = {(R,8); B8e(0,21)}
Fp = {(p,0), (p,2I1) siendo pe(0,R)}
r = {(0,8): 6(0,2I)}

Recordemos que la regidn Fs se reduce al pasar a cartesianas al
origen y por tanto no es necesario dar ninguna condicié de
contorno sobre FS aunque si una condicién de integrabilidad.

El proceso seguido podria esquematizarse en el siguiente
diagrama de flujo: (1)(2)(2)(§)(3) con (1) = Formulacién en
(X,Y,2)eR’ (MHD)

(2)

Modelo bidimensional: QCR2={(p,e)}

(3)

Modelo bidimensional en QxcR2={(x,y)}

(a)

Coordenadas de Boozer {(p(¥,Y,2),0(X,Y,2),¢(X,Y,2) y

promedios en ¢.

HIE

(b)

(p,9) coordenadas polares asociadas a (x,y).

Antes de abordar metas mas dificiles es Util estudiar el

giguiente problema auxiliar:

=&p=f en Q
X

{3.39)
Y=y (constante) en BQX

Con este fin introducimos los espacios

1 (Q }:{ueﬂl(ﬂ }: AyeR tal que UHWEHi(Q 1},
c X b4 0 x
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1 1 1
H () ={ueH (Q}:IyeR tal que u-yeB
p, T e P v 1 =p

' r (@
o

(algunos autores wutilizan 1la notacidn Hé(ﬂx)=H;(Q)®R: vease
Mossino [1984] p. 81)}.

Teorema 1. Sea feLi(Q) y w€R. Se tienen las sigulentes
conclusiones:

(i) Existe un tnico WYeH(Q ) (e.d. yeH"
C x p,l"o

de (3.39) en el sentido de que w—qu;(Qx) y se verifica

(Q)C) solucidén débil

E(¢,w)=(f,w)Lz—cf f(p,0)pdpdd VeeH' (Q ) con g=c en 82 . (3.40)

p Q c X X

(ii) La solucidn y es tal que wEHa(Qx) y la ecuacidn de (3.39)
se verifica cV punto de Q.

x
(iii) Si feLm(Qx) entonces wewz’P(Qx) Vpell,w) (en particular

weLm(Qx).
(iv) Se verifica que
Lyl p,0)=0 v (p,G)EPw
siendo
- L[ B oy -
Pw"'{(P: 8)eQ: (WJ W] (p,08)=(0, 0)} .

(v) Si |{(p,8)eQ:f(p,0)=0}|=0 entonces {Pw|=0. En particular y
es "co-area regular” en el sentido de Almgren-Lieb [1989].

(vi) Si fz0 en Q entonces Y=y en Q.

Demostracién. (i). Sustituyendo las férmulas de inversién

&y _ ay ay
3p coso 3% +5end 3y
1 a8y _ ay ay
D 76 senb % +C0s0 3y

en la definicién de a dada en (3.23) se genera otra forma

bilineal dada por
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a (W,¢)=J {a1'1(x,y) &y _Op +a1’2(x,y) b Ge
* Q

Ix ax ax 8y
x (3.41)
2,1 ay B¢ 2,2 gy Ao
a (x,y)“—ay S T2 (K Y5 3y }dxdy
con la propiedad
= 1 .
a (, ¢)=aly, @) Vib, el (Q )=H ().

Gracias a (3.24) y (3.34) se tiene que la forma bilineal a_ es
coercitiva sobre H;(Qx) (ademas de acotada). Por tanto, por el
teorema de Lax-Milgram (vease p.e. Brezis [1983]} existe una

unica w*eHé(Qx) verificando

_ 1
ax(w*,v)—(f,v) VVEHO(QK).

L2@)
1 X
dado que ax(w,v)=0 VVEHO(QX) se tiene que la funcidn y=y*+y

verifica que =i ¢EH§(QX) con ¢=c en 6Qx entonces

a_(w,p)=a_(y, p-c)=(£,9) —cj fdx
L (Qx) Q
lo que equivale a (3.40). Las conclusiones (i) y (iii) son
consecuencia directa del trabajo Agmon-Douglas-Nirenberg [1959].
[Resultados similares obtenidos sobre espacios con pesos se deben
a Geymonat y Grisvard (vease p.e. Triebel [1978] pagina 402)]. La

estimacidén mostrada en la anterior referencia asegura que

Wl L, =1, el ]
oy il158g P

donde C1 es una constante independiente de Y y donde £x es el
operador de segundo orden en cartesianas asociado a la forma
bilineal a dada en (3.41). La conclusién weLm(Qx] se deriva de
las inclusiones de Sobolev (vease p.e. Brezis [1983]). La
propiedad (iv) se debe a Stampacchia (vease p.e. Kinderleher-
Stampacchia [1980] pagina 53). Si fuese |P¢l>0 se llegaria a que
0=£xw=f en PW lo que contradice la hipétesis scbre £ y asi (v)
queda demostrados {el hecho de que Y sea "co-area regular" es una

extensién del trabajo citado de Almgren~Lieb [198%9] debida a

-36-



Rakotoson [1993]). Por ultimo, la propiedad {vi} se deriva de
técnicas ya standar sobre el principio de comparacidn (vease p.e.
Kinderleher-Stampacchia [1980] y Brezis [1983]): Tomese
p=min(y-y,0). Se sabe que wEH;(Qx) s Vx¢=wa. Por tanto

ol ol 1%, =a (g, 0)=a (4, 0)=] Toaxso.
Q

0 x X

Entonces wazo en Qx y como ¢=0 en an necesariamente =0 en Qx.%

Estamos ya en condiciones de definir la nocidén de soluciédn
débil del problema (3.11), (3.12), (3.13) que vamos a abordar.
La condicidn de contorno (3.12) se expresara simplemente mediante

la condicién

1
wer(Q)c s (3.42)
siendo
H;(Q)c={¢eH;(Q): ¥ es constante sobre 8Q}. (3.43)
Supongamos de momento que Y es una solucidn clasica de
(3.11), 3.12), (3.13). Multiplicande (3.11) por una funcién

arbitraria VEH:)(Q)C e integrando por partes se obtiene

a(w,v)—v{aﬂ)j —gg—dl=hf by vpdpde+J fvpdpds (3.44)
av 17+
an Q Q
siende, en general,
ap . _ ¢ g dp
55 ppnp—55~+apenp 56 +a9pn9_5§_ (3.45)

con nﬁ(np,ne} el vector normal exterior a 8. Observemos ahora que

multiplicando (en Lz(Q)) la ecuacidén (3.11) por la funcién v=l se obtiene

que

—I—Qﬂ—d1=I+J £pdpde: =1 . (3. 46)
av 0 £

Por tanto, (3.44) se puede escribir como
1
a(y, )+ ()1 =A[b  vpdpde Vel () . (3.47)

Esto nos conduce a la siguiente
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Definicién: Una funcidn weH;(Q)c se dird solucidén débil del

problema (3.11), (3.12), (3.13) si se verifica (3.47).

La resolucién del problema antes mencionado ha sido llevada
a cabo por otros autores en el estudio del equilibric de un

plasma en maquinas tokamak.

Teorema 2 (Blum-Gallouet-Simon (1986))

Supongamos felL.?(Q) e I>0 dados. Entonces existe un conjunto
C de pares (w,A)e(H;(Q)cnﬁz(Q))xR+ satisfaciendo (3.11) y (3.13)
tal que C es conexo en Hz(ﬂ)xﬁ+ v tal que A genera R*-{0} cuando

(Y, A) recorre C.

Observaciones
1. En el anterior enunciado se ha utilizado la notaciédn

siguiente

2 2 2
2 o)t A 1 ay 1 ay 2

2. En 1la referencia citada el enunciado se refiere a un
operador genérico eliptico y simétrico descrito en
coordenadas cartesianas, sin embargo la adaptacién a
nuestro caso en una mera formalidad sin dificultad
alguna.

3. Es posible mostrar también la existencia de soluciones
variacionales de (3.11), (3.12) y (3.13) e.d. minimizando
una cierta funcién energia. Este resultado es una

adaptacién de los resultados de Temam (1977).

Para continuar en nuestro objetive final de resolver el
problema (3.11), (3.12) y (3.13) necesitaremos las siguientes
estimaciones "a priori" sobre las soluciones del problema (3.19),
(3.20), (3.21):
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Lema 3
Toda solucion Y de (3.19), (3.20), (3.21) verifica la
estimacidn

1 1 2
| sC[A2+———][I+———){1+|f| ] (3.48)
H2 (@) A ! L2 (2)

donde C depende solo de Q.

Demostracién. Sea ¥ el valor constante de Y sobre 8. Definamos
Q+:{(p,9]en:w(p,9)>0}.
Dado que £ es uniformemente eliptico, por el Teorema de

Lax-Milgram, se concluye que £ es un isomosfismo de H; o(Q)nHZ(Q)

sobre Lz(Q), siendo H; O(Q)={veH;(Q):v=0 en dRQ}. Denotemos su

3

inverso por B. Entonces

w—y=AB(b1w+)+B(f) (3.49)
La condicién (3.21) equivale a que

by | =L/A
S R (+))
P
y por la desigualdad de Scbolev esto implica que
I
by | = C—=— .
v H;z(ﬂ) LA

para una cierta constante C1=Cl(Q)>O. Como el operador B verifica que Vs=0

BBSER (dependiendo solo de Q) tal que

Bv| . =o_|v] vvel? (@), (3.50)
Q) 5 H(Q) P
P P
de (3.49) se obtiene que
|| =C_(I+|f] ) (3.51)
L) *? LZ(Q)

para una cierta C2=C2(Q). Por otra parte si =0 se tiene que
2
2|7, =y +|7|)°=|y-¥| sobre Q_ .

Multiplicando por bz(p,BJ e integrando concluimos que
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2|z1w%w5IQb1(p.e)lw-zlzdedB- (3.52)

En el caso de que sea y>0 se tiene que
¥=|y-y|+p, en Q.

Multiplicando de nuevo por bz e integrando obtenemos

I
7|b =| b |y |pdpd@+—ra— (3.53)
| 1lL;(Q) IQ 11977 A

1/2 2 I
=| Q| Igb1|w—7[ pdpde+——

donde se ha utilizado la desigualdad de H&lder con peso b1p'
Utilizandeo (3.51) vy una simple manipulacidén algebraica se

concluye que

2
- 1 1
|7|HC3(—X—+A)(—T—+I)[1+|f| ) ] . (3.59)
LP(Q)
Finalmente, la estimacidén buscada (3.48) se deriva de la
desigualdad
] <|7|[Q]#e_|by] +o_|f|
HZ(Q) R Y L)

(como se deduce a partir de (3.49) y (3.50) y de la estimacién
(3.54).

Escalando en dificultad, consideremos ahora la segunda etapa

que consiste en la resolucién del preoblema auxiliar

dF

~BEb F WM )-S()4ab Y, en @ (3.55)
Y=cte en 8Q (3.56)
RIQb1w+pdpd9=I (3.57)

con I, A nimeros positivos dados y F(y) verificandoe (3.10)
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Teorema 3

Fijados F, A e I, el problema (3.40), (3.41), (3.42) admite

una solucicdn débil weH;(Q)anz(Q). Ademds se verifica que

[l ,  sclr+—) (3.58)
HP(Q)

para una clerta C>0 independiente de I.

Demostracion

Def inamos el operador T:LZ(Q)%LE(Q) mediante
T(pl=u , weL;(Q)
con u solucién del problema (3.19), (3.20), (3.21) asociada a

f=b F(w)+F(¢) ——— ().

dw
Observemos que de las hipdtesis supuestas sobre F se deduce que
|[Fp)|=C |¢]+C, lF(w) (wll_c ly|  VeeR,
de hecho
OsF(y)sF vy |F(w) (w)i_M vipeR. (3.59)

Por tanto, fELZ(Q) y la existencia de u(=T(p)) estd asegurada por
el Teorema 2. Observemos también que

Y es un puntofijodeT
Y es solucién de (3.55}, (3,56}, 3.57)

(e.d. T(p)=y)

La demostracién se reduce, pues, a la obtencién de un punto fijo
para el operador T lo que 1llevaremes a cabo mediante la
aplicacién del Teorema del punto fijo (abstracto) de Schauder
{vease p.e. Deimling (1985) p.60). Hemos de comprobar que se
verifican las siguientes hipdtesis:

(i) T(K)cK, para algin subconjunto convexo y cerrado de L2 (@),

(ii) T es continuo,

(iii) T(K) es relativamente compacto de L2(Q).

Como subconjunto K tomaremos
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K={ weL (Q): ”¢" =R} ,
Q)

siendo

2, 1 1 2
R=C(A"+——) (I+——) (1+|Q[ (F_[b p|_+M|p] 1) (3.60)

con M dado en (3.59) y
lboplwzﬁg?e)enlb°(p’e)pl

Es obvio que K es un convexo cerrade de Lz(ﬂ). Ademas 1la
estimacidén del lema 1 y las expresiones de (3.59) permiten
concluir que T(K}c<K. La estimacién (3.48) también muesira que
T(K) es relativamente compacto de Lz(Q) pues la inclusién
H (Q)CL () es compacta (vease p.e. Kufner (1985)). Finalmente T
es un operador continuo, pues si ¢ p en L (Q) entonces las
fun010nes asociadas f y f son tales que f ef en LP(Q) (basta
utilizar (3.58) vy el Teorema de convergencia dominada de
Lebesgue). Finalmente de la estimacidén (3.48) se concluye que

u u (debilmente en Hz(n)) y por tanto fuertemente en LZ(Q)'“

Observaciones
1. La demostracién del Teorema 3 también puede realizarse

mostrando la convergencia del esquema iterativo

. + dF
—flﬁnw?tblljin'l'bol?(lﬂn“i)'*‘F(!/ln_l)—&;ﬁ“(llln_l) en { (3.61)
¢n=cte en 89. (3.62)
AIsz(wn)+pdp=I. (3.63)

De nueve la convergencia viene asegurada por las
desigualdades de (3.59) y la estimacién (3.48) del

Lema 1.

2. La conclusién del Teorema 3 se tiene incluso para

funciones F tales que F y ¥’ no estdn acotadas
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uniformemente, pero satisfacen adecuadas hipétesis.

La 1ltima etapa de nuestro programa radica en obtener

soluciones verificando la condicién global (3.14).

Teorema 4

Supongamos que

-F(p)—— () =M VipeR (3.64)

dw
para algin M>0 y que existe T>Q tal que

|b [ AY=—F(Y)——— W (y) Yys (0, T) (3.65)
Entonces el problema (3.11), (3.12), (3.13) admite una solucién
1 2
débil H (Q) nH (Q).
ébil Ye p( )c p( )

Demostracién

Definamos el siguiente esquema iterativo

~2y=b F(y J+F (Y ) (w )+Ab_(¢ ), en @ (3.66)_
¥ =cte en 8Q (3.67)n
AIle(wn)+pdp=In_1 (3.68)_
siendo
I =Lt f Fly_ (w Jodpda =1 (3.69)
n-1 ,n-1 1 pep T ) n

Comencemos la iteracién a partir de una funcidn WOELE(Q).
Dado dque IOZI, podemos aplicar el Teorema 3 por lo que se tiene
asegurada la existencia de Y, solucién de (3.66)1, (3.67)f

(3.68)1. Ademds, la estimacién (3.58) arroja
1
"¢1“ 2SC(I0+_T—)'
H 0

p
Es claro que la Jjustificacidén de la existencia de wn se realiza

de manera andloga, y que se obtiene la estimacidén
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). (3.70)

1
ii!‘[ln“HZﬂ:(:[n—‘.l..’- I
P

n-1

Observemos que

_ 1
A(X)—X'*'T
es tal que A(x)>+o si x»0 o bien si x»+w y que

Alx)|<C_ , con C >0 , VxeD, (3.71)
D D

con D acotado de R tal que Dc(0,w»). Por tanto, si mostramos que

la sucesién {In} verifica que
0<M_<I <M vn (3.72)
1 n 2

con M1 v M2 independientes de n, las estimaciones (3.70) y (3.71)
permiten asegurar que existe una subsucesién (que seguiremos
denctando por w ) convergente débilmente a un cierto ¢ en H® (22).

Es facil ver que esto implica la convergencia fuerte en HP(Q) y

que también

W), FW)FW) vy Fly ) dw () — Fllogm dw (§) en LZ(Q).

En particular se obtiene que Y verifica (3.11), (3.12) y también
(3.13), lo que concluiria la afirmacidén del teorema.
Para mostrar (3.72) observemos que de la hipétesis (3.64) se
concluye que
I =1+M|p| _ (3.73)
L (Q)

Por otra parte si suponemos que (5 50) se verifica con T=+w entonces
3= Fow )-S5 Jedpdez[b | A[ () +pdpde=T (3.74)
n Jg 'm dy "o CAL I PO n-1 ’

Por tanto, de la construccién de In en (3.69)n deducimos que

11
[ =gd 2t

= 12+J22L2+K1 2_1_+%+1
2 22 1 °

I
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I = 3+J 2'—3-'*'-—-———'*'7“'10

2 2 2
I= 1 +] = t L1 1=--..+%+I0 (3.75)
n 2n n 2n 2!1-

Observemos que la suma parcilal Sn definida en (3.75) verifica que

1 |
—=—58 £ Y- =1 VneN.
2 n n
12
En conclusién
1
—§—+IO£In51+M|p] . vYneN

LP(Q)

con lo que {(3.72) queda demostrado. Por dltimo, la hipdtesis F=w
puede ser suprimida con sélo elegir wo de manera que "wn“wsT lo
que es posible gracias a las estimaciones (3.70} y la inclusidn
de Sobolev HZ(Q)cL“(Q).tl

Observacién

dF
W(W se
comporta como la funcidén Aw+ cerca de ¥=0. Es facil ver gque bajo
d

la condicidn adicional de que F(w)uag— sea decreciente en (0, w)

La hipétesis (3.70) indica que la funcidén -F(y)

la hipétegis (3.70) se verifica si

d s
—aw—‘(FF )(O)<Alb1|m

Corolario 1.

Bajo las hipétesis anteriores la funcidén Y obtenida es tal que
genera una frontera libre en el sentido de que w+£0. Ademéds

|¥| =T v las condiciones (3.64) y (3.65) implican que
F(W(p,e))F’(W(p,e))+b1(p,e)p’(w(p,e))EO c¥(p, 8)eR (3.76)

con lo que ¢ verifica, de manera obvia, la condicion (2.82).
Demostracidn. De la construccién hecha en la demostracidén del

Teorema 4 se concluye que
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1. J Ab ¢ (p,8)pdpde
2 Q 174

por lo que es imposible que se ¥ =O0. Por otra parte, de (3.65) se

deduce que
hbl(p,elw+F(W)F’(W)5 0 cV¥(p,0)eQ, WVye(0,T) (3.76)

Pero como la solucién obtenida es tal que ﬂw"m = T (pues y=lim ¢

con "¢num$T), se puede tomar Y=(¢(p,8)) en (6.8) obteniéndose
Abl(p,B)(¢(p,9))++F(W(p,6))F’(w(P,B)) =0 cV (p, 8)eQ. (3.77)

La condicién (3.13) dice que la integral (3.77) es nula y por

tanto necesariamente se tiene (3.76).

Dbservacién 6.1. Es de interés resaltar que la condicién completa

{2.82) conduce a la desigualdad
[FF* ()| = jp" (W) |{b, | vyeR

y por tanto, si se supone (3.65) se obtiene que

FIF () = |b | Ay VeR. (3.78)

Esto afirma que la hipdtesis no es la 6ptima si lo que se quiere

consegulr es (2.82) en vez de (3.13).

El objetivo del resto de esta seccién es suprimir
la hipétesis (3.65) a la hora de obtener la existencia de . El
punto clave radicard en la obtencién de estimaciones a priori

para las soluciones del problema auxiliar

—-Py= Ab1¢t++f(p,9) en Q (3.79)
Y=cte en 8Q (3.80)
AJ by pdpde=I, (3.81)

Q 17+

donde I>0 y fel?(Q) se supcnen dades. La existencia de v

solucién de (3.79), (3.80), {3.81) fue mostrada en
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Blum-Gallouet-Simon (1986). El siguiente resultado es una mejora
del Lema 1 del Informe #1.
Lema 4.

Toda solucién ¢ de (3.79), (3.80),. (3,81) verifica la estimacidn

lw| , =oH|f] ) (3.82)
HP(Q) LP(Q)

con C>0 independiente de .
Demostracién. Se y el valor constante de iy sobre 82. Como en el

Lema 1.

Y-y = AB(b1w+)+B(f),

siendo B el operador inverso de & con condiciones nulas en 8Q. De

las propiedades de B se concluye que

|v] = Cl|y|+1+|£] ) (3.83)

Q) L)
p

para una cierta constante C>0 que sélo depende de b1 y f2. Con el

Hz

fin de estimar |y| cbservemos que si v es tal que

v =0 en@ (3.84)
Y _ 1 enon (3.85)
av

entonces por la férmula de Green se tiene que

Y av
{(-&v)v+(Eviyi}pdpdo=a(y, v)- == vdl - a(v,y)+ — ydl=
IQ Iag av Iag av

= I (Ab1w++f)vpdpd9 (3.86)
Q

donde se ha utilizado que la forma bilineal a (vease (3.23)) es

simétrica. De (3.86) se concluye que

C |7| = 2C_(I+|f] ) (3.87)
1 2 L;(Q)

siendo
el al, csl,
aQ c (Q)

-4



y donde se ha utilizado que por resultados standar se

tiene que veC’(R) y que

I % dl = I &y = I (—Kbllﬂ+—f)pdpd9 = _I_I fpdpde.
an Q Q Q

Nétese que las constantes C1 y C2 son independientesx de ¥
por lo que sustituyendo en (3.83) se obtiene la estimacidn
deseada.

Observacién. El Lema 4 mejora el Lema 1 (véase también un
resultado similar en el Lema 2 de Blum—-Gallouet-Simon (1986)). En

aquella ocasién la estimacién era del tipo (I+1/I)(1+|f| . )
Lp(Q)

por lo que carecia de interés si I-0.

Ya estamos en condiciones de obtener un teorema de
existencia para la "inner loop" bajo una hipétesis distinta a
(3.65).

Teorema 5. Supongamos F(y) y p(y) verificando (2.86) y (2.81).
Entonces el problema (3.11), (3.12), (3.13) admite una solucidn
débil weH;(Q)anz(Q). Si ademis F verifica

_F(c)F’ (c) = AE(I bipdpde)c®  Vee(0,T) (3.88)
Q

para algin T>0 entonces si la funcién Y antes citada es tal que
[¢|w<T se tiene que w+EO.

Demostracidén. Seguiremos un proceso paralelo al intreoducido en la
demostracién del Teorema 4. ;é Etapa. Utilizando el Teorema‘del
punto fijo de Schauder se prueba la existencia de WEH;(Q)CnHZ(Q)
solucién débil del problema (3.55), (3,56} y (3.57). Ademas, tal

solucidon verifica que

|l = C (I+C)) (3.89)

H2 ()
fa)

con C >0 independiente de I y de ¢ y C2=C2(IQ|,b1,FV,M) pero
independiente de . En efecto: basta recordar que el argumento de

punto fijo se aplica a
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£=b F(p)+F (p)F’ (¢) (3.90)

y que por la hipdtesis (2,86) se tiene que
| £] =C
L?(Q)
fa)

para una cierta constantes C2 independiente de I.

2

a

2" Etapa. Como en la demostracién del Teorema 4 se define el

esquema iterative (3.61) y (3.62); pero reemplazando (3.63) por

A Igbl(.pnhpdp; I (3.91)_

siendo

1 = —JQF(wnul)F’(wn_l)pdpde. (3.92)_
Comencemos la iteracidén a partir de un woeLz(Q) con la sola
condicién IO=1. Por la primera etapa se conoce la existenclia de
wl. Ademas de la condiciodn (3.91}1 deducimos que (WJ+£O y por
tanto se sigue que I1>O' De manera andloga se puede repetir el
proceso YneN obteniéndose ¢ . Gracias a (3.89) se tendra que

N

n

=C (I+C) =C (|p] F M+C_)
Hz(m 12 RS 1 () I

Por tanto existe una subsucesién (que denotamos de nuevo por ¥ )

n
tal que ¢ converge (débilmente en Hz y fuertemente en H;(Q)c) a
una clierta funcién . Por el tecrema de convergencia dnominada de

Lebesgue se tiene que

(W) — v, FU)I—FW) yF y)—F W enliQ)

y por tantc ¥ es solucidén del problema buscado.
Veamos ahora que si la solucién obtenida ¢ es tal que "w"m<T
entonces no es la trivial, e.d., w+§0. Observemos que

Io

-—-=J. b (4 ) pdpde = [b | _ | W) |
A g 1 1+ 1l 2 1+ 2
P p

por lo que
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IZ
0

KRR
@ A2 J bzpdpde

g !
Como “wn“m——+ "wum, podemos suponer que "wn"m<T. Por la hipétesis

(3.88) se tiene que

— » - 2 2 2
I1 = JQ f(wl)F (wl)pdpde =z (A Igblpdpds) IQ (w1)+pdpd9

De manera analoga

I = (I )Z(Io) =1

y por tanto, pasando al limite

- I F(Y)F’ (¢)pdpde = 1
Q

lo que implica (por (2.3)) que ¢+£0.

Observacién. Nétese que incluso si (3.88) no es verificada se
tiene que (wn)+ao en la anterior demostracién. Es claro que esto
no asegura que (w+}§0. Una manera de salvar esta dificultad es
introducir la condicién de contacto de la superficie del plasma
con un limitador DCcl. La condicién de contacto se expresa
mediante

sup Y(x) =0 (3.93)

X&€D
El siguiente resultado es una daptacién de otro bien conocido

para Tokamaks:
Teorema 6 (Blum—Gallouet-Simon (1986)).
Seza I>0 N feLz(Q). Sea ¢ el mayor conjunto de pares
(w,A)eHz(Q)cxna* para los que satisface (3.79), (3.80), (3.81) y
tal que C' es conexo ¥ A recorre R'-(0} cuando (y,A) recorre .
Supongamos que

I(u,v) € C  tal que u<0 en D (3.94)
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Entonces existe un par (w,A)eH;(Q)cxm* solucién de  (3,79),
{3.80), (3.81) y tal que se verifica (3.93).
Como consecuencia del proceso de demostracién del Teorema 5

se tilene:

Corolario 2. Supongamos  que se verifica (3.94) con
FeL™(R)|f| _=|b | F +M. Entonces 3A>0 y y solucién de (3.11),
Loo 0l'ed v

(3.12), (3.13) tal que verifica también (3.94).

4, EL PROBLEMA GENERAL: FORMULACION NO LOCAL.
El propésito de esta seccién es abordar el problema general
e.d. hallar ¢ y F verificando

dF
dy

Y=y (cte) en a0 (4.2)
[FOWF () + bl(p,e)p'(w)]pdpd9=0 Veelinf ¢, sup w]. {(4.3)

-8 = bo(p,e)F(W) + F(y) (g) + Abl(p,e)llﬂ+ en Q (4.1)

e
Eiwegia seccidén supondremos que la constante y es negativa y esta
prefijada de antemano. Esto no es ninguna restriccién en el caso
de Stellators pues el campo magnético en el vacio (e.d. fuera del
plasma) puede ser medido "a priori'.

Veremos que el problema (4.1), (4.2}, (4.3) puede ser
reformuladc en términcs de un problema no local graclas a la
nocién de reordenamiento simétrico de una funcidén. Comenzaremos

recordande un resultado conocido:

Teorema 6 (Férmula co-area de Federer)

Sea u:Q-R una funcién Lipschitciana y feLl'(Q). Entonces

00
J | Vu(x) |f(x)dx=j dtj £ (%) (4.4)
Q -0 u-l(t)

donde HN_1 es la medida (N-1)-dimensional de Hausdorff.

Observacion. S1 se sabe que uzc sobre Q entonces se tiene que
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unl(t)=¢ (el conjunto vacio) si t<c y por tanto

I |Vu(x)|f(x)dx=f dtj f(x)ded(x).
Q c ufl(t)

Teorema 7.
Supongamos weCm(ﬁ) verificando la condicién (4.3) entonces
para casi todo ce(inf §, sup y) se tiene que
b (x)

, 1
-D (C)I _1( )—’_VW(—X)'_dHl(X)
F(e)F’ (c)= ¥ (c (4.5)
dHl(x)

I ) Vi(x)
Y “(c)

Demostracién. Utilizando el Teorema 6 y el teorema de Sard, que
asegura que casi para todo ¢ se tiene que |W(x)|#0 sobre la

variedad l-dimensicnal wnl(c}, se concluye que

0 ’ 00 b (X)p’ (w)
F(y)F () _ .
J.C[J. o [V (x) dH1(X)]dt' JCU L T dHl(x))dt
vt ()

utilizando que sobre el conjunto ¥ ~(t) se tiene que
F(WF' (W)=F(t)F' (t) , p’ (@=p’(t)

y derivando respecto a c se obtiene (4.5), donde se ha utilizado
que pdpd=dx y la notacidén usada es x=(p cos 6, p sen 8) y dH1 la
medida unidimensional de Hausdorff.

Para concluir la formulacién no local de (4.3) observemos

que
F(e)F’ (e)=a(F(c))’
y que si denotamos por
Qlc,y)=F(c)F’ (c)=(3.3) (4a.6)

entonces se tiene que
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[ o] 172
F(c)=[2j Q(s,w)ds+Fa] . (4.7)
0 A4

Corolario 3. Toda solucién ¢ de (4.1) y (4.3) que sea de clase c”

verifica

Wist)

S1172
—Z¢(x)=bo(x)[j Q(s,w)ds+F;] +

0

b, (y) dH

) _ 1 / 1
{yeQ: ¥ (y)=y(x)} {yeQ: ¥ (y)=p(x)}

Observacidén. Fijada ¢, la cantidad
V(c;¢)=J pdpde
{yzc}
representa el "volumen" (en realidad area) del conjuntoc {y=c}.

;. . . : 0 = .
Por la observacién anterior se tiene que sl yeC (Q) entonces casi

para todo celinf ¢, sup ¥] se cumple que

oy . dHl(x)
go(ci¥)= J [V (<]

o (c)
De esta manera la funcidén F viene determinada implicitamente por
(4.5) yv {(4.6) a través de la funcidn —%%—. La funciodn gz
aparece en varios trabajos relacionados con plasmas en equilibrio

(vease por ejemplo, Greene-Johnson (1961) [férmulas (47) y (50)],
Grad-Hu-Stevens (1975). Con frecuencia esos autores invierten la
funcién V como funcién de Y escribiendo yY(V) (en realidad

ylc:Vv)).

Veamos a continuacidén como el cociente

J

puede ser equivalentemente representado en términos de la

bl(x)dH1 dH

1
AU I L W]
c) Y (c)

-1

(

derivada de 1la funcién reordenamiento relative introducida en
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Mossino-Temam [1981] para el tratamiento de la Queer Differential
Equation de Grad-Hu-Stevens (1975), y otros problemas estudiados
por Mercier (1974). Nuestro desarrollo se fundamenta en Rakotoson
(1988).

Definicién 1. Dada una funcién uelL'(Q) se define la funcién de

distribucién de u a la funcidn uu:[inf u, sup ul—(-w, ) dada por
uu(t)=med{xe9:u(x)>t}.

El reordenamiento decreciente de u es la funcién u,: [0, |Q]IsR

dada por

u, (s)=Inf{teR, uﬁ(t)ss}.

Observese due pu(t) es siempre una funcién continua peor la
derecha y decrece de uu(~m)2]9| a uu(+m)=0, teniendo una
discontinuidad cada vez u tiene una “"regién plana" (flat region)
en el nivel t; e.d.,, med{xe:u(x)=t} (que denotaremos también por
|u=t|) es estrictamente positiva. Si por el contrarioc u no tiene
regiones planas (lo que sucede si por ejemplo ueC” via el Teorema
de Sard) entonces la funcién u,(s) es sencillamente la inversa de

uu, e.d.
uh(ua(s))ﬂs vselo, |Q|].

Cuando hay regiones planas u,(s) es el punto final del intervalo
u;l(s)={ten:u(t)=s}.
Recordemos ahora 1la nocién de reordenamiento relativo

introducida en Mossino-Temam (1981):

Definicién 2. Dada velL'(R) se define

v(x)dx si |u=u,(s)|=0
v(s)= wuy(s)
- s-|wu,(s) ]

J v(x)dx+f (v
o

uwu, (s)

) (0)de en otro caso,

P(s)
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donde en la Gltima integral v estd restringida al conjunto

P(s)={u=u,(s)}. Por Gltimo, se define el reordenamiento relativo

de v respecto de u a la funcién

Vi, (S)= g: (s) , selo, |Q|].

Observacién. En Mossino-Temam (1981) y Mossino-Rakotoson (1980)

se muestra que si velLF(Q) entonces wewl'p((O,|Q|)) con

= <[ v|

S tPo, ey LP@
y que
s (u+Av), (t)-u,(T)

X dt,

w(s)=1im J
A0 Y0
(u+Av) ,~u, du

lim = = V.
A0 A ds u

Sefialemos también que si u es una funcidén constante u=c, entonces
Vi Vi que Cy =C y que en general Vi, DO es una funcidn

decreciente.
Siguiendo a Rakotoson {1988) se tiene

Proposicién 2. Sea vel™(Q) y u Lipschitcian tal que (1/|VV1)EL1(Q).
Entonces
[ wosjweo e

u=u*(s)
v*u(s)— (4.9)

[ nswco)er

u=u*(s)

casi para todo se(0,|Q|), siendo dI' la medida (N-1) dimensional

de Lebesgue.

Demostracién. Por el Teorema de Federer, dados a<b se tiene

b
_ _ dar
Hu(a)—uu(b)—jasusgx—jadtJu=t—TvET§Tr—

y por tanto
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” (t)= I Vu(x)

En particular p es absolutamente continua y por un resultado de
teoria de la medida (vease p.e. Rudin (1979) p. 112) transforma
conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula. Como hemos
supuesto que (1/|Vv|)eL1(Q) esto implica que el conjunto
b={teR: Vu(x)=#0 c.p.t. xeu ' (t)} es de medida nula y por tanto
|uu(&)|=0. En consecuencia, casi para todo se(0, |R]) u,(s)eR-&.
Sea ahora h>0 y s tal que |u=u,(s)|>0.
Entences
w(s+h)—w(s)=j v(s)dx .
u, (s+h)su=u, (s)
Llamando Kh={xzu*(s+h)su(x)su*(s)} se tiene que Kh es compacto,

(1/|Vu|)eL2(Kh) y (V/IVVI)ELl(Kh). Por el Teorema 6 se tiene que

u, (s+h)

wis+h)-w(s} _ 1 dtj v{x)dr
h h I CvuGa T
u, (s)
Escribiendo
du,
u, (s+h)=u, (s)+R(s,h) con R(s+h)=h——1(s)+0(h)

(du,/ds existe en ctp pues u, es decreciente y R(s,h)#0 pues

(u#)'l(s) no es una regién plana), se llega a que

w(s+h)-w(s) _ R(s,h) 1 Iu*(s)+ﬁ(5nh)

h h R(s,h)

dtj v{x)drI

1, (s) Vu(x)

Cuando h»0 se concluye que

du, v (x)dr"

(s)
u=u, (5) vu(x)

dw _
ds (s} = -

v#u(s) =

Finalmente como u*=(uu)—1, de la férmula (4.4) deducimos que

du,

_ _UJ' dr
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con lo que queda demostrado (4.9).

Corolario 4. Supongamos bleLm(Q) y y Lipschitz tal que
(1/|Vw|)eL1(Q). Entonces casi para todo se(0, |Q|) se tiene que

bl(x)dH1 / dafd

/ 1
/ =b _ (s) . (4.10)
J¢=¢*(S) |Vw(x)l// Iwﬁw*(S) Vw(x)l 1%y

Corolario 5. Toda solucidn y de (4.1), (4.3) Lipschitciana y tal
que (I/IVW(X)|)EL1(Q) verifica

Yix)
-2W=b0(X)[j

P’(W(X))[bI(X)"bl*w(S)]

(w(x))=med{yeﬂ:¢(y)2w(X)}=uw(w*(s)).

2 1/2
. bl*w(s)du(w(x))+f;] + (4.11)

donde s

Seflalemos que el Corelario 5 puede ser generalizado a la
sola condicidén de WGW;’p(Q) para algin p>1 y ¥ sin rellanos.

e.d. tal que

|{(p,0)eQ W(p,8)}|=0

Tomando
c=y, (s) ., s€(0,|Q])
resulta
F Qe (5))F" (U (8))=-p" (8, (81D, (5)
donde bl*w(s) representa el reordenmaiento relativo de b1

respecto de y. Si ahora fijamos x(p,8)eQ y hacemos coincidir

c=i (x)=, (s)

se ha de tener
s=u(y(x))=|y>y(p,0) |

donde se ha utilizado la notacidn
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|y>v(p,8) |=med{((,0)e:y(p,8)>¢(p,0)}

y asi
F(W(x))F’(W(x))=—p’(W(x))bl*w(|w>W(p,e}|) (4.12)

La expresidén (4.7) pasar a a ser

V(%)

F(W(x))=[—2j *

1/2
b’ (e)b_, (|w>c|)dc+F2] . (4.13)
1% v
0 +
(notese que a la hora de hallar Y conviene poner la parte
positiva antes de tomar la raiz). Haciendo el cambio de variable

c=y,(s) en la integral anterior resulta

|¢>¢+(X)| dy,, S1172
F(wcx))=[—zjlw>ol byay ()P (lll+(s))T(s)ds+Fv] . (4.1a)

+
donde se ha utilizado que |y>y,(s)|=s (4 es la inversa de Y,
cuando no hay "rellanos" en ) y que 0=¢*(|w>0|},
¥ (x)=y*(|y>y (x)|). Observemos también que

A, g
p’ (P, (s))— = 3z p (Y, (s))
con lo que cbtenemos que
5 |¢>¢+(x)| 1/2
F(w(x))=[p | p(9,)’ (s) (b, (s)ds]
M |1/ZI>O| 17y +

Si finalmente suponemos {(como es acostumbrado: veanse las
referencias a los trabajos de Temam, Berestycki-Brezis, Blum,
Mossino, Rakotoson y otros en los Informes #1 y #2) la ley de
estado

p’(W)=Aw+ e.d. pQy)=—oi— (w )?

el problema (P) para soluciones wew2’p(9) sin rellanos se puede

gnunciar como

4 |\ll>!!l (X) 2
~£y=b [ MA‘[I l [(w*)+1’(o)b1#¢(o~)d¢] +
¥>0
(P*) - +Aw+[b1—b1*w(|w>w(x)i)] en Q ,
L l/l=v en df ,
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donde se ha utilizado que (w*)fﬂ[(w+)2]* .

No es dificil mostrar que si wEW;“WQ) (tal que no tiene
rellanos) verifica (P*) entonces existe F verificando (P). Para
ello basta definir F(c¢) mediante (4.13) y razonar en sentido
inverso.

Finalizaremos este trabajo presentando un resultado de

existencia de soluciones mostrado en Diaz-Rakotoson (1993).

Teorema 8. Supongamos b >0, y=0 e inf |b0|>0. Entonces existe A>0

#
tal que si Aﬂb1"m<A existe un par y,F solucién de (P ) y de
(4.1), (4.2) (4.3). Ademds weW™(Q), ¥ no tiene rellanos,
FeWw''®(inf y, sup W), F(c)>0 si c>0 y F esti enteramente

determinada por .
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