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Soluciones en el espacio BV de un problema
parabdlico no lineal asociado a modelos de
flujos turbulentos.

1 Introducciéon. Nocién de Sclucién en BV,.
El principal propdsito de esta comunicacion es el estudio de la unicidad de la
solucién del siguiente problema de difusién no lineal

b(u)e — dive(Vu — k{b(u))e) + g(z,u) = f(t,z) en (0, T) x O = Qr,(1)
u(t, @) = 0 en (0, 1) x 09, (2)
w(0, z) = u’(x) en (3)

donde £ es un abierto acotado de RY, T' > 0, b es una funcién continua no
decreciente, k y g{z, -) son funciones continuas y ¢ es la funcién vectorial

$E) =€ VEERY, p> L (4)

Por e notamos un vector unitario de RV prefijado de antemano.

La ecuacidén (1) aparece en diferentes modelos fisicos relativos a flujos tur-
bulentos. Veamos dos de ellos. El primero se refiere a la filtracion de un
fluido mcompresible en régimen turbulento a través de un medio poroso, cuya
ecuacion es 6, — div(]Vgo(@) — k(Ne[PA(Ve(0) — k(@)e)) = 0, donde ¢ es
el contenido volumétrico de humedad, &(8) es la conductividad hidraulica,
w(f) es el potencial hidrostatico y e el vector unitario en la direccion ver-
tical (Bear [1972]). Ll segundo modelo se refiere a la desearga en un con-
ducto largo de un gas en régimen turbulento. 51 p, Py v son la densidad,
la presidn y la velocidad respectivamente, de las leyes de conservacidn de la
masa g, + (pv); = 0, del momento lineal pv, -+ pvv,+P, = —%va se obtiene
que pv; + pov, = 0 para t grande, lo que da lugar al problema ( refl.1) con
P=b(u) = u'/*signu, k= f =g =0y p=3/2 (Diaz-Lifian [1984]).

Volviendo al problema de partida, en Diaz—Thelin [1993] se obtuvieron
resultados de existencia y unicidad suponiendo b{u); € L'((0, T) x ) y otras



hipétesis adicionales. El objetivo de esta comunicacién es mostrar la unicidacd
bajo hipdtesis mas generales. Para ello se trabaja en la clase de funciones tales
que M e BV..

lnspu&dos en los trabajos de Vol'pert—Hudjaev [1969, 1985] v Jingxue
(1990, 1992] introducimos los siguientes conceptos:

Definicién 1 Decimos que w € BVi(Qr) si w € LHQ7) y %% es una medida
de Raddn finita sobre Qp.

Definicién 2 Diremos que u es una solucién en BVy del problema (1),

2) y (8) si
w e L0, T; WP () n L=((0, T) x 2), b(u) € BV(Qr) (5)

Yy se 'um‘iﬁm
(v o
<~——, >+/Z;u, 0, z) =

= Vu— k(U(u)e) Ve + [ gpdedt — [ e,
[ (V= k(b{u))e) w]%w wdt = [ fo

para toda @ € CE([0, T, C°°(Q)) tal que (T, x) =0 en Q.
Supondremos lag siguientes hipdtesis:

b: IR — IR, continua, crecientey b(0) = 0; (

b7 localmente lipschitz; (

kiR — IR, continua, (8
[k(b(s1)) — k(b(s2))| < sy — 827 V31, 89 € IR, (

L. . b :
72;511<p<2,72§ sip > 2

~I

g: 0 x IR — IR funcién de Caratheodory, (10)
lg(z, $)| < A1+ d(x)) con d € L), B continua y creciente;
ge, 51) — glx, 52) 2 _(-W*(b(*'l) —b(s2)) Vs, sp€ Ry s>y (1)
fe (0, Ty x ), u’ e L'(Q). (12)

2 Resultado principal. Unicidad de soluciones en BV,.
La unicidad sera consecuencia del siguiente resultado mds general.

Teorema 1 Sean b, k y g funciones que verifican las hipdtesis dadas ante-
riormente, si uy y uy son dos soluciones en BV, para datos fi, u§ y fi, u
verificando (12), entonces se tiene que para todo t € (0, 1'):

/Q (Z)(ul(‘/;, @)} — blua(t, 45)))+ < e {/ ([’(“1( ) — b(u;{( ))) +

o .
+ n/n t f1(t, z) — fult, = +}[]



A partir del Teorema anterior se obtienen las siguientes consecuencias
Corolario 1 En las hipdtesis del Teorema anterior se verifica
o (t, 2)) = buat, @)Dllpey < e {I[0uf()) = B(u(2)) s+

+ e e (h( z) — fat, JU))HU((O, t)xﬂ)}-l]

Corolario 2 A lo mds existe una iinica solucidn en BV, del problema (1)
O

Demostracién: Llamando z = b(uq) — 0(us) se tiene que

T div{ $(Vur — k(b(wr))e) — $(Vuz — k(b(uz))e) - (13)
(((;z:, 1) —glz, u )) + At @) = faolt, ©) enQr
200, z) = b(ud(x)) — b(ud (L)) z¢ ct. x €4
z(t, x)= 0 (t, ) € (0, T) x 99,

Para cada n > 0 como en Diaz [1984], definimos T, : /R — IR como T,(s) =
0,8 < O;%‘j, 0<s < ;1;; 218 == % -1, % < 5 < %; 1, s > % para todo
s€ R. Paracadan € INy 0 <y e C§((0, T)) definimos el funcional

o
J,(u1, ug, @ _[ T (g — 1g) 2t — 14
(u1, ua, @) or (v — ua) It (14)

- j/(QT{(g(w’ w) = g(@, uz))+{fi — ./"‘z)}%@Tn(’Uzl — ).

Multiplicando (13) por Ty (u1 — uy)p e integrando en Q7

[ eTatw—u)S = [ oTim—wld(e) = o)1 (i = )=
“/Q { (g(z, uy) — !/(-’U, ’U2)) + (fl - .f:z)}SDTn(Ul - ily), (15)

con & = Vuy —k(b(u1))ey & = Vus—k(b(u,))e. La demostracion del teorema
se desarrolla ahora viendo que lim, e Jn(t1, wz, ) > 0. Distinguimos tres
etapas.

ETAPA 1. Se verifica la desigualdad

lim : o1 (uy — ug)[9(&) — d(Ea)] - [Vuy — Vugldedt > 0 (16)

N—rCQ
(similar a la de T-acretividad en L' del operador de difusién) o bien

lim ]Q GTL[B(E)) — H(VE) - [Vur = V] = lim Li(n) + [y(n) 2 0,

Tyt OO

con

hin) = [ eTiloe) - ¢l — &l v



hin) = [ @Ti16(6) = (E)le(h(o(w) = K(bua))]

Buscamos una estimacion de

Iy(n)] en términos de fi(n), para ello distin-
guimos el caso 1 < p < 2y el caso p > 2. En ambas situaciones necesitamos
de la desigualdad

' -’g- 1-8
[60m) = dm)l” < C{(m =) (8(m) = b))} - {ImlP + |}
donde B =2si1l<p<2yf=psip>2 quese obtiene como consecuencia

de la desigualdad de Tartar aplicada a ¢(n) = [n[P~*n.
o Caso | < p < 2: Considerando la desigualdad de Young

[La(n)] < / ST [B(E0) — ()] - e(k(b(un)) — K(b(us))  (18)
_/ T (uy — ua)|p(&1) — ¢(E)[” +

—i— ©T (uy — ug)[k(b(ur)) — k(D(ws2))}

Pe

para todo £ > 0. Aplicando (17) y considerando la hipdtesis (8) se obtiene

C C 9
L(n)| < ZX 0 (n) + = [{( o= nlug — ug|[PT,
I

Ep t,w):(}gulm'uggﬁ} n
lo que prueba (16).

e Caso p > 2: Aplicando la desigualdad de Holder al segundo miembro de
(18) se obtiene que

Bl < {f et —w)lée) - s} (19)

{/QT OTo (ug — uy) k(b)) — k(b(uz))‘p};'

Utilzando la desigualdad (17) con ﬂ =p ym = &, 12 = &, posterior-
mente Holder con exponentes 2 — y 32 3= y considerar (8) se tiene que |[y(n)] <

—p —
27 A(n) [1% ('rL)nZE—PITJrl_Pu con
!

v , 2_—,L
An) =C (]{tugm»—uggz/n} e(|& P + |§g|p)dzvdt) o que implica (16).

ETAPA 2. Una expresién equivalente de J,, y positividad del limite.
En la obtencién de una nueva expresién para J,, se utilizaran las propiedades
del espacio BV, (vease Vol'pert—Hudjaev[1969-1985], Jingxue [1990]). Ya
que 1y ¥ Uy son soluciones rn BV, b(uy), b(us) € BVi(Qr) y i € BV{(Qr), ¢ =
1, 2 por ser b7 es localmente Lipschitz. Por la regularidad de T, Th(ur —
ty), ¢Ta(ur — uy) € BVi(Qr). Por otra parte (aunque no para las propias
funciones de BV;) se verifican las reglas de derivacién de un producto, de la
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composicién y la formula de Green para sus funciones simétricas (que identifi-
caremos mediante una barra superior) respecto a t (vease Vol’pert—Hudjaev
[1985]). Se tiene entonces que

[ -y = [ soellazul g thlnzu) g
J AR G ) - A @) -+ (2D
+ﬂ ol (wr — u2)[$(&1) = ¢} [V — V).
Tomando (21) en (20) y sustituindo en (14)

Salun, wa, 9) = [ Tl = ug(6) = ()] [Vur — V] = (22)
0Tl - )

~

Qrp ot
Considerando las propiedades de T, , de by de BV, se tiene que
, 0 : doz
M — PZgTalin —wa) = lim o Tu(h =) = (23)
)Fv’
= lim — F1(Z)—dadt = 0.
M = o ¢ )mfu

Combinando las expresiones (14) y (22) de J,,, la desigualdad (16) de la Etapa
1 y el limite (23), para todo ¢ € C§°((0, T')) es

2] _
Jim T, wa, ) = [ (2 (24)

—{—ﬂ@ {(g(;z;, u1) — gz, ua))sign, (2)p + (f1 — fz)}slg11+( Yodadt > 0.

ETAPA 3. Fin de la demostracién. Gracias a (24) resulta que

z
-= [ +m~[{(bm g, u)) + (fi — o) Jsign, (2)de > 0.

Integrando respecto de ¢, como sign (b(uy (¢, ©))—b(us(t, z))) = signy (v (t, ©)—
uy(t, x)) se obtiene

/s_zw(ul(t, 2)) = bualt, @) < [ (@) = b(ug(@)s+

— [ {(ote, w) =gl w)) + (7 = ) sz, (blus) = ).

Para establecer el resultado del teorema necesitamos distinguir dos casos: que
la constante dada en (11) sea C* = 0, obteniendo directamente la conclusion
del teorema; o bien que C* > 0. Entonces se definen v;(¢, ) = e~ *b(u;(t, z))
con j = 1, 2, obteniendo para © = vy — vy una desigualdad como la anterior,
que al expresarla en términos de u da el resultado.
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