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Sobre un modelo bidimensional
en Climatologia

1. Introduccidn.

El presente trabajo tiene como objetivo el tratamiento matematico de un
modelo de evolucion temporal de la temperatura sobre la superficie de la Tierra
obtenido a partir de un balance de energla.

Los modelos climatoldgicos de balance de energia (EBM) fueron introdu-
cidos en 1969 por Budyko y Sellers, de forma independiente. Se caracterizan
por ser de cardcter global (e.d. atafien a toda la superficie de la Tierra y no
s6lo a una zona, pals o continente) y por referirse a las escalas de tiempo muy
grandes en comparacion con el tiempo de prediccién {e.d. del orden de siglos
o milenios).

2. Modelizacion.

El balance de energia sobre la superficie de la Tierra se expresa puntual-
mente (tras un proceso standar de promedios) como Incremento de Calor =
R, — R.+ D donde R, es la energia absorbida por la Tierra, R, es la energla
emitida por la Tierra y D la redistribucion del calor. La energia absorbida R,
depende del albedo o reflexividad de la superficie en ese punto; es claro que
las zonas cubiertas de hielo reflejan mas la luz solar que los océanos, y que
por tanto la energia absorbida es menor en las primeras. La funcién albedo o
se suele tomar con valores comprendidos entre 0 y 1, y por tanto la lamada
funcién coalbedo 4 = 1 — «a representa la fraccién de luz absorbida. En
Budyko [1969] v Sellers [1969] se supone que B, = @F(u) donde u es la tem-
peratura y ¢) una constante positiva llamada constante solar. Budyko[1969]



propone como funcién coalbedo una funcién discontinna del tipo

by u < u,

Alu) = by > uy (1)
donde b; y by representan los coalbedos de la zona helada y del océano res-
pectivamente, 0 < b; < by < 1y como temperatura critica wu, se suele tomar
+ = —10°C. Por su parte, Sellers [1969] supone f(u) continua, del estilo de
Blu) = by + 1/2(b; — b,)(1 + tanyu). La energla liberada por la Tierra £,
se suele suponer funcién creciente en w y se representa por una funcidén atin
en el modelo de Budyko, R, = A+ Bu y por R, = A+ Bl|u|’u en el modelo
de Sellers, con A v B pardmetros positivos, obtenidos mediante observacion,
pudiendo depender fuertemente de fendmenos tales como el efecto invernadero,
etc.

Budyko y Sellers consideraron un operador de difusién lineal (de hecho el
operador de Laplace). Sin embargo, en 1974, los climatdlogos Held y Suarez
propusieron un operador no lineal que agqui adoptaremos en un sentido més
general.

El modelo final es el dado por una EDP de difusién no lineal sobre la super-
ficie de la Tierra (e.d. 5?) o mds en general sobre una variedad riemanniana
M compacta, bidimensional y sin borde (por lo que no se requerird condicién
de contorno alguna). Mds concretamente, a lo largo de esta comunicacién
consideraremos el problema

(P ue — Apu € QA(u) — Re(u) en (0,T) x M
) u(0,z) = ug(x), sobre M

donde para mayor generalidad supondremos que 4 es un grafo maximal mo-
nétono de IR?. Tl operador pseudolaplaciano A, (motivado por Held-Suarez
[1974] con p == 3) es el operador dado por

A = divag(fgrad ul"grad o)
Bratiyg M

donde el gradiente y la divergencia deben entenderse en el sentido de las
derivadas covariantes sobre M.

Debido a la complejidad de la formulacion, varios autores han estudiado mo-
delos simplificados considerando la temperatura sélo dependiente de la latitud
(e.d. tomando medias sobre cada paralelo). En ese caso, si se definen = = sen¢
y p(z) = (1 — %), (P) conduce al problema

(Py) — (p(x )lu "ue)e € QB(u) — Fe(u) (t,2) € (0,T) x (=1, 1)
' ( ;) = up(x) z e (-1 1),

El tratamiento matemético de () fue llevado a cabo en J.I.Diaz [1993] (véase
también Hetzer [1990] v Xu [1991] para p = 2). El objeto de nuestro trabajo
es la extension a dimensidn dos de algunos de esos resultados.



3. Existencia de soluciones.

La posible discontinuidad de la funcién coalbedo hace que el modelo no
tenga (en general) soluciones cldsicas. Se introduce por ello el concepto de
solucién débil, para lo cual definimos el espacio de energia V = {u € L*(M):
Vu € (LP(M))?}. Es tacil ver que V es un espacio de Banach con la norma

e flv=Il w [l + | Ve |

Lr(M) -«

Definicién. Diremos que u es una solucién débil acotada de (P) si u &
C([0,T]; LAM)) N L=2((0,T) x M)) N L2(0,T;V) y existe z € L=((0,T) x
M), z(t,z) € fult,z)) ae (t,z) € (0,T) x M tal que

o T ,
/M w1, 2 (T, ) W/o /M w(t, x)v(t, x) +/0 /M |Vul[P~*VuVo+

T T
+f0 /M Re(uw)v = /0 /M Qz(t,x)v + ‘/M ug(z)v(0, )
Yo € L2(0,T;V)U L=((0,T) x M) tal que v; € L' (0,T; V).

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente

Teorema 1

Dado ug € L™ (M) ewiste al menos una solucidn débil acotada de (P).

Idea de la demostracién: Seguiremos el método de Diaz-Vrabie [1987] que
es especialmente 1til si A es multivoco. Siguiendo la teorfa de operadores
no lineales (Brezis [1973]) se define A : D(A) C LA(M) — L} (M), Au =
—Ayu + R.(u). Se comprueba que A es un operador m-acretivo en L*(M)
y que genera un semigrupo compacto. La existencia de solucién u se basa
ahora en la aplicacién de una variante del Teorema de Punto fijo de Schauder-
Tychonov para un operador @ construido como sigue:

Definimos

Q K — 2[/7’(0,7“;[12(./\/[))

donde K = {z € LP(0,T; L*(M)) = || 2(t) o< Coae. t € (0,T)} se
compriteba sin dificultad que K es convexo y débilmente compacto en LP(0,T :
LA(M)). A continuacién se introduce el operador Iy : K — C/([0,T; L*H(M),
Io(z) = v siendo v la solucién de £(4) + A(v) = 2, v(0) = ug. También
definimos el operador de seleccion, F dado por

F oo PM) — 9L (M)
v — {h e L} (M) : h(z) € flv(z)) ae. & € M.}

Finalmente Q(z) = {h € LP(0,T; L*(M)) : L(t) € F(Io(=)(t))a.e.t}. Compro-
hamos que Q es débilxdébil cerrado, lo que por una variante del Teorema de
Schauder-Tychonov permite concluir que @ tiene al menos un punto fijo. Sin
dificultad se comprueba que es una solucion déhil acotada de (P).




4. Criterios de unicidad.

Si 4 es univoco (como en el modelo de Sellers) se obtiene la unicidad
mediante procedimientos standar (véase Diaz [1993]).
Por el contrario si # es multivoco (modelo de Budyko) pese a ser un problema
parabdlico pueden darse casos de no unicidad. Ya en Feireisl-Norbury [1991]
se estudia un "problema discontinuo” que aparece en combustion y se obtienen
resultados de distinta naturaleza.
Para el problema () un estudio de la unicidad fue realizado en Diaz [1993],
mostrandose criterios de unicidad y no unicidad. Los resultados sou del siguien-
te tipo: Criterios de no unicidad: existen infinitas soluciones si el dato inicial
es simétrico y "atraviesa el nivel u = —10 de manera plana”. [Dado que toda
solucién de (P() genera una solucién de (P), tenemos asi automaticamente un
criterio de no unicidad para (P), para adecuados datos iniciales]. Criterios de
unicidad: en Diaz [1993] se obtiene la unicidad bajo hipotesis de no degenera-
cion. En el caso bidimensional introducimos la siguiente nocion:
Definicién: Diremos que w € L= (M) satisface la propredad de no degenera-
cion fuerte st AC >0 Jeg > 0 t.q. Ve € (0,¢)

Hee M Jw(z)+10] < e} < O

be tiene

Teorema 2

Supongamos  dado por (1), p > 2 yuy € L™®(M). Si existe una solucion de
(P) tal que u{t,-) verifica la propiedad de no degeneracion ¥t € [0,T] entonces
w es la dnica solucion débil acotada de (P).

Teorema 3

Supongamos p > 2 y ug € CY{(M) simélrico con respecto al Fcuador y que
verifica la propiedad de no degeneracion fuerte. [FEntonces eviste una dnica
solucion débil acotada de (P). g

Idea de la demostracién del Teorema 2: La demostracion se basa en la
idea de que aunque 4 es discontinua genera un operador continuo de L™ en
L4 sobre funciones que verifican la propiedad de no degeneracion fuerte. Mas
concretamente, se prueba que
Lema
Sean w,w € L¥(M) y t.q. w satisface la propiedad de no degencracion,
entonces
Vge[l,o0) 3C >0t Vze€ flw), 2ep(D)
2z =21y (b — b)) min{C || w — & || &0/ | M|},

Supongamos aliora que existan wu, & soluciones de (F). Por la monotonfa de
R. se tiene

f[; /M u(t) = a(6)|* + /M(Wu(t)\f"'zvfu(z)— |0 P2V a(E)) (Vu(t) — Vi)

4



<0 /j'w(z(g,-,t) = 2w, ) (ule, t) — A2, 1)

para algdin z, 2 € L=((0,T) x M) con z(x,t) € flult,z)), 2(t,x) € A(0(t, z))
para casi todo (t,2) € (0,T) x M.

Sip > 2, por las inclusiones de Sobolev sobre variedades (Aubin [1982]),
aplicando el Lema anterior obtenemos

d . 1a o 1
— |lu—1d ”L?(M)S (QC — w0,

dt ) Il = ([ gy +Cs || v =@ 72y

Haciendo el cambio de escala © = ar, |JM,| = o*| M| deducimos que

d L L, aPT? . n
- et ey < (@Clzaz——i)-,;-(js—) | v = oo pr,y HCa() [ u—1 |

2
L} (Ma)

con (y,Cs constantes positivas independientes de c. Asi para o suficiente-
mente pequeiio se tiene que (QCia® — ‘Y;,PGZQ) < 0 lo que implica la unicidad
por argumento de tipe Gronwall.

Sip =2, lainclusion HY(M) C L"(M) Vr € [1,00) garantiza el éxito del
argumento anterior; dado que u y @ son soluciones débiles acotadas, v — 4 €
L=(M) y V6 > 0 existe rp > 0 tal que si 1 > ry se tiene que

e = o= any = 1w = @l zrian] < 8

5. Estabilidad de la solucién.

En esta seccién estudiamos el comportamiento de las soluciones de (P)
cuando t — +oco. Dada u solucidén débil y acotada de (P), definimos el conjunto
w-limite w(u) = {v € VN L®(M) : I, — +oo t.q. ulty, ) — e en L2 (M)}
Se tiene
Teorema 4
(i) St w € L0, +o0; V) = w(u) # 0
(1) 5% too € w(u) y Ity — +oo g ult, +5,7) = U €n L3((~1,1), L*(M))
entonces e, solucion débil del problema estacionario.

(iil) Yue, € w(u) H{t;L} — 400 t.q. u('l:;“ ) = Ue, fuerte en V ]

Idea de la demostracién: Inspirados en Diaz-Thelin [1993], se construyen
funciones test v del tipo v(t,z) = E(x)e(t — t,) con £ € VN LP (M) y ¢ €
D(—1,1), ¢ = 0, [1, 0 = 1. Tras el cambio de variable s = { — ¢,, se muestra
que [/, (5, 2) = u(t, + 5, 2) verifica las siguientes estimaciones a priori

| U om0 Ch

| VU |zoo(-1,1:2r 2y < Co

| 2u(s,2) lpeo (-1 100 S 1
con (4 y Cy independientes de n. Finalmente se pasa al limite en la formulacién
variacional utilizando la monotonia del operador A, y clertas propiedades de
los grafos maximales mondtonos.
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