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Resultados positivos y negativos
sobre la controlabilidad aproximada

de problemas parabélicos semilineales.'

1 Nocién de controlabilidad aproximada.

Dados Q C IR* vy w C ) abiertos regulares y acotados, pretendemos estudiar
la “controlabilidad” del problema:

ye — Ay + fly) =ux, en @ =02 x(0,7)
(P)§ y(z,t)=0 en & =80 x (0,T)
y(z,0) = yo(w) en {1,

donde f(s) = A|s [P's, p>0y A > 0. Denotaremos por y(t : u) a y(-,t)
con y solucién de (P).

Definicién 1 Diremos que el sistema P verifica la propiedad de “Controla-
bilidad Exacta” respecto del espacio de estados X y de controles U, si para
cualesquiera yg € X y T > 0, existe u € U tal que y(T;u) = ya.

Esta propiedad es tipica de un buen nimero de problemas reversibles {como
p.e. la ecuacién de ondas). Sin embargo, el efecto regularizante de los pro-
blemas parabdlicos (como p.e. la ecuacién del calor), impide en general esta
propiedad. Por tal motivo conviene debilitar los anteriores requisitos:

Definicién 2 Diremos que el sistema P verifica la propiedad de “Controlabi-
lidad Aproximada” respecto del espacio de estados X y de controles U, si para
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o=+ OO0

cualesquiera yg € X y T > 0 existe {uytnervy C U tal que y(T;un) — ya €n
X.

Observaciones

1) Una primera respuesta afirmativa sobre la controlabilidad aproximada
para el sistema P se refiere al caso lineal (A =0,6 A >0y p=1) y fué dada
en Lions [1968]. Posteriormente Henry [1978] extendié tal resultado al caso
no lineal (p > 0) pero con w = O (una demostracién muy sencilla se debe a
Diaz-Fursikov [1993]).

2) Una cuestién interesante en las aplicaciones es la restriccién sobre el
signo de los controles. Por ejemplo, si yy € y(T : 0)+ L2 (), nos preguntamos
si se puede elegir el control u en el conjunto L% (w x (0,T)). Esta cuestién
fué ya suscitada en Diaz [1990] donde se resolvié afirmativamente para el caso
lineal con control sobre el contorno. Posteriormente, en Diaz-Henry-Ramos
[1993] se obtuvo tal propiedad para la formulacién (P), e.d. con control en el
interior.

En esta comunicacién obtendremos resultados afirmativos y negativos sobre
la controlabilidad aproximada para el caso no lineal con controles locales, e.d.
cuando w CC . Este caso es fisicamente mas realista que el caso w = 1y,
como veremos, de respuesta mds compleja (dependerd de los valores de p).

2 El caso sublineal (0 < p <1).

El caso p = 1 corresponde al modelo lineal. Diferentes métodos pueden ser
usados para este cometido. Citemos, por ejemplo, los trabajos Lions [1968]
(via el Teorema de Hahn Banach), Lions [1990] (método constructivo) y Lions
[1991] (argumento de dualidad).

Para el caso 0 < p < 1, es de interes el articulo Seidman [1974] en donde
aparece un resultado abstracto cuya aplicabilidad al problema P fué sefialada
en Diaz [1990], pero resulta de gran sofistificacion

El objetivo de esta seccién es dar una demostracién directa para el caso
0 < p < 1. Nos basaremos en el método utilizado en Fabre-Puel-Zuazua [1992]
[1993] relativo al caso

f localmente Lipschitz
|f(s)] < a+bls|si|s| > M

Tal método consta de dos etapas:
a)Argumento de dualidad (siguiendo esencialmente a Lions [1991]).
b)Aplicacién del Teorema de punto fijo de Kakutani.

Nuestro resultado es el siguiente :

Teorema 3 Supuesto 0 < p < 1, el problema (P) tiene la propiedad de la
controlabilidad aprozimada con X = LI(Q), 1 < ¢ < 0o y controles v de la
forma

u € |@]Lt(wx(0,1))397(P) Xwx(0,T)

2



(donde @ es la solucidn de cierta ecuacidn lineal retrégrada en el tiempo).

Idea de la demostracién.

Definamos £(5) = F(s0)
9(3)={ s — 8o sto (s0 # 0).

k s = 8g

Como f(s) = A|s|P7's es localmente Lipschitz en sy si so # 0 se tiene que
g € L*(IR).
Dado z € L%Q) descomponemos y = L(z) + Y (%), donde

{ Li— AL+ g(2)L = —f(s0) + g(z)so en @
L=0 en %
L(0) = yo en {1

e Y(z) se explicitard con la ayuda del siguiente
Lema (Fabre-Puel-Zuazua [1992] [1993]) El resultado del teorema es cierto
para el caso lineal con potencial (e.d. cambiando f(y) pora(z,t)y, con a(z,t) €
L=@)) o
Idea de la demostracién del Lema

El resultado se obtiene viendo que si ¢° € LQI(Q) es el tinico punto de
L7 () para el que se alcanza el minimo del funcional

1 2
0 _ - Cl t 0 f—f Od
J (@) z(ij(o,m”’i wd) +ele’ | | yapde,

donde ¢ es la solucién de

—-%—‘f——Acp—i—a(:v,t)go = 0 en@
@ = 0 enld
oT) = ¢ e

y si ¢ es la correspondiente solucién del anterior sistema con @¢(T') = ¢°, se
puede encontrar (utilizando la subdiferenciabilidad del operador J) un control
v €| @ |1t (wx(0,1)) 397(@)Xwx(o,7) Para el que la solucién del problema lineal P
cumple

| y(T) —ya IS €.

Fin de la Idea de la demostracién del Teorema 1.
Utilizando el lema anterior, para todo € > 0 se puede encontrar un control
v(2,Y0,Ya) € s91((2, Yo, ¥d)) Xwx(o,) tal que la solucién ¥ = Y(z) de

Y 0 en X

Yi - AY +g(2)Y = (2,50, ¥a)lrt wx 0V (2, Yo, Ya) Xw en @
Y (0) 0 en (2



cumple

Y(T) = (ya— L(T))|; S &

Suma:ndo, resulta que y = L + Y es solucion de

y— Ay +g(z)y = —f(so0) + g(z)s0 + le(2, v, Ya)1v(2, Yo, ya)xw en @
y = 0 en X
y(0) = o en §}

ly(T) — yal, < e.

De este modo, si llamamos y(v) a la solucién de

yr — Ay +9(2)y = —F(s0) + 9(2)s0 + (2, y0,¥a)1vxw en @
Yo 0 en
3!(0) = Yo en ()

y
A(z) = {y(v), v € sgn(e(z,y0,¥a))xws [Y(T) —yals <€},

se tiene que para todo z € L9(Q), A(z) # 0. Por dltimo, aplicando el Teorema
de Punto Fijo de Kakutani (como en Fabre-Puel-Zuazua [1992] [1993]), existe
y tal que y € A(y), lo que acaba la demostracion.

Observacién. El Teorema 1 se puede generalizar a f(s) tales que cumplan:
1. FEgiste solucidn de (P).
2. Ezisten M >0, a >0, y b> 0 tales que |f(s)| < a + bls|, si [s| > M.

3. Existen so € IR, ¢ > 0 y 6 > 0 tales que |f(s) — f(s0)] < ¢|s — 50|, st
s & (50 “6,So+6).

Los detalles pueden verse en Diaz-Ramos [1993].

3 El caso superlineal (p > 1).

Ahora, el resultado sobre controlabilidad aproximada es en general negativo,
puesto que mostraremos que todas las soluciones se pueden acotar uniforme-
mente (independientemente de los controles) sobre Q—. Un primer ejemplo es
debido a A. Bamberger (publicado en Henry [1978]): Dados {2 = (0,1), p > 1,
y v € U = L*0,T), se plantea el problema:

{ Y+ — Yoo + Y|Pty =0 en ¢

yo(£,0) = v(t); y(t,1)=0 en T
y(0) =0 en ).

Entonces, si ., = (¢,1) (0 < ¢ < 1), se tiene que

/Q ly(T,z)|*dz < C.( independiente de v).
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Un método distinto es el desarrollado en Diaz [1990] para el caso de control
global sobre el contorno y que a continuacién adaptamos a nuestro problema

(P).

Teorema 4 Supongamos p > 1. Sea u € U = L*(w x (0,T")) arbitrario y sea
y(z,t:u) la solucidn de (P) correspondiente. Entonces se tiene

.Iy(m,t cu)| < C(p,n) (%w)" + fg) cV(z,t) € (U —w) x (0,1,

siendo
b= 2 d(z) = dist(x, 0w)
=TT z) = dist(z, Ow).
Idea de la demostracién. Basta probar
1 1
y(z,t:u) < C(p,n) (m + ;—2—) ¥(z,t) € (2 —w) x{0,T),

(la otra desigualdad es analoga).
El resultado se obtiene mostrando que la funcién

Y(2,1) = C(p,n) ( d(i)e + l)

verifica las siguientes propiedades:

Vi—AY + Y)Y 20 en (2 —w) x (0,T)
Y =+o0 en (Ow) % (0,T)

Y >0 en (09) x (0,T)
Y(z,0) = +o0 en (0 —w)

Por dltimo, una aplicacién del principio del maximo sobre (2 —w) x (0,T) nos
da el resultado.

Corolario. Sip 1, (P) no verifica la propiedad de controlabilidad aprox:-
mada.
Observacidnes.

1.- En un trabajo en elaboracién (Diaz-Fursikov-Ramos) se estudia el con-
junto de puntos de alcanzabilidad para problemas superlineales.

2.- Parece posible extender los resultados de esta comunicacién a otros
problemas no lineales de estructura mds compleja que los semilineales, tales
como la ecuacion de los medios porosos y del (m + 1)-Laplaciano:

v — Ay™ = uxy

Yt — A(m+1)y = UXw-
Asi, si m > 1 hemos obtenido respuestas negativas y para 0 < m < 1 conjetu-
ramos que las respuestas seran positivas.
Agradecimientos: Proyectos PB90/0620 (J.I. Diaz) y AMB93-0199 (A.M.
Ramos) de la DGICYT.
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