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Resumen

Consideramos un sistema de ecuaciones parabdlicas no lineales acopladas so-
bre el contorno, con una ecuacidn diferencial ordinaria no lineal, que aparece en
el estudio de ciertos procesos de Ingenieria Quimica en los que un catalizador, de-
positado sobre las paredes de una particula, pierde actividad debido a una cierta
reaccion quimica. Mostramos la existencia y unicidad de soluciones incluso en
ausencia de condiciones de Lipschitcianidad. Se muestra también la extincion en

tiempo finito del catalizador.

Introduccion.

En algunos procesos de Ingenieria Quimica la reaccion entre dos especies quimicas,
cle concentraciones w y v, que se difunden por ejemplo en el exterior de una particula
() =D — K, se realiza en presencia de un catalizador de concentracion % fijado sobre
la superficie de los canales porosos de la particula catalitica K. Aqui 7 representa
un abierto regular de IRY v K un compacto de D. En algunos procesos concretos,
por ejemplo en el desparafinado de ceras de hidrocarburos en la destilacion de fuels
(véase Chen et al [3], pag. 175) aparece una tercera sustancia de concentracién w que
se difunde libremente en el exterior de la particula v que “envenena” al catalizador
reaccionando con él en 0K y le desactiva paulatinamente con el tiempo. Un mod-
elo matemstico correspondiente a esta éilzu__acio’n se puede formular en los siguientes

térmninos

wy = div (d1Vu) en (0,7) x €,
v = div (daVe)  en (0,T) x €,
w, = div (dsVw) en (0,T) » ,
ky = —cf(w, k) en (0,7 x 0K,
o
—dl-g—% =g(k,w,v) en (0,7) x 0K,
n .
“dg(u = Ag(k,u,v) en (0,T)x 0K
n
~(153~5E = [f{w, k) en {0,7) x 9K,
n

w=wv=w=0 sobre (0.7 % dD,
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k(O,z) = ko(z) en OK.
Se supone que los coeficientes de difusion d;, (i = 1,2,3) son constantes estrictamente
positivas, al igual que los pardmetros de velocidad de las reacciones ¢ y A, y que n es
el vector normal unitario exterior a 952 (es decir en 902 N OK  es la normal interior a
0K). Los datos lniciales se suponen
y, Vo, wo € LT (€2),
]{}O = C+ ((91{),
donde LF(§2) y C+(0K) designan los conos de funciones no negativas de los espacios
L*2(Q) v C(OK) respectivamente. En el presente trabajo supondremos tambien las
hipodtesis naturales
1. g tunciones Holder continuas, no decreciente en sus argumentos
y se anulan cuando alguna de las componentes de sus variables es nula.

El objetivo de este trabajo es mostrar que el modelo estd bien planteado incluso
cuando f y ¢ no son funciones Lipschitcianas (a diferencia de como se supone en
Bobisud and Calvert [2]). Ademds, mostraremos que el catalizador pierde totalmente
su actividad en un tiempo finito cuando f(z,y) =z"y” cona > 1y f € (0,1).

Existencia y unicidad de solucién
El principal resultado de esta seccidn es el siguiente
Teorema L £l problema (1, 2, 3y 4) tiene, al menos una solucion (u,v,w, k).

Antes de ser mds precisos con la nocidn de solucidn aludida en el teorema anterior,
senalemos que el problema puede ser facilmente desacoplado en dos etapas:
1*" Etapa. Dados (wq, k) resolvemos el problema

wy—dsAw =0 en (0,7) %,
—(13%% = flw,k) en (0,T) x 0K,
w =0 en (0,7)x 0D, (5)
ki +cf(w k)=0 en (0,7)x 0K,
w(0, ) = wy en §),
E(0,-) = kg en OK.
274 Btapa. Dados ug,vp y k solucion de (5) resolvemos el problema
u, — dyAu =0 en (0,77 x £,
vy — dgAv =0 en (0,7 x £,
—Cl;%—%’ = g(k,u,v)  en (0,T)x9K,
—dg% = Ag(k,u,n) en (0,7) x K, (6)
u=1u=0 en (0,7) xdD
u(0, ) = uy en
(0, ) =wy .. en £



En consecuencia, basta abordar ambos problemas separadamente.

Unicidad de soluciones de (5) y (6).

Teorema 2 Sean (w, k) y (w*, k*) soluciones del problerna (5) correspondientes a los
datos iniciales (wo, ko) v (wy, ky). Entonces

|ty — w”(t) k(L) — k"(t)

para todo t € (0,717,

C
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Ly T |/,1(01< o — ’“J’SHU(Q) + J|ko — /"SH[AwK) (7)

Teorema 3 Sea (w, k) solucidn del problema (5) correspondiente al dato inicial (wo, ko).
Sean (u,v) y (u*,v*) soluciones del problema (6) de datos iniciales (ug, vo) v (ug,vg)
respectivamente. Entonces

Mlwlt) = w* (@)l pagqy + 0 (E) - v" (1)
pare todo t € (0,T].

Loy = Mluo — UGHLl(ﬂ) + [fvo — '“SHLl(Q) (8)

La demonstracion de los dos teoremas es, hoy dia, clisica: al menos en la clase de
soluciones lamadas “fuertes” (es decir,cuando las derivadas temporales de las incogni-
tas son funciones de LH((0,7) x ) y LY(0,T) x 9K)). Basta utilizar que las lunciones
[ v g son no-decrecientes y el hecho de que

it pon, . ,
/ / Ep\"gsign (u) dzdt = / lu(t, z)da — | |u(0,x)|dx
Jo Ja O Ja 0

Corolario 1 El problema {1-4) tiene, a lo sumo, una solucidn fuerte.

Existencia de solucién del problema (5} semidiscretizado.

Un método clasico para la resolucion del problema (5), especialmente util para el
andlisis munérico, consiste en aproximarle, para ¢ > 0, por su discretizacion en el
tienmpo

o it ‘ _
%wwz—u— = div w’ en (Hi, (Q)),
i =tz
A k%«l Lo /
6 T —cf(w', k) en D' (0K),
—a;; = f('w"-', /L';'“") en D' (0K},
(w' k") € Hhy () x L* (0K)

H

=11, paraalgunaparticinty = 0 < t; < ... <&, =T cont; —t;_1 < ey donde hemos
utilizado la notacion

Hlp (Q)={wec HY(Q):w=0endDj,
(F}p, () dual de Hjp (). Este metodo es, de hecho, el método caracteristico de la
teorfa de semigupos no lineales. Comencemos por estudiar el operador asociado (en

este caso de cardcter vectorial). Una primera propiedad sencilla de demostrar es la
siguiente:



Proposicion 1 Ll operador A definado por

(w, k) — Alw, k) = (—dyAw, cf(w, k) (9)
con
D(A) = {(’ar); k) € W) < CUOK) : Aw € W (Q) y — (,13? = f(w, k) en HK}
"
(10)

es m-T-aceretivo en LH(Q) x LHIK).

Un resultado mids técnico concierne a la acotacion de las soluciones del problema
estacionario asociado:

Lema 1 Sea (F,G) € L>®{Q) x L™(0K) y (w, k) wna solucion del problema
Alw, k) + Mw, k) = (F,G). (11)

Entonces, para todo 1 < 5 < oo se tienen las estimaciones siguientes

[|w]

1
sy < ”:HFl L9 (12)

1

! : e | 1:
Hwllmg < Y L2 (13)
1 ]
5|l ooy = :\*HG LHAK), (14)
H'w Loo(§2) S C(N:HF} m,\QD, (15)
[kl Loy S C/(NG]oes 0K, C). (16)

DEMONSTRACION DEL LEMA 1. La demonstracion de las estimaciones en L°(§)) y
H'(€)) son cldsicas. Para la demonstracidn de la estimacion en L%°(€)) seguiremos las
ideas de {1]. Sea la funcion test 277 (w) donde Ty (w) = T(w — T3(w)), y Ti(w) es
la funcion de truncacion de nivel [ definida por 7i(w) = inf{|w|, {}sign(w). Dado que
los términos [, AwTieci(w) y [ f(w, k)T (w) son positivos se tiene que

]

/ |Vwl|* < / 17| < & F ()|F||w, (17)
J{l<Jw| <} J{I< w!}

donde ©(1) = [{|w| > {}|. Usando los desigualdades de Sobolev, Holder y Young,
obtenemaos .

C'y , 1 f :
Ty, < 7 [  (val (18)
N {[<|w|§f—;‘1}

€ €

L A2 LB — D+ )\
(— / |V'wt“)> ( 9 : ( €)> (19)
€ J 1< w|<l4-c} €

v 1 Q) =Dl +¢€
< %_||F||N<p7v—’i—l(l)+ (J() ®( +€)) (20)

[A

2002 €



para todo a > (. Haclendo € | 0 se concluye que
() + COT(]) < Oen D(IR), (21)

donde C = o*(2Cy — a?). Para « suficientemente pequena € > 0. Por tanto, la
integracion de la desigualdad (18) conduce a

, 1
PUV(I) < &N (lo) + Cllo = 1) paratodo 121, (22)

vy como $(l) > 0 deducimos que |jwllporg) < C(N,|[Flle |). En el caso de la
estimacion para b usamos que f es Holder continua v que w es acotada in L (£2).
DEMONSTRACION DEL TEOREMA 3. Como A es m-T-accretivo en L' () x L' (8K) por
la teoria general de semigrupos existe una unica solucidn suave (exact mild solution)
(w, k) del problema de Cauchy

ﬂ—%—%—) + Alw, k)20,  (k(0),w(0)) = (ko,wo). (23)

Mds precisamente, para todo A > 0 vy todo § > 0 existe € > 0 v existen (ki, ..., k,,
wy, ..., Wy,) tales que se verifica

(iil,j - ]\I:,:‘...J' Wy — W,
tr—ti =iy

) + Alw, k) =0, i=1,..,n, (24)

con || (B(t) = ki, w(t) —w) |[pwyxnery < 6. Ademds k(t) y w(t) tlenen la misma
regularidad que k; y w; antes estimaca.

La anterior solucién es solucion débil del problema (5).

Definicién 1 Por una solucion débil del problema (5) entenderemos todo par de func-

. -2 2 2 7
tiones (w, k) € L*(0, T Hyp (Q)) x L* (0K x (0,T)) con w, € L*(0, T, H} 5 (Q)) wver-
ificando las ccuaciones diferenciales y lus condiciones de contorno e inictales al multi-
plicar por funciones test.

Teorema 4 Sea (w, k) una solucion suave del problema (5). Entonces (w, k) es tam-
bién wna solucion débil.

DEMONSTRACION. Dado ¢ > 0 existe n > 0 tal que si tp = 0,...,t;, = % existen
(kyy ooy ki, wn, ooy wy) verificando que

ki — ki wy — wi_y
T/n ' T/n

o (25)

3

) + Alw, k) =0, 1=1,..
con || (B(t) — A" w(t) — w0 (O osoxy <6 para todo £ e [0,T]. Es facil de
demonstrar que

w™(t) —w(t —T/n)
T/n

w(t) —

— 0 casi para todo ¢ € (e,7]. (26)

LUQ) % LK)



Lema 2 Dcﬁ'f'p,a,mos w" (t, ) = iy wi () Te_ 0 (L) Eintonces w™ es uniformemente
acotada en L*(0,T; H'(€2)).

DEMONSTRACION. Sea n > (. Entonces

™[y = Jo (w3 +[[Va"]3)

B oti
= > o+ 117wl
i=1 V-1

Adermnads tenemos que

xf
) ‘ 1
szsHiwL/ IIV'weri,_ IILUfH + 5 llwi- 2,
Sty

|[w™ HLZ 0T, HYQ)) = (T + ) Hwollé" (27)

n 5 - Wn, - T K .
/ / wy, (2, w, (T, 5 /77)“_{_/ YV, - V’U—i—/ F (wn k) v = 0,
T/n JOK T/n JT/n oK T/n J oK

Entonces cuando n ' oo obtenemos por la continuidad de f que

. - f g ) .
/ / wyv + / / V- Vo + / Jw, k)yw=10. (28)
Jo Jax Jo Jex Jo Jak

Regreso a la existencia de solucién del problema (6) discretizado.

De nuevo, para ¢ > 0 aproximamos por la semidescretizacion en el tiempo de las
derivadas temporales

(ut—utt ) _ :
ﬁ = div d1Vu‘ cIl (H({)D (Q)) s
1
RS That . ; | ,
“ET"“_"""";“-;" = div dgV’U I (Ha’D (\Q)) N
6 L@' i Co L yseobtiencelsiguienteresultado
(6c) — @u = Gu', ') = glu, o' k) en D (OK), v g
7.
du’

o MG (ut, 0" en D' (OK),

Teorema 5 FEl problema (6) tienc una solucidn suave (u,v). Ademas se verifica el
principio de comparacidén en L.

[l proceso es similar al caso del problema (5).
Proposicion 2 El operador A definido por

(u, k) — Alu, k) = (—djAu, —ds Av) (29)



con. N ,
D(A) = {(u,n) € (W) : (Au, Av) € (W) v
g ou e Ou Glu,v) en 0K (30)
g = o= (1w, v en }

es m-T-accretivo en (L))"
Lema 3 Sean (Fy, Fy) € (L=(0)?, v (u,v) una solucién del problema
Alu,v) + o(u,v) = (F1, Fa). (31)

Entonces para todo 1 < s < o0 se tienen las estimaciones sequientes

1 1
Hullsy < ;HF| pog,  olloey < ;Hﬂl Lo(52) (32)
1 1
il < ———F i, ol < ———| [ 3
lfull ey = 11111‘1(d1,U)H ey, i@ € 1nin(cl2,a)|| Sz (33)
Hullpeoy < CUN [ F oo, 9]}, [0l 2oy S OV, [[F2]]o0, 192]), (34)

La demonstracién de este Lema es analoga a la del Lema 1. También de manera
andloga se muestra que la solucidn suave es, de hecho, una solucién débil.

Extincidén del catalizador en tiempo finito

En esta seccion supondrémos un caso frecuente en las aplicaciones que corresponde
a una cinética de orden menor que uno para el catalizador

Teorema 6 Supongamos f(z,y) = z*y® cona > 1y € (0,1). Entonces, si infess wg >
0 earste Ty > 0 tal que

k(z,t) =0 para todo t>1Ty y =€ JK.
DEMONSTRACION. Por la ecuacién de & se tiene que
ke = —cw*kP
1=0 _ NETE L0
(k )[’ = —c(l = flw
4

R g

B) < R - ol - B

siendo W = infess wy, dado que es fdcil comprobar que W es una subsolucién para w.
Entonces, utilizando que k es no negativa deducimos la conclusién.
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