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Resumen
Estudiamos la convergencia de la solucién del sistema evolutivo de la MHD
hacia la solucién de la MHD ideal en el limite a cero de la resistividad eléctrica
y de la viscosidad del fluido, dando tasas explicitas de dicha convergencia y

considerando el operador de viscosiclad usnal y el propuesto por S.1I. Braginskii
en 1965.

Introduccién

Cuando un fluido conductor estd sometido a la accién de un campo magnético su com-
portamiento macroscépico viene descrito por el sistema de la magnetohidrodinamica
(MHD). El sistema de ecuaciones de la MHD para un fluido viscoso, resistivo e incom-
presible en B? es el resultado del acoplar las ecuaciones pre-Maxwell y Navier-Stokes
y se expresa como (vedse, p.e., [3]):

o (u-V)u—F(u)+Vp+SV (3B°) —S(B-V)B=1f en (0,T) x R?,

B 4 (u-V)B— (B V)utp,rob(rotB) =0 en (0,7) x R*, o
divu=0, divB=0 en (0,7) x R,
u(0, ) = ue(x), B(0,z) = By(2) en R?,

para T > 0 dado. Aqui, u denota la velocidad del plasma, p la presién del mlsmo,
B el campo magnético y f es una fuerza de volumen. Denotamos por vy, = Rm a
la viscosidad magnética donde Rm = L,Uiop es el ndmero de Reynolds magnético,
siendo g la permebilidad magnética del fluido, o la conductividad eléctrica del mismo,
L, y U, son las cantidades caracteristicas de longitud y velocidad respectivamente;
S es una constante proporcional a p. Finalmente, denotamos por F (u) a las fuerzas
debidas a la viscosidad del fluido. Habitualmente, en un fluido incompresible esta fuerza
se toma como —Au siendo Re el nimero de Reynolds. En este trabajo consideraremos
ademds el caso en el que los efectos de la viscosidad son descritos por el operador de

Braginskii [1] Vu, que aparece con frecuencia en el estudio de plasmas de fusién por
. B
confinamiento magnético. El operador V viene dado por (Vu) = T»;Lv i = 1,2,

; B
siendo 7 el tensor definido como

Tij = Z’ya,u,(_«,[/[/m'j (Va=—1sia=0,1,2y v, =1 para o = 3,4)

ce=(}



donde IjVari_j = flaijyk[ (h) Y/Vm, M/u = %q—;’;“ -+ g—:—: - %éMV -u. Los coeflcientes Arxij,lcl
son polinomios en la variable direccién del campo magnético h = B/ |B|, mientras que
coeficientes de viscosidad e, o = 0,...,4, son positivos y sélo dependen del médulo
del campo magnético. Sin embargo, para evitar esta situacién patologica, seguiremos
ol tratamiento realizado por Spada y Wobig [16] en donde se hace una aproximacién
de los coeficientes involucrados en 7 de forma que este operador resulta independiente
del campo magnético B. Asimismo, siguiendo nuevamente la referencia anterior, los
coeficientes de viscosidad fta, o = 0,1, ...,4, son aproximados por constantes.

Cluando los efectos debidos a la viscosidad del fluido y a la resistividad eléctrica del
mismo desaparecen entramos en el marco de la MHD ideal. De este modo, el sistema
de ecuaciones de la MHD ideal se expresa como

aul | (0. V) ul4+Vp SV (-;- (BU)2> _S(B.V)B'=f in (0,T)x R,
+ (-

2B’ , V)BY - (B” V)u' =0 in (0,7) xR, (9
divu’=0, divB'=0 in (0,7 x R,
u’(0,2) = uf(x), BY(0,2) = Bj(z) in R?,

fin este trabajo nos interesamos por el paso de la MHD a la MHD ideal, auncue nos
limitaremos a describir en grances lineas las demostraciones de los resultados obtenidos,
pucliéndose encontrar los detalles en [13] y [7]. Existen dos trabajos previos al nuestro
debidos a Wu [19] y Diaz [8] en los que se hace un estudio similar, pero para el limite
Rm— 0o, Re— +ooy § — 0 (lo que equivaldria a suponer que el coeficiente y de
permeabilidad magnética tiende a cero) y considerando en ambos casos como fensor
de viscosidad F = A.

Debido a que los fluidos que estamos considerando son incompresibles, trabajaremos
con campos solenoidales. De este modo, denotaremos por H, al subespacio de I* (RS)3
formaco por los campos de vectores de divergencia nula y cuyo operador de proyeccion
asociado viene dado por la matriz P (véase, p.e., [3]), con Py = 05 — R;Hy, siendo
R; la transformada de Riesz. Es fdcil ver, utilizando la transformada de Fourier, que
P commuta con log operadores A y V. Igualmente, denotaremos por HJ a la imagen
mediante P de los espacios de Sobolev (W?2* (R%))* = H* (R¥)*, s = 0, esto es, HS :=
{v e (H* (R)) : div v = O} _ Las normas en estos espacios las denotaremos por || ||,
siendo s el exponente del espacio en el que trabajemos. Bajo las hipdtesis hechas para
el operador V. se comprueba que éste es continuo de H;* a valores en H™ 2 conm > 2.

Existencia

La existencia y unicidad de solucién para los sistemas de la MHD y MHD ideal ha sido
estudiada en diversos trabajos entre los que citaremos [9] y [18] en el caso de la MHD
en un dominio acobado y en todo el espacio R", n = 2,3, con condiciones de contorno
periédicas y en ambos casos con un sdlo coeficiente de viscosidad; para el sistema cle la
MHD ideal destacamos los trabajos [14] y [15] para un dominio acotado de R™, n = 2,3
y [17] para datos iniciales analiticos. En este trabajo damos un resultado de existencia y



unicidad local de solucién cldsica para ambos sistemas en todo el espacio R?, tomando
como fuerza debida a la viscosidad del fluido, F, los dos operadores anteriormente
introducidos. Este resultado se enuncia como: ‘

Teorema 1 Sean T > 0y (up,Bo) € H° (R3)® x H? (R?)*, s > 2, tales que
V -1y = V- By = 0. Supongamos f € C ([0,7]; L* (R*))n L' (0,T; Hy (R*)) . Entonces:
i) existe una (nica solucién (u, B) del problema (1) con F dada por A o por V tal
que

~—poh

(u,B) € C ([O,T'] : (HS (1@:‘3)“)2) net ([U,T'] e (R % B (]1{3)3)

con T' € (0,T) dependiendo sélo de los datos iniciales. Ademés, si s > 4, s € N,
entonces la solucién (u, B) estéd acotada en C ([O,T’ 15 (H 541)2) uniformemente en Rm
v Re 0 fia, @ = 0,...,4, respectivamente.

ii) existe una iinica solucién (u’, B®) del problema (2) verificando

w0 B9 ¢ (j0 1 A (&) 1 (8)) et (1ol (7 (29°)')

para algin Ty, > 0 que solo depende de los datos iniciales, y tal que V1™ < Tj se tiene

K

A ([T O], + [|VB (8)]] ) dt < o, (3)

Ademds, si Ty < oo, entonces al menos una de las dos integrales en (3) explota para
algin T < Ty,

Damos a continuacién un esquema de la demostracién del teorema anterior. Una
versién detallada puede encontrarse en [13] y [7]. Para ello, hacemos actuar el operador
proyeceién P sobre los sistemas de la MIID y MHD ideal; de esta forma, dichos sistemas

pueden escribirse como

@
S A@) 0 = G(1),

®(0) = (ug, Bo)
siendo, V& = (0, B) € H. x HI, 7 > 2, A(®) = A+ Ay (B); D (A(®)) = HF x H}

e ) (7 D)

en el caso de la MHD, y para la MHD ideal: A(®) = Ay (9); D (A(D) = H x H.
PE(t)
0

Se tiene entonces que (—A;, D (A,)) genera un semigrupo C° de contracciones en
H,xH, Enelcaso F = 'R%?IA este resultado es bien conocido (véase, p.e., [4]). Cuando

(Pabs)

Y en ambos casos G (1) =

frabajamos con F =V, el mismo resultado continua siendo vélido como consecuencia
del teorema de Hille-Yosida. En efecto, ya que podemos asociar al operacdor V' la

forma bilineal @ : H! x H} — R dada por a(v,v) = — (YA/V, v) , que es continua y



coercitiva (véase [16]) de donde obtenemos, via el lema de Lax-Milgram, que ( v, H2>

es m-disipativo en H, y, por lo tanto, genera un semigrupo CY de contracciones en H,.

Ademas, se verifica
(——Vv,v) > (min ,ua> vl
3

Por otra parte, se comprueba que para ® € H x H! fijado, con r > 5, el oper-
ador (—As (®), H} x H}) estd relativamente acotado respecto a (—Ai, D (A1) con
norma relativa 0; ademds, como trabajamos con campos de divergencia nula el op-
erador (Ag (@), Hj x fﬂ) es disipativo, de donde se deduce (véase, pe., [10]) que
(—A(®),HZ x 112) genera un semigrupo CY de contracciones en Hy X M.

Finalmente, el operador (—A; (@), H! x HL) con & € HJ x Hj fijado, es generador
infinitesimal de un grupo de clase C? en H, x H;. En efecto, seau € H! fijo, es un Iesul-
tado bien conocido (véase, p.e., [6]) que el operador de transporte (( V), HY (R3))
actuando sobre elementos de L? (R?)” genera un grupo C° de isometrias y que, por tan-

iz, Vv e HL (4)

to, el mismo resultaco se mantiene para (— (u-V),H' (R‘*) . Se dedluce de este hecho

que el operador (—Ay (®), [IL x H}), formado por elementos de la forma +P (u-V)
genera un grupo de clase CY en Hy x Ho.

Podemos entonces recurrir a los resultados debidos a Kato (véase, pe., [1 2]) so-
bre existencia y unicidad de solucién local para problemas de Cauchy dados por una
scuacién de evolucidn abstracta de tipo (Pass), donde la incognita @ (t) toma valores
en un espacio de Banach X y A(®), con & € ¥ C X siendo ¥ un subespacio de
Banach, es un operador lineal en X tal que (—A(®),D (A(®))) genera un semigrupo
de clase C" en X.

La condlicién (3) que da el tiempo de existencia de soluciones regulares (H" (R%)™)
para ¢l sistema de la_-MHD ideal fue obtenida por Caflish, Kappler. y.Steele.[2].....

Convergencia de las soluciones de la MHD a la MHD ideal.

Sean (u, B) y(u’, BY) las soluciones de (1) y de (2) respectivamente, con dato inicial
(ay, By) , dadas por el teorema anterior. Denotamos la diferencia entre ambas solu-
ciones por (v, C) == (u,B) — (u’,BY). Se tiene:

Teorema 2 Supongamos (g, By) € HE x HE, s> 2,y F =V en (1). Entonces

V() + ST W <

"
< exp (I; +25" [ n(s) ds) /

0

(5)

[l ) 11 + e

donde k es una constante positiva, 1 (t) = ||V’ ()]| fw +[[VB® (£)]] oo, 4" 1= MmaXa fo
y & =max(1,5).

Teorema 3 Sean (uy, By), Sy 77 (£) como en Teorema 2 y F =A en (1). Se verifica
que

VB } ds,

v (D)1 + S HIC @Bl <

nE G
< exp (l + 25 [Ut n(s) ds) / [th ()
Joo b

2+ e IVBOI ds.



Observacién 1: En particular, de los teoremas anteriores se deduce que, Vi <
T', con T' < oo verificando (3), (u(t),B(t)) — (u®(t),B°(t)) en L? (R%)? x
L2 (B*’cuando Rm — +o0 y pia — 0, a = 0,1,...,4, como o(u*) + o (z) en el
primer caso y cuando Re, Rm — 400 como o (ﬁ) +o0 (-Pg—m) para el segundo caso.

Observacién 2: La condicién (3) nos permite afirmar que la integral de la funcion
n (1) que aparece en los teoremas anteriores estd acotada en el intervalo de existencia,
de la solucidn del sistema de la MHD ideal.

Demostracion T 2: Tomamos la diferencia entre las ecnaciones de la MHD y las

de la MHD ideal obteniendo de este modo el sistema satisfecho por el par (v, C):

%:;4—(V-V)uU+(u-V)V—S(C-V)BO—S(B-V)C
—i—gV(B?‘_BU)-Vu-i—Vp:O -
4 7
%C;‘JF(V‘V)BU-%—(U-V)C—(C-V)u”~(B-V)v——-§~m~AB——-D
divv = 0, divC = 0; Vi—g = Gl = 0

\
Multiplicamos la primera y segunda ecuacién en el sistema anterior por v (t) y B (f)
respectivamente, en la norma de L? (R*). Integrando por partes y utilizando que tra-
bajamos con campos solenoidales, llegamos a:

Lol = (u ), v(0) - (v V)ulv) + S (©- VBV () + (8)
+S5((B-V)C,v(l))
ELICHIE = 5 (ABW,CW) - (v 9)BC) - (w-V)C,CM)+  (9)

+((C-VHyuh, o) +((B-V)v,C().

. o L , 43 .
Los operadores —V y —A son disipativos y continuos en L? (R*)”, por tanto, es posible
obtener las estimaciones siguientes:

(‘K?u (t),v (1’)) < — (ming fe) HVVH(Z, + —’5 {maxy ftn) Hu0|\§ + % HvHﬁ ,

(=AB(£),C (1) € —g= IVC @) + 522 1ABCl; + 3 ICI[5 »

Rm 2Rm>

donde k es Ia constante de continuidad de ¥V en L? (R?)°. Sustituyendo las expresiones
anteriores en (8) v (9) y utilizando las desigualdades de Holder y Young en los términos
no lineales que aparecen en (7) llegamos a

= (v OIZ+ SIC WE) + (ming o) [VVIE + 2= IVC B[l <
1 . . .
< 5 (b (maxe ) 00113 + 52 1B} + 4 (ilv @If; + STICHE) (10)

{170 () (v (I + STICIE) + S 1VB (1)l (It (0)]15 + 1S ®[5)



donde hemos utilizado que (B-V)C,v(t)) = —((B-V)v,C(t)).
Sea §' = max(1,S5), despmcmndo los términos positivos en el primer miembro y
agrupando términos en el segundo obtenemos

v @1+ 100 = (& (mpmae)” 116+

+n @) (V@I +SIC®lE)

con 1 (£) = 14 2[|Vu® (1)}|, + 25 [[VB® (#)|l,, , de donde se concluye el resultado sin
més que utilizar la designaldad de Gronwall en la estimacién anterior.
Cuando trabajamos en los espacios H™ con mn > 4 nimero natural, obtenemos un
resultado similar:
Teorema 4 Sea (uy,Bg) € H* x HJ* con m = 4 y supongamos que los efectos
de viscosidad en el sistema de la MHD vienen descritos por el operador V. Entonces,
vt < T', con T' < 4o verificando (3) el par (v, C) verifica

HV( )”m 2+SHC( )Hm 2 S
<exp (2 [LE () dr) J7 B Il + 55 B dr

siendo k es una constante positiva, g* = max, e ¥ & € €([0,7"]) independiente de
Rm y fia.

Observacién 3: Como en el caso anterior, de la deqlgualdad 11 se deduce que
(u(t),B () — (u’(t),B(t)) en H™? (R x H™2(R%)’ cuando Rm — +oo y
fe — 0, a=0,...,4, como o(u") + o (E%) .

Demostracién: Como en los casos anteriores consideramos las ecuaciones (77)
satisfechas por el par (v, C) := (u,B) — (u’, B) y las multiplicamos por las propias

() y C( ) con el producto escalar de H™* (R3)”, esto es,

s aB) +

(11)

LV OIE = (Fuy) | +S(C VBV, ,+S5(B-V)C V), (12

2({1‘
— ((v - V)u',v) p — (@ V)V, v)

L YOI, = 5 (AB,C), o + (€ V)W, C),, L, + (B V)V, Oy (13)
— ((v - V) B, c)m_z —((u-V)C,C) _,.

Los operadores —V vy —A son disipativos en H, y por lo tanto tambien en H™ 2 ya que

m—2 e i
commutan con el operador (1 —A) 7 . Llegamos entonces, utilizando la desigualdad
de Young a

(?u,v) = (\?v,v) o (vuﬂ,v) <k ( max ,I.La> Hu |
m—2 m—2 m—2 oe=0,...,4

1

2

2
. B - 1 2
() e 0

l{:u (A C)NL—-Z - Rm ”VCHm 2 + ZRm HBOH

o, ‘ | m—2

m l HCHm—



Ohsevamos ahora que A2 un édlgebra de Banach pues m —2 > % y que ademéds se
verifican las siguientes estimaciones:
Lema ([11]) Se tienen las siguientes desigualdades:

i) llw- Vg, < ¢l

WH’! HZ“r_[.ly T > %, W E f_[;, 7z E I_I;'H‘
i) [(w-V)z,2),| < |wi, 2P, r>2weH, ze MM, reN,

i) (w- V) 2,20 < ¢ Wl 2l w, 2 € 28
Aplicando las acotaciones anteriores en (12) y (13) llegamos a

1d , , : 2 2
L8 (SICWIE, o+ IVl ) < (a0 ia) 10+ i NI,
+ (”VH-,Z,L_‘J + 5 ”CH?;;.—Z) £(t),
donde hemos denotado por
£0) = K (Il + 1B Olls + [V @y + VB @0 +3)

y K = max(1,5,3¢S, ) constante positiva que sélo depende de Sy de m. Debido
a la regnlaridad de las soluciones (u,B) y (u®,BY), se tiene que £ : (0,7") — R
estd bien definida y es continua. Ademds, por ser m > 4 nlmero entero, el teorema
1 nos permite afirmar que £ estd acotada en [0,7”] uniformemente en j, y Rin, para
o = 0,...,4. Nuevamente una aplicacién de la desigualdad de Gronwall en la expresion
anterior nos conduce al resultado deseado

Finalmente, un resultacdo similar se alcanza también cuando consideramos que los
efectos viscosos en el fluido vienen descritos por el operador Laplaciano:

Teorema 5 Sea (ug, By) € H}* x H* con m > 4 y supongainos en ¢l sistema de
la, MHD que F =A. Entonces, ¥t < T", con T" < +oo verificando (3) el par (v, C) se
tiene

v (Dlg + S HC Dy <
< exp (2 f(f g(f) ClT) fUt [Elé-:

donde 5 € C ([0,7"]) independiente de Rm y Re.

(14)

2 T
IquHm——Z + Ril?

VB, | dr
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