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Resumen

En este trabajo se aborda el tratamiento matemético de un modelo climatico
bidimensional (latitud - profundidad) que responde al acoplamiento entre la tem-
peratura superficial promediada y la temperatura interior de un océano. El mod-
elo, propuesto en Watts y Morantine [1990], involucra una ecuacién parabdlica
acoplada con otra ecuacién parabdlica no lineal que puede ser entencida como
una condicién de contorno dindmica y con un operador de difusién en el con-
torno. Mostramos la existencia de solucién débil mediante la aplicacién de un
argumento de punto fjo.

Introduccion.

En las dltimas decadas se han llevado a cabo una serie de trabajos sobre los modelos
de clima global de balance de energia, que modelan la evolucién de la temperatura
superficial de la Tierra (véase, por ejemplo, Dfaz [1993], Diaz y Tello [1999], Ghil
y Childress [1987], Hetzer [1990], North [1990], etc.). Matemdticamente, han sido
abordados modelos bidimensionales (latitud-longitud) con dominio espacial dado por
mna variedad Riemanniana sin borde M simulando la superficie terrestre, como el que
sigue:

o(2)u — div(k(x) [ VulP?Vu) + Glz,u) € QS{=)8(@,w) +f  (0,T) x M, 1
u(z, 0) = ug(z) M, (1)

donde u representa la temperatura superficial promediada, G(u) — f la energia emitida
por la Tierra, por enfriamiento y QS(x)3(x, u) la energla absorbida dependiente de la
funcién de coalbedo § (eventualmente discontinua). Modelos unidimensionales simpli-
ficados fueron anteriormente propuestos y suponen temperaturas uniformes sobre cada
paralelo con la variable independiente dada por el seno de la latitud. Tras un cambio
de coordenadas sobre la superficie esférica, se obtiene

e{m)uy — (k(2)(1 —a?)? |upl"ue)e + G(2,u) € QS(x) Az, u) + f (0,T) x (0,1),
(1 —22)% [ty )P~y = 0 x e {0,1},
u(@,0) = uy(x) (0,1),

(2)



En estos modelos, la accién de los océanos sélo es tenida en cuenta de manera
implicita y empirica en la dependencia espacial de los coeficientes. Sin embargo, estu-
dios especializados sobre cambios climaticos acaecidos en la transicion Glacial-Holoceno
(véase p.e. Berger et al [1987]) muestran que el origen de tales cambios podrian tener su
causa en grandes y rdpidas oscilaciones (con fendmenos de calentamiento y enfriamien-
to) en las profundidades del océano Atlantico Norte. En este trabajo estudiaremos
un modelo que incorpora explicitamente el acoplamiento superficie - océano profundo,
planteado inicialmente en Watts y Morantine [1990].

En Watts y Morantine se modela la temperatura, U, en el interior del oc¢ano me-
diante el sistema de ecuaciones

U, — (51 =2 U)s — Ky Uz +wl. =0 en (0,7) x (0,1) x (—H,0),
wally + KyU, =0 z=—H,

DU, — 258 (1 — a?)U,), + Ky 22+ wall, + A+ BU = £QS(2)B(z) en z =0,
Uz, z,0) = Uz, 2) en (0,1) x (—H,0),

U(2,0,0) = up(a) en (0,1),

(3)

bajo la notacién siguiente:

A+ BU = radiacion emitida por la superficie al exterior,

Ky = difusividad térmica vertical en el interior del océano,
Ky = difusividad térmica horizontal en el interior del océano,
Ky, = difusividad térmica horizontal en la capa mixta,

W = velocidad vertical,

R = radio de la Tierra,
H profundicad del océano (supuesta constante),
@ constante solar,

1

Nétese que estos autores suponen un coalbedo f sélo dependiente de z. Las constantes
py ¢ representan la densidad y el calor especifico del agua, respectivamente y [ es el
grosor de la capa mixta. En Watts y Morantine [1990], ademds de justificar el modelo,
se hacen experiencias numéricas para la versién unidimensional de (3), sin embargo,
no se plantea la resolucién del mismo (existencia, unicidad, regularidad) pese a que
tal sistema no es en absoluto habitual en la literatura. Nétese que la tercera ecuacién
de (3) se puede interpretar como una condicién de contorno dindmica que contiene un
operador de difusion en ese contorno. Como ya hemos sefialado, problemas de este tipo
no son frecuentes en la literatura aunque el estudio de problemas similares se remonta
a principios del siglo XX (véase la extensa lista de referencias recopilada en Bgjenaru,
Diaz y Vrabie [2001]).

Observamos en (3) que el operador de difusion en la frontera es lineal en U. Motiva-
dos por el trabajo de Stone [1972] en el que se proponfa una representacion mas realista
de las corrientes atmosféricas de gran escala (coeficiente de difusién dependiente del



gladiente de tempomtluas) nosotros consideraremos el operador eventualmente no

lineal —R_J-fi ((1- a?)? \()U P~222) | que para p = 2 es lineal (como en (3)) y que para
p = 3 corresponde a Ia propuesta de Stone [1972].

El ohjetivo de esta comunicacién es iniciar el estudio de este tipo de sistemas me-
diante la consideracién de un modelo simplificado pero que contiene los principales
ingredientes de este atipico acoplamiento.

Existencia de solucién para un modelo superficie - océano pro-
fundo.

El modelo considerado representa la evolucién de temperatura en un océano “glob-
al”de profundidad H. Bajo la hipétesis de simetria respecto del Ecuador y temper-
atura constante sobre cada paralelo se toman como variables espaciales (x, z), siendo
x el seno de la latitud y —z la profundidacd. Asf, el dominio espacial se denota por

= (0,1) x (—=H,0) y su contorno, 'y ULq U Ty, suando Ty ={(z,2)€Q:z=~H},
FU ={(z,2) €0 :2=0}y [y ={(x,2) € Q:2 =006z =1} Llamaremos (P) al
problema

(U Ky 0 U, 8 AU
-E)T — uf?_g-%((l —’112)'5?)—]{1]'52‘ +’U}5 =0 €1 (O,T) X Q,
o . oU
W5 + KVE =0 en (0,7) x 'y
DA Phand (1 - 2?88 p28L) 4

+ Ky 38 +wedl + G(U) = £Q8(2)B(x,U) en (0,T) x Iy

(1—-a?)%|gLp28L =9 en (0,7) x I'y
U0z, z) = Uy(z, 2) en Q,
U(0,2,0) = ug(z) en (0,1).

Estudiaremos la existencia de soluciones de (P) bajo las siguientes hipdtesis estruc-
turales,

(Hp) [ es un grafo maximal mondtono acotado, es decir, [vf < M VYo € B(s), Vs €
D(B) = R

(Hg) G : R — R es una funcién continua estrictamente creciente tal que G(0) = 0y
|G(0)| = Clo|” para algtin r > 0.

(Hg) S:(0,1) = R, 81 > S(z) Z 59> 0ae z€(0,1)
(Hy) feLl=(Qx(0,T)),

(H,) w € C'(Q) (por simplicicad).



No se espera la existencia de soluciones cldsicas (en general) debido al caracter cuasi-
lineal del problema y a la presencia del grafo § (que puede ser multivoco}.

Teorema 1. Dados Uy € L=() y ug € L=(To) ewiste al menos una solucion
débil global acotada de ().

Esquema de la demostracion.
La idea de la demostracién es construir cierto operador 7 y probar ¢ue todo punto
fijo del operador 7 es solucién de (P). Dividimos la demostracion en varias etapas.

Etapa 1. Para cada h € L=([0,T] x I'y) se considera el problema (P) obtenido
al sustituir en (P) el término de coalbedo por h. La demostracion de la existencia de
soluciones para {P,) estd inspirada en Diaz y Jimenez [1984] y Bejaranu, Diaz y Vrabie
12001]. Para ello, definimos el operador vectorial A

AU, u) — (AU, Bu)
v su dominio,
D(A) = {(U,u) € L} Q) x L*(I') : AU € LX), Bu € L*(Ty), U, = u},

siendo,
Ky a .. 2 ou . o*u ol
AU = ——— 24— ) —Ky—— —_—
v R? O ((1—a >3.’L‘) v Hz2 +w8,z

DKy, 0 » ou ou ou au
By = — 10 p—2 i hd
" R? Oz <( w) 'Bzi 5.7>+KV6 +wq@ +6{U)-

Lema 1. A+ wl es T-mondtono en L*() x L*(Ty), supuesto w > 3. O
La idea de la demostracién es la siguiente: Denotemos por u = (U, u) y uy = (U, uy.),
siendo s, la parte positiva de s. Si por simplicidad suponemos p = 2 entonces se tiene
que

(wu -+ .Au, u_}_)LE(Q)X L(Ty) -+ (JJ(U., u_|_)L2(Q)XL2(pn) =
(WU, UL + (AU Uy ) + (wu, uy) + (Bu,uy) =

K U, ' o
- /wlU 1 (lvdz—i—/ wlu._i..IQrzfzz:-i-/ - .;z)lhlzdmdz+ / Kvlglzdaﬂz—
T R? dx Ja 0z

j u——— F(lﬂ)c[z—l—/ KyU.(x,~HYU,(z,—H)dz + %(1—..,2)%|%|2dm-
Jo R? o
DK, aU

TR Oa

J Ty

' a
—(0,0)U4(0,0) + / ’ll){I:——szL+(l(1J + | G(uw)u,da.
[y Oz Ly
Utilizando la designaldad de Young y la hipétesis de monotonia de G, para todo w > 3
se tiene que 0 < (wu + Au, W) p2oyxrer,). En el caso cuasifiineal, p # 2, se llega a.
que 0 < (W — v) + Au—Av, (0 V), )22 B
Notese ue esto permite justificar el principio de comparacién para el sistema




wlU + AU = F en L)

wu+ Bu=f en L*(Tg)
(Pp,f) Uan =1
1u7%Q+K aU»«O Iy

(1—2?)2152 \“’#2 =0 I,
pues si se dan Fy < Fyy fi < f» entonces las soluciones de (P, 7)Y (Pr, s,) satisfacen

Ul S UZ)
U1 < Uy

Se tiene ademds el siguiente
Lema 2. R(A+ M) = L*(Q) x [*(Iy) paratodo A>1. 0

La idea de la demostracion del Lema 2 es observar que esa condicidn sobre el rango se
reduce a ver que el operador B se puede descomponer como suma, de dos operadores
maximales nonétonos en L*(['y), By y B, con

DEw, 0 (0 220U, 20U
R? Oz ((1 v dz s Dz +6U)-

y el operador pseudo-diferencial

Biu=—

ou
Bg’u = KVB—T.J—’

con U solucidén de ,
wU + AU = F en L*()
Ur, = u,

més un tercer operacor

ou

oz’

que, aungue no es necesariamente mondtono, “estd dominado” (en un cierto sentido)
por los anteriores operadores. En consecuencia, es posible aplicar resultados abstractos
de perturbacién de operadores maximales mondtonos (véase por ejemplo la proposition
2.10 de Brezis {1973)), lo que conduce a la conclusién.

By = wr—

Observacién 1. Si w = 0 entonces se puede probar que A = d¢ (subdiferencial de
un funcional propio, convexo y semicontinuo inferiormente). En consecuencia, siw = 0
A goza de propiedades regularizantes adicionales.

Etapa 2. Sigue las lineas generales de la demostracién del Teorema 3 de Diaz y Tello
[1999]. Se define el operador 7 : h — g siendo g € B(z,us) y us la solucién de (F).
Es fAcil ver que todo punto fijo de 7 es solucién de (P).

La demostracién concluye al comprobar que 7 verifica las hipdtesis del Teorema de
punto fijo de Kakutani. Méds concretamente se tiene que si denotamos por X
IP((0,T), L*(Ty)) entonces



i) el conjunto K = {h € LP((0,T), L™(Q)} : [|M(®)|| < Cy ae. T € (0,7)} es un
subconjunto convexo y débilmente compacto de X;

ii) 7 : K — 2% toma valores no vacios, convexos y cerrados y verifica que 7 (g) C K
, Vg € K;

i) graf(T) es débilxdébil secuencialmente cerrado.
En consecuencia, 7 posee al menos un punto fijo en K que resulta ser solucién de (P)am

Observacion 2. El Lema 1 y argumentos similares al Lema 3 de Diaz y Tello
[1999] permiten probar la existencia de solucién maximal y solucidon minimal, pues
hace posible la aplicacién de un argumento de comparacién para el operador vectorial

A

Observacién 3. Es posible mostrar la existencia de soluciones de (P) mediante
la convergencia de soluciones cldsicas de un sistema aproximado mds regular.

Observacién 4. La presencia de la funcién de coalbedo discontinuo, 3 expresada
mediante un grafo maximal monétono multivoco, permite la construccién de contrae-
jemplos a la unicidad de solucién, pese al cardcter parabélico del sistema (P). Véase
Diaz [1993] para el caso de la ecuacién de la temperatura latitudinal dada por (2).

Observacién 5. Un paso ulterior en la comprensién de estos modelos de acoplamien-
to superficie - océano profundo podria ser la extensién del Teorema 1 a modelos
que consideren 'y como una variedad Riemanniana simulando la superficie terrestre.
Serdn, por tanto, modelos con dominio espacial tridimensional. Su estudio estd siendo
abordado por estos autores en la actualidac.
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