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Resumen

Se considera el problema de utilidad asociado a un proyecto industrial para el
que se valora no sélo sus beneficios propios sino también los del medio ambiente.
Tras cuantificar la funcién de utilidad se reformula el problema en términos de un
problema de obstdculo para un operador eliptico que degenera en los bordes del
dominio espacial: el primer cuadrante del plano. Se da un teorema de existencia
y unicidad que evita las dificultades derivadas de la degeneracién y del hecho de
que el dominio es no acotado. Finalmente, se estima la localizacién de la regién
de coincidencia con el absticulo.

Introduccién

Consideramos el medio ambiente y un proyecto industrial concreto como dos bienes
econdmicos tales que los beneficios en el instante ¢ vienen dados por X(f) e Y(t)
respectivamente. Supongamos que los beneficios del medio ambiente quedarfan com-
pletamente anulados una vez que el proyecto industrial entre en funcionamiento. Los
beneficios X (1) ¢ ¥ (#) se suponen dados por ciertos procesos de difusidn del tipo

dX(t) = p X (#)dt + o X (#)dBi(t), X(0) = =, (1)

QY (1) = paY (1)dt + oY (DdBa(t),  Y(0) =y, (2)

donde By y By son dos movimientos Brownianos definidos en el espacio de probabili-
dad {Q, F, P}, de correlacion ¢ € (—1,1), y con x,y reales positivos dados. En esta
comunicacién supondremos que las medias de los beneficios E(X(t)) y E(Y'(f)) son
crecientes en el tiempo y vienen dadas por

E(X(t)) = 3;@(,111?01“)% BY (1) = ye(mma'g)t7

para ciertos fi; y jip no negativos. Sefialemos que el caso i1 = g = 0 fue considerado
en [?] pero que la hipétesis g1 > 0, pe > 0 es mds realista ya que es dificil pensar
en una inversién para la que la media de los beneficios decrezca. Supondremos que es
posible cuantificar la utilidad mediante el funcional

J(z,y;T)=E {/ﬂf F(X(8))e **ds + /;O Y('l;)e“asds} ) (3)



donde f es una funcién real dada y o una constante positiva. Nuestro objetivo principal
es estudiar 1a funcién optimal v dada como el méximo de la funcion utilidad cuando el
horizontes temporal T varia en [0, co) :

v(z,y) = mTax{J(a:,y,T)}.
Recordemos que el par (z,7) puede variar en el dominio abierto y no acotado
Q= {(z,y) e R*:2>0, y>0}.

Mediante técnicas bien conocidas (véase, por ejemplo, [?]), es fAcil mostrar que la
funcién optimal v satisface el problema de obstdculo

min{ —Lv — (px, pay) - Vv +aw — f(z),v —=hp =0 en (4)
donde L es el operador diferencial asociado a la multidifusion (X (1), Y (f)),dado por
LU = 02004 + 02 YPvyy + 010202 Vay
y el obstdculo viene dado por
hz,y) =F {fm Yse_asds} - Yy
0 O — lig

En el presente trabajo mostraremos que v : {2 — IR queda univocamente determinada
por (4) (e.d. que existe una Unica solucién) y estuciaremos algunas de sus propiedades.
Nétese que el problema genera una frontera libre dada por el contorno del dominio de
coincidencia (el dominio de los puntos (z,y) € @ donde v coincide con el obstéculo
k). En adecuadas condiciones, esta frontera libre viene como el grato de una funcion
g :[0,00) = R* que da lugar a la llamada “formulacién fuerte”:

—Lv+pw > fla) vy v(zy) =hy) stz > g(y), (5)
—Lv 4w = flz) y vlz,y) = hly) siox < g(y).

Nétese que, en todo caso, ¢ serfa una funcién desconocida @ priori. Otra formulacion
general del problema eliptico no lineal de obstdculo (4) se puede obtener en términos
de operadores multivocos. Se sabe (véase, p.e., [7]) que el problema de obstdculo se
puede escribir como

—Lv+ v+ —h)3 flz) en Q, (6)

con v el grafo maximal monétono de R? dado como

{0} siouw>0,
yu) =< (—o0,0] si u=0,
(¢ siou<0,

donde 0 simboliza el conjunto vacfo. Ndétese que el operador L(v) no viene dado en
forma divergencia. Sin embargo es posible utilizar la linealidad y las propiedades



especiales del operador L(v) para observar que L(v) se puede escribir con su parte
principal en forma de divergencia. Siguiendo la notacion introducida en [?], sean

22 0,2 .
i _{ om T10203Y ) _ (207 4 ovo9p)
Afz,y) = ( Lo LY TIY” ) » blzy) = ( (203 + g102p)y

— 1
bt = (1% ).

L(v) = div (AVv) — (b + bg) - V.

Un hecho que ha acarreado una cierta polémica entre diversos autores (véase, p.e. 7))
es la ausencia de condiciones de frontera en la formulacién (4). Aqui, adoptaremos el
planteamiento, ya seguido en (4), de que el operador L(v) prescribe automaticamente
unas condiciones de contorno “naturales”

Es facil ver que

(AVu)-v=0 en 0, (7)

donde v es el vector normal saliente unitario, dada la forma especial de la matriz
A(a,y). Sea ahora h = h(z,y) una funcién obstdculo general. Por numerosas razones,
es conveniente introducir el cambio de variable u = v — h, con lo que el problema bajo
consideracién viene dado como:

®) —~div (AVu) + (b+bg) - Vu+ pu+ Blu) > G en
(AVu) v =0 en 01,

donde G(z,y) = f(z) — H(x,y) y

hiz,y) = E[/UOO H(X(t),Y(£))e *ds].

Realmente, con més generalidad, podemos suponer que G es una funcién arbitraria
conocida. Nétese que como el dominio 2 no es acotado la condicién de contorno
(7) tiene que ser completada con hipdtesis sobre las condiciones de crecimiento de la
solucién v para (x,y) grandes. Usualmente, esto viene implicitamente implicado por el
tipo de condiciones de crecimiento sobre el dato G(x,y). En nuestro caso supondremos
siempte que

existen my > 1y my > 1 tales que wi@ € LA((Y), (8)

donde la funcién peso w(z,y) esta definido por
wiz,y) = (14227 (1 +y?) " (9)

En otrag palabras, supondremos que

/ (1 +23)™™ (1 + ) "G (2, y)dzdy < co.
Jo



Existencia y unicidad de soluciones

Antes de introducir la formulacién débil del problema (P) definamos los espacios de

Hilbert .
2(0) = {v cwiv € LP (Q)}

equipado con la norma

1
w2 ;

L2(9)

||’U'HL,EU(Q) =

HY(Q,A)={v:ve Ll (Q Q) , v, € L2, (Q),yv, € LL (D)},

equipado con la norma :

2 2
””Hi{tlu(n,.g) = |I 2y T “"L‘“'uv“igu(n) + ”y'ufy”%(g) :

Consideremos el dominio convexo K definido por
K={veH,(,A), v>0en N},

Es facil ver que cualquier solucién de (P) satisface el problema bajo una formulacion
débil que se puede definir en los siguientes términos

(Pr) { ue K,

a(u,v —u) > L(v —u), para todo v € K,

donde

alu,v) = / {(AVu- Vo)w + (AVu - Vw + w(b + be)-Vuv + puvw ydrdy
Ja

L{v) = / Guwdzdy.
Ja

Recfprocamente, se puede demostrar, que cualquier solucién u de (Px) dos veces difer-
enciable satisface siempre (P) (ver, por gjemplo, la exposicién de [7]).

Nuestros resultados de existencia necesitardn ciertas condiciones técnicas sobre las
constantes o; m; v 4 que intervienen en los coeficientes del operador L{v) y en la
condicion de crecimiento de (: Sean

o= (20100p+ 207 — g + (1 —2my (1 = p)) o1) ™y
I (20109p + 207 — iz + (1 = 2me(1 — p)) 03) M9
(20109p + 205 — i1 + 30%)2

207 (1 +mi(1—p))
(20109 + 202 — 1z + 302)°

202 (1 +ma(1 — p))

I3

ly =

cp = —min {0, 1y, L2, I3, a}



Teorema 1 Teorema 2 Supongamos (8) y que
o > 20+ 02 + oF + 201090 — pin — fha - (10)
Entonces, existe una inica solucién débil w € K del problema (Pg).

Demostracién. Empezaremos por introducir un cambio de variables espaciales
que transforma el conjunto no acotado 2 en un conjunto acotado. En concreto, sea F
la transformacién dada por.

F: Q - (0,%)x (O,%)
(z,9) - (0,8) = F(z,y) = (arctan z, arctany).
con lo que
m 7r
Q)= (0, = =)
Notese que la hipGtesis (8) es equivalente a
existen 7y, Mg > 0 tales que wiG € L (F(Q)), (11)

donde 7y = my — 1, My = mg — 1, w(8,8) = cos?™(0) cos®™2(f) y G0, 9) =
G(F~d,3)): en otras palabras

f (6, BYCR(6, B)d6d < co. (12)
F(Q)
Introduzcamos la notacién
g oZsen?d cos® 0 aioapsent cos fsenf cos §
aogpsend cos OsenS cos(F) oasen?(3 cos® 3 ’

_ ( (senf cos 0)(207 cos? 0 + ay09pcos® B — sen®[3]) P — £ sen2d
P (seng cos 3)(202 cos?(3) + oroep|?cos § — sen®d)) v Fe= —Esen2fl |-

En términos de las nuevag variables espaciales, el modelo pasa a ser

(P) { ~divg g)(SVu) (p + pa) - Vu + pe 4+ v(u) 2 G oen F(),
(SVﬂ) =0 en OF(Q),

donde ahora ¥ simboliza el vector normal saliente unitario en 8F(§2). La formulacién
débil de (P) comienza, de nuevo con la definicién de los espacios de Hilbert asociados
al problema:

B(F@) = {v: whv e LFQ) |
equipado con la normas:

e

1
saceimy = |0 LHF@)

HE(F(Q),8) = {v:v e L2 (F), (sen2a)va € L (F(R)),  sen 26)vy € L2 (F())}



equipado con la norma:

2 2
ig(r(n)) + || (sen2a)vallra (reay + li(sen2B)vsll 2 z(qy) -

”“”?ﬂf&(?(m,S) = |lu
Introducimos también los conjuntos
F(HL(Q,4)) = {v(, B) 1 v(e, B) € Hy, (LAY} y K ={ve H(F(),8),v>0}.

Es facil ver que
F (H,, (2 A)) = H (F(0),8)

y que N
F(K)y=K.

Ahora la formulacién débil de (P) puede ser enunciada en los siguientes términos

= u e K
Py i - -
(Pr) { a(u,v —u) > Llu,v —u) Yo € K,

donde

a(u,v) = /T-(m (VY-8 Vu+ (Vw8 +w(p + py)) - Vuw + puwuv)dddp

L(v) =f (wGv)dfdp.
F(Q)
Los dos siguientes lemas conducen a la conclusién del Teorema 1.

Lema 1 Bajo las hipdtesis (10) y (11), w es solucidn de (7/5,5) siy solo siuolF es
solucidn de (Pr).

Demostracion. Se tiene que

a(u,v) = / {wVv - 8V + (VwS + w(p + pg) - Vuv + pwun } dOdf
F(Q)

y que

~~

L(v) = / wGudfdg = / G o Fdudy = L{v o F)).
JE(S) Ja
Teniendo en cuenta que F es un difeomorfismo se obtiene la conclusidn

Lema 2 i se cumplen las hipdtesis (10) v (11) entonces existe una tnice solucidn u
del problema (Pg).



Demostracién. Es facil ver que la forma bilineal @ es continua. Efectivamente, por
la, desigualdad de Hélder

a(u,v)| £C IIT*"‘”H},(F(Q),S) ”U“H},(.’F(Q),S) 3

dende

=

- 5 9
C = (% + My o + (-;13 + Mg)os + (=

1 +m + ’ﬁlg)U]Ug‘pl 4+ 1y 4 pee + o

Ademds, @ es coercitiva. Efectivamente,

a(u,u) = /}"(ﬂ) wV - SVu + w(p + pg) - Vu)u -+ puwun
o1 1
/ — o2 {1 — p)w(sen?20)(ug)? + —a3(1 — p)w(sen®2(3) (up)?
Fy 4 4

| / (g + 1) (201090 + 50% — Ml) sen?(6)wu?

+ 2

f (i + 1) o? (14 (g + 1) (1 — p)) sen*(O)wr?

(Mo + 1) 20102/) + Bol — ;u,l) sen?(3)wu
(a4 1) 02 (1 (iz + 1) (1 — p)) sen* (Bun®

+/ —-al —mcrz 21090 + 111 —I—,uz) wu
F()
Gracias a la hipétesis (10), tenemos que
~ 2
alu,w) =0 [Jull g om0
dondle

L. 1
7= mi'n,{za‘f(l —0), Zo‘%(l —~p), 0 —au}

Por otro lado, la forma lineal L es continua, pues, gracias a (11)

" f2 pmf2
\L(v)| = / / wGudydz <
Jo 0

dado que G € L2(F(Q)). Finalmente, como K es un convexo y cerrado de H'(F (1), ),
en virtud del Teorema de Stampacchia (véase, p.e., [?]) concluimos que el problema
(’Pk) fiene una dnica solucién u € K tal que

) H’UHLE,(J—'(Q) )

”““Hl(}'(ﬂ) g = H

L3 (F(Q))

Nuestro proximo resultado muestra que 1& solucién débil satisface, localmente, el prob-
lema (P) en casi todoe punto del dominio €). Esto se reduce a mostrar que la, expresion
L(v) = div (AV) tiene sentido en casi todo punto, una propiedad claramente impli-
cada por la propiedad u € H (€1).



Proposicién 1 Supongamos las condiciones del Teorema 1y sea u la solucion débil
de (P). BEntonces u € Hp, ().

Demostracién. Es claro que si u es una solucién de (Px) entonces u satistace el
problema eu sentido local. Mds precisamente, u es una solucidn débil ¢ local de (P)
en el sentido de H. Brezis ({7]), i.e.

a(u,nv —u)) = Linlv—u)) Ywek yV¥neDE).
Dado ¢ > 0 suficientemente pequefio, consideramos el problema local auxiliar

(P.) — Ly + by Vi, + oy + y(ue) 2 G en £,
' (A-Vu,) - v=(A Vu) v en O,

donde 2. = {(x,y) € 0 : d((z,y), ) < €} y  es el subdominio acotado de 2 tal que
Y < Q. Supongamos d = dist(00,2.) > 0. Entonces

€ AL = 2268 + 0Pl + aiaupayEibs + oroapuyaly > cdlEP VE € R - {0},
para una cierta ¢ > 0 que depende solamente de oy, a2 ¥ 0. Definamos
HYN(Q) ={ve AY) ;v > 0en QL }.

Gracias a los resultaclos de regularidad de |?] la (dnica) solucion débil . del problema
(P,) satisface que u, € H?*(2,) N HV"(52). Entonces u, es una solucion local fuerte
del problema (P.) en el sentido de que

(= Lt + (0, 7(0 — W) p2gory = (Gom(v —wa)y oy ¥ € D) y Yo € HY(Q).

Por otra parte, es claro que v € HYF((). Entonces, tomando 7" = nw € D(Q) tal
que 17" € D(§Y), tenemos que

alu — e, n(u —1.)) <0

Pero, en general,
alv,mv) = / nVu - AVu + {(a — 0? — 03 — o109p) — div(AV) + (b +bg)- Vo>,
Jo

Por tanto, si tomamos 71" tal que
(v — 0} — 03 — T02p)" — div(AVY") + (b + bg) Ve = 0
nf=1 en Q y 0y <1,
ge tiene que
0 = alu— 1w, (4 —1u))

> / cdV (1 — 1, ) AV (1 — uy) + (@ — of — 0F — g1o2p) (1 — w,)?
o

v

> min{cd, v — o — 0F — cr02p}Hu = el Fri o,

y de la coercitividad de a deducimos que u = u, en ', y por supuesto v € H*({)').
Antes de estudiar la localizacién de la frontera libre es conveniente obtener una
estimacién, en L*(£2), de la solucidén



Proposicién 2 Supongamos las condiciones del Teorema 1. Sea u la solucion débil de
P, supongamos, ademds, que woG € L®(2) con

mo=1

wo(m,y) = (1+a2) " (1 +¢7)" "% (13)

Entonces se tiene que

1
0 < won < Gtw en §,
< € 6o
donde
oy = 20y + O’% + 0‘% + 201020 — fia — jia-

1
|Gy

Demostracién. Sean k£ =
vy € ‘T-I&;(Q)A)v

Lty ¥ Vo =t — (u— kuyg 1)+, Entonces

afu, (u — kuwy )T < / wG(u — kwy )T
Q
Y
alu — kwy', (u—kwy)?) < —k{—L(wg") + bwy ' + cwg ", wlu — kwg )Y 12y

+/ wG{u — kwy ") T
Q

/ w (G — kwg™M)) (u— kwy )7,
Ja

IA

donde

22 , 1 , T
M{zy) = a—(m=D{ 77 | (M- o Ty

2 2
, Y 1 Y
—(my — 1) (1+y2> (m 021+J2 + mgo 21+ )

1) 7y
(1+a?)(1+y7)

—2ayaap(my — 1) (mg —

Por tanto, si (z,y) € Q se tiene que M (z,y) < o — aq, y como « — aq > 0 obtenemos
que

alu — kwy™t, (v — kwg)") w (G — (o — aYhwy ")) (w— hwyh)t

I/
L5

IA

w(G—

wyt)) (u— kwy ")t

<

<

e

De la coercitividad de a (como consecuencia de la coercitividad de @), concluimos que
(1 —kws ") =0en Q, lo que lleva a la conclusién.



Localizacidn de la frontera libre

En esta seccién analizaremos el dominio de coincidencia definido como el dominio de
los puntos (z,7) € © donde la solucién coincide con el obstdculo. En el caso de la
“pueva” formulacién u = v — h el obstdculo se reduce a la funcién cero y entonces el
dominio de coincidencia es el dominio de puntos donde 1 se anula. Como no es posible
se conocer explicitamente este dominio (véase, p.e., |?]) nuestro objetivo es dar una
estimacion de la localizacién de tal dominio. Dada una funcién general W : (2 — R*
definimos los dominios nulo y positivo asociados a W como sigue:

NI = {(w,y) €Q: W(z,y) =0}

ST = {(z,y) € QO U(z,y) > 0}

Nétese que € = N(u) U S*(u) pero no sabemos, a priori, si el dominio de coincidencia
N(u) es vacfo o no. Obviamente este dependerd del dato G (z,y). Nuestro siguiente
resultado afirma que este dominio no es vacio si G(z,y) es “suficientemente negativa”
en algdn subdominio de © “suficientemente grande”. Ademds, en ese caso obtendremos
una estimacién en la localizacion de N (u).

Nuestro método de demostracién estd inspirado en el método de supersoluciones
locales introducido en Diaz [?7]. Una de las principales dificultades a la hora de aplicar
tal método a nuestro problema viene del hecho de que los coeficientes del operador
L(u) dependen fuertemente de los puntos (2:,) € Q. Por este motivo introducimos la
distancia d sobre los puntos de 2 dada por

(a0, 90), (1)) = \/ (log(--))2 + (log(L))e.

a
o Yo

Motivados por la estructura especial de los coeficientes del operador L£(u) introduz-
camos la funcién auxiliar

e(z,y) = 4k(o? + o2 + 2o109)pl)e? (my + ma — 2)* /wy(z,y)
donde wy(z,y) viene dada por (77)

Teorema 3 Sea u la solucidn del problema (P) y supongamos que el dominio

SH-G —¢)={(x,y) € : G(x,y) £ —€(z,y)}

no es vacio. Entonces

N(u) D {(a:,y) € ST =G —¢€) lal que c?((m,y),@ﬂ UaSHG +e¢)) = w————l—} :

‘T?’L1+m2~2

Demostracién. Consideremos el dominio

0y = {(.’,r;,'g) eN G <—elx,y) J((a;,y),@QUES“‘(G“}- €)) > _____1__,“,_}

T omy iy - 2



y sea {zg,%0) € §24. Definamos

2 2
~ . v 1 .
Bﬂwwwm{mmeﬂr@maﬂ-+@ﬂi0 <m}.

Obtendremos nuestra conclusién construyendo una supersolucién local @(x,y : 2o, %)
definida en Bg(zg, 7o), para cada (g, yo) € 1. Para ello supondremos que

@@,y : o, Yo) = n(r),

donde p > 0,77/ > 0y o’ >0 Vr > 0, que serd determinada a posteriori y donde
r = d{(m,y); (w0, y0)). Tenemos que

mﬁ;{ﬁmm~m%w+ﬂmm—mmw

a
2 2 P2

+ 201090 )
r

(log(z) — log(zq)) (log(y) — log(ys)) } o

(log(y) — log(yo))”

—Ug

R g2
+ {Uf + 02 — o} (log(x) — log(za))

72

(log(x) — log(xg)) (log(y) — log(yo))

—20102p

!

—(log(x) — log()) (o1 + ) — (0g(y) — log(yo)) (o2 — )} -
Entonces,

S
Ln <A (n” + 777)

donde A = a? + a2 + 20109|p|. Por otra parte, es fécil de comprobar que dado ¢ > 0,
la solucién del problema

—A (n” - IF) +B(n) 3> —e en (0,R),
1(0) =1'(0) =0,
viene dada por
nir) = L0z
Las condicidnes
e < —G en Bgrzo,yo) v 7U2) = vangiem)s

0, equivalentemente,

€0 2 S .
(R = —R* > sup Kw (2,1 = Inf {e{z,1
1(R) AA aﬂi (z,y) v < BR(%,M)){( Yt

implican que 77 es una supersolucién de (P). Estas condiciones se cumplen si (g, yo) esté
en el conjunto £21. Por tanto n es una supersolucién de (P) en Br(Zo, yo)- Finalmente, la
eleccion de e(z,y) y de R = 1/(my+my—2) obligan a que u(z,y) = 0, para (z,y) € .
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