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Resumen

Probamos la existencia de un tiempo de extincién finito para las soluciones
del problema de Dirichlet para el Flujo Variacién Total. Para el problema de
Neumann vemos que las soluciones alcanzan la media del dato inicial en tiempo
Anito. También estudiamos el perfil asintético de las soluciones, demostrando que
son soluciones no nulas de un problema de tipo autovalores. In el caso radial
estudiamos la propagacién del soporte y demostramos que el comportamiento
es totalmente diferente al caso del problema asociado al operador p-Laplaciano.
Finalmente, el estudio del caso radialmente simétrico nos permite mostrar otras
propiedades cualitativas que son peculiares de este tipo especial de ecuaciones
cuasi-lineales.

Introduccién y preliminares

Qea {1 un abierto acotaco de RY con frontera Lipschitz continua J€Q2. Estamos intere-
sados en el comportamiento asintético de las soluciones del problema de Dirichlet
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para el Flujo Variacién Total. Motivados por problemas en Procesamiento de Imégenes
(I8]), existencia y umicidad de soluciones para los probiemas (Fp) y (Py) han sido
obtenidas en [2] y [1], respectivamente.

Debido al crecimiento lineal del funcional de energfa asociado a los problemas (Pp)
y (Py), el espacio de energia natural para dichos problemas es el de las funciones de



variacién acotada. Recordemos que una funcién u € L'(Q2) cuyas derivadas parciales en
ol sentido de las distribuciones son medidas con variacién total finita en {2 se denomina
una funcidn de variacion acotada. La clase de tales funciones se denota por BV ().
Clonsecusntemente, el gradiente de una funcién w € BV(§2) es una medida vectorial
con variacién total finita dada por

| Du|(£2) = sup{‘/g; wdivody @ € CP(Q, IR, |o(x)| <1 para x € Q}.
Necesitamos algunos resultados dados en [5]: Sea
X(Q) ={z € L®(Q, RY) : div(z) € L'()}.
Size X(Q)ywe BV(Q) N L®(Q), el funcional (z, Dw) : C°(Q) — R definido por
< (z, Dw),p >= — /Q w e div(z) do — /ﬂ wz- Vod

es una medida de Radon en Q que cumple:
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para cada w € WhY(Q) N L*=(Q). Ademds, (2, Dw) es absolutamente continua con
respecto a la medida | Dw|.

Para cada z € X(0) se define una traza débil [z, #| de la componente normal de 2
sobre 90 de z, v se obtiene la siguiente formula de Green
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Aungue los resultados sobre existencia y unicidad para los problemas (Pp) y (Pw)
obtenidos en [2] y [1] son para datos en L'(Q), debido a que las propiedades tratadas
aqui son para datos en L>®(Q), es suficiente considerar los problemas (Fp) y (Fy) para
datos en L*(). Para dar nuestro concepto de solucién, denotamos por Ly, (0, T, BV(Q2))
el espacio de las funciones w : [0,T] — BV(Q) tales que w € L'{((0,T) x Q), la
aplicaciones ¢ € [0,T] —< Duw(t),¢ > son medibles para cada ¢ € Cj(€2, RY) y tal

que L/UT | Dw(t)|]| < co.

Definicién 0.1 Sea uy € L*). Una funcién medible v : (0,T) x  — IR es una
solucidon débil de (Pp) (respectivamente, Py) en (0,7) x 2 sl u € C([0,T), L*(0))
W20, T L), u € LL(0,T; BV(SY), y existe z € L2((0,T) x §2) con [|z]l < 1,
w, = div(z) en D'((0,T) x Q) tal que para casi todo ¢ € [0, T

| /X;(u(l;) —wug(t) = ‘/S;(z(t), Dw) = || D) | /E;Q[z(f;), vjw — /3 @)

(respectivamente,

/Q(u(t) — whu(t) = /Q(Z('fé),Dw) = [ Du(t)| (3)

en el caso del problema de Neumann) para cada w € BV () N L*=(£2).



Los resultados de existencia y unicidad son los siguientes.

Teorema 0.2 ([2]) Sea uy € L2(). Entonces, para cada T > 0 existe uno unica solu-
cidn débil de (Pp) en (0, T)x S tal que u(0) = ug. La solucidnu(t) de (Pp) estd también
caracterizada como: u € C([0, T}, LA(Q)) N WHi(0,T5 L2(Q), u € L,(0,T; BV(Q)) ¥

ewiste 2(t) € X(Q), tal que [[2(1)]le < 1, w/(t) = div(2(t)) para casi todo t € [0, +o0[
en D'(§)) ¥

[ (20, Du(t) = [Du()] (4)

[2(t), v] € sign(—u(t)) HY'—cpp. sobre 0N (5)

Ademds, se tiene el siquiente principio de comparacidn: si u(t), W(t) son soluciones
correspondientes a los datos iniciales ug, l, Tespectivamente, entonces

utt) — ) s < Mo — )"l v lult) = (0l < oo —Bolly,  (6)

para todo t = 0.

Teorema 0.3 (/1)) Sea ug € LYS). Entonces para cada T > 0 existe una dnica
solucion débil del problema (Py) en (0,T) x 2 tal que u(0) = wg. Ademds, si u(t), 4(t)
son dos soluciones débiles correspondientes o los datos iniciales uy, iy, Tespectivamente,
entonces

(@) =)l < Mo — )"y flult) = @()lx < lluo = doffr, (7)
para todo £ > 0.

Fl problema de Dirichlet
El principal resultado de esta seccidn es el siguiente.

Teorema 0.4 Sea uy € L%(Q) y u(t,x) la dnica solucidn del problema (Pp). Sea
() el radio de la menor bola que contiene a Q. Si T*(ug) = inf{t > 0: u(t) =0},
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para todo 1 < p < co. Ademds v* es un minimo de ®(-)— < -,v* > en BV (Q)NL*(Q).



Para probar el resultado anterior establecemos el siguiente principio de compara-
cién entre soluciones v subsoluciones/supersoluciones de (Pp) que no dependen de la
variable espacial.

Teorema 0.5 Sea ug € L=(Q) y uy(t,2) la dnica solucidn del problema (Fp). Sea
d() el radio de la menor bola que contiene a §). Sea ug(t,x) = aft), satisfaciendo

(0] < 775 )

Entonces,
(i) sia(t) >0 yuy < a0), se liene que

uy(t) < ug(t) c.pp.en &
(ii) sia(t) <0 yuy = (0), se tiene que
() = us(t) cpp-en Q.

Clomo una consecuencia inmediata del resultado anterior obtenemos la existencia
del tiempo de extincién finito. Més concretamente, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 0.8 Sea uy € L®()) y u(t,x) la dnica solucidn del problema (Pp). En-
tonces, se tiene que

nmmugdﬁﬂ“me”~Qf (10)

Por tanto, si T*(ug) = int{t > 0: u(t) = 0}, entonces

W@@gﬂ@%ﬂﬁA (11)

Podemos computar explicitamente la evolucion de la funcién caracteristica de una bola.

Lema 0.7 Asumamos que B(0,r) CC Q y sea uy = kXppy. Entonces la dnica
solucion u(t, x) del problema (Pp) viene dada por

. N riklr +
w(t, v) = mgn(k)? (Lj\l/r - ) Xp(or ().

Corolario 0.8 Sea ug € L() y u(t) la solucidn del problema (Pp) con dato inicial

ug. Entonces se tiene que

lte(8) | e = E{(IVS_'Z)(T*(T'LO) —t) para 0 <& < T*(ug). (12)

Ademds, si sop(ug) < B(0,7) CC 2, entonces sop(u(t)) < B(0,7) y

. o ||eo”
T"(ug) < J—l—ojl[—‘-—



Nota 0.9 Consideremos el problema de Dirichlet para el p-Laplacian:

r
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con 1 < p < co. Es bien conocido (ver [6], [7]) que si p > 2 entonces existe velocidad de
propagacidn finita ( i.e., si sop(ug) C B(0,7) CC Q, entonces sop(u(f)) es un compacto
al menos para t pequeiio), pero, si 1 < p <2y ug 2 0, ug # 0, entonces sop(u(t)) = Q
para todo ¢ > 0 ([7]). Observar que (Pp) puede ser considerado como el caso limite
p = 1 del problema (F) y el anterior resultado muestra que no hay propagacién del
soporte del dato inicial.

Para estudiar el comportamiento de la solucién u(t) cerca del tiempo finito de
extincién necesitamos establecer cotas inferiores y superiores de la tasa de decaimiento
de ||u(t)||y and ||u(t)||w, respectivamente.

Lema 0.10 Sea ug € L®(€) y u(t,z) la dnica solucidn del problema (Pp). Entonces
se tiene:

(i) Emiste una constante C' independiente del dato inicial, tal que
lw(Ol| v = C(T*(ug) — 1) para 0 <t < T"(ug). (13)

(i) dado 0 <1 <T*(w), lenemos que

2||10l| so e A
[e(t)]l 0 < mL’—g”—(T"(u@) —t) para T <t < T"(up). (14)

Para obtener el resultado anterior es fundamental el siguiente resultado consecuencia
de la homogeneidad del operador asociado al problema.

Lema 0.11 Sea u(t) la solucidn del problema de Dirichlet con dato inicial uy € L*(£)
(Pp). Entonces

2
/(1)) < ?lu(ﬂ para, casi todo ¢ > 0. (15)

Soluciones de Sp en el caso radial

En el Teorema 0.4 hemos demostrado que el perfil asintético de las soluciones del
problema (Pp) son soluciones del problema (Sp). En esta seccion estudiamos las
soluciones del problema (Sp) en el caso radial.

Teorema 0.12 Sea Q = B(0,R), R > 0 yuy = 0 una funcidn radial en B(0, R). S
v* es el perfil asintético de la solucidn de (Pp) con dato inicial uy, entonces existe una
funcidn decreciente g salisfaciendo g(r) = % 0 g'(r) =0, c.p.p. enr € (0, R), tal que

vt (x) = g([lx]]).



Para finalizar esta seccidn vamos a dar soluciones explicitas del problema (Sp) en
el caso radial.

Proposicién 0.13 Las siguientes funciones son soluciones del problema (Sp) en B(0, R):

N -1
’Uq_(ﬂ,‘) = W,
Per{B(p,r)) ..
us () = WXB(,J,,.) (z), donde B(p,r)< B(0,R),
Y
—Ij;\_[ si x€ B(0,r) C B(0,R)
uy() = N

W 5 T € B(O, R) \ B(G, T').

Proposicién 0.14 Sean Ry < Ry < R, By = B(0, Ry), By = B(0, Ry). Entonces

o Per(By) , Per(By) — Per(B) ‘
lL(.L) - ’Blk X, (1) + lBZI - IBl‘ XBz\[h ('1)

es una solucidn de (Sp) en B(0, R).

El problema de Neumann

En [1], se demuestra que las soluciones débiles del problema (Py) se estabilizan cuando
t — oo convergiendo en la L'-norma a la media del dato inicial. Aqui probamos, por
métodos de energia, como en (4], que en el caso bidimensional, este estado asintético
se alcanza en tiempo finito.

Teorema 0.15 Supongamos que N = 2. Seaug € L*(Q) y u(t,x) la solucidn débil del
problema (Py). Entonces existe un tiempo finito Ty tal que
1

u(t) =75 = /ﬂ wo(z) dv V1> Th.

Por el Teorema. 0.15, dadaug € L*(Q), si u(t, 2} es la tinica solucién del problema(Fy),
entonces

T*(ug) = inf{t >0 : u(t) =Ty} < co.

Para estudiar el comportamiento de u(t) cerca de T*(ug), como en el caso del prob-
lema de Dirichlet obtenemos primeramente cotas inferiores y superiores para la tasas
de decaimiento de ||u(t) — Tgllz, y como consecuencia de ellas obtenemos el siguiente
resultado.



Teorema 0.16 Supongamos que N = 2. Sea ug € L>(Q) y w(t, z) la dnica solucidn
débil del problema (Py). Sea

w(t, z) — gy

si 0<i<T*
T* (’{L(]) — 5t o (M0>

w(t, z) =
0 si b= T (ug).
Entonces, existe una sucesion creciente t, — T*(ug) y una solucion v* # 0 del problema
estacionario _
. { Dv
—div| — ] = v en
Do
Sy
v
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on
tal que

lim w(t,) =v* in LP(Q),

=

para todo 1 < p < oo,

Para las demostraciones de los resultados de esta nota ver [3].
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