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1  Modelos climaticos de balance de energia

Autes de deseribir el tipo de modelos de los que nos ocuparemos conviene
apelar a la importante diferencia ontre Climatologia v Meteorologia en aten-
cion o la nay distinta eseala temporal que los caracteriza. En el segundo
casa la prediceion se pretende con gran exactitud por lo que el periodo en
consideracion se suele limitar a dias v. 2 lo s, un par de semanas. La
prediceion suele requeriv wictados computacionales que contrastan cou los
de naturaleza mas cualitativa utilizados en Climatologia para el andlisis v
diagndstico. sobre modelos simplificados. a grandes escalas temporales que
vl dosde Tadécada a las deconas de siglos,

No viene mal acudir a la definicidn que un cxperto de reconocido presti-
gio (Sclmeider {42]) propone sobre la nocién de clima: Estado promediado de
la atmdsfera observado como tiempo meteorologico sobre un periodo finito
de tiempo a lo largo de tos afios. En los estudios climdticos. la incognita no
es tanto la temperatura puntual e instantdnea, T(e. ). que viene determi-
nada por los principios de Ia Termodindinica sino los promedios espaciales v
tempaorales definidos a partir de tal temperatura

| -7

wlr ) = m - ‘/Bm T(y. s)dyds.

Una le las clases de modelos climdticos mds elementales, pero de gran
valor de dingndstico. sou los lamados de balunce de radiccion de eneryin.
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Aunque los antecedentes se puedan remontar a un trabajo de S. Archenius do
1896, se podria decir que tal tipo de modelos fueron propuestos independicente
pero simultdneamente, en 1969, por ML Budyko ([7] v W.D. Sellers {[43]).

Los modelos obedecen o un sencillo halance entre las distintas energing
(la parte absorbida de la emitida por ol Sol. £, v la citida por la Tierra
como enerpo caliente, 12,.) v los térninos que expresan b variacion de chergia
calorifica en términos de la capacidad ealovificn y de la derivada de la tomn-
peratura promediada y a redistribineion espacial, D:

)
R~ R D
12l

Una deduccion s cuidada pucde ser Hevada a cabo partiondo de Ta

cenacion de conservacian de la energia interna v aplicando los operadores «de
promedio involuerados en Ta definicion de (e, 1) (véase. p-c. Kiehl [30])

En todo caso. os obvio que se requicre nds informacion para poder
“cerrar” ¢l modelo de manera que quede expresado dnicanente en términos
de la temperatura promediada (e ). Esa informacion adicional prede ser
entewdida cono adeenadas leyes de estado aue deseribiremos a continuacion.
La fraccion de radiacion absorbida se oxpresa como Bo(u) = Q4(u) doude
f#u) es el coalbedo planctario v € es Ia constante solar cuyo valor actual
es de Q=31250/m%. La hancion coalbedo toma valores comprendidos on-
tre Uy L,y representa la fraceicn de energia recibida que os absorbida por
[a superficie:r en otras palabras. ol cociente entre la cuergin absorbida v a
energia incidente. En zonas cubiortas de hiclo reflaja mids la fuz solar que. por
cjemnple. en los ocdanos y. por tauto. ol coathedo es mavor en estas ltinas,
Se observa que existen zonas my proximas con coalbedos may diferentes.
En los modelos de balance de energia se constdera nna variacion rapica el
coalbedo en un eutorno de una tomperatura critiea que ustaliiente se toma
como u = —10°C" v que corresponde a la temporatira en la que ol hiclo pasa

de ser transparente a blanco. En el maodelo propuesto por Budyke. 3{u) s
discontinua.

; < —10,
Au) = (1.3, = =10 (1)
3, u> =110,

En el modelo propuesto por Sellers., se supone que J(u) es una funeidn mds
regular (Lipsehitziana, al menos) como por ejemplo
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.y < itj.
H(‘H) = 'il + (_.'..[,___L)(‘-;’" - 'ii) i S oS g, (2)
Wy = Ut
g ' H> Mo,

i

. e 0
con uy ¥ i, temperaturas ljadas v corcanas a = 10C

Fl otro ingrediente en el balanee es la radiacion que por enfriamiento
emite la Tierra. Esta cnergia citida, 12, (). es vepresentada de dos modos
distintos segin los autores antes mencionados, Bo el modelo de Sel‘l?.rt: Re(u)
so expresa, eseribiondo o en grados Kelvin (por tanto > 0) v utilizando la
lev de Stefan-Boltzinan

I R (u) = (e’ (3)

dotdde o os ana funcion regular. positiva v acotada que vepresenta la ernisi-
tividad, En el modelo de Budvko se argnmenta (ne dado que las variaciones
ohservadas son pequenas hasta considerar wia linealizacion de esa ley en tor-
1o a la temperatira media terrestre del womento (npmxi11'\;\.(1%\.1'1'10:&.@ 1.5“(:')
por lo que se towa una expresion hineal con cocficientes obtenidos mediante
observacion por satélite

Rou)y=Bu+C (<)

. ) ,‘ | — v 1. '2 —
con BB v ¢ pardmetros positivos (en la actualidad A = 210WW/m=, C =
1AW/ m? v que inelnven fenomenos empiricos tales como el efecto inverna-
dero. enmbios antropogénicos. ete. Son las Hamadas variables internas.

Poro pasenios al primer escalon de modelos distribuidos de balan.ce de
energia. La necesidad de tomar modelos mas sofisticados que el cero (lllllfi'l]—
sional es obvia pues todos sabemoes que en ciertas zonas del planeta 1':1‘ vida
es s agradable que en otras debido a la difereucia de elimas. Una primera
precisidn a lo anteriormente eXpuesto consiste pues en suponer aliora que

R, = nrr(-"- iy = Q‘S(l)i(”)

con S(r) "a llamada funcidgn de insolacion anual que es una funcién regular
y con valores positivos (cuando se toman escalas l'cmp(n'nlc‘:?' menoreéi se ha
de suponer § = Sty tamado valores nnlos durante ]c')s ]).('r:()(.]us de “noche
polar™. Esa os la funcion que M. Milankovitch caleuld minnciosaente, en
1920, para tiempos pasacdos por medio de la Mecinica Celeste y que le per-
mitio ofrecer una jnstificacion de las glaciaciones pasadas. Por otra parte, en
lo concerriente a la energia de emision. es natural suponer que
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Re = R.(a, 1)

con R (. 1) dada como antes salvo que ahorn o = aleu).y B =B().C=

Clu).

Un primer modelo en esta direccion se obtiene ab considerar la tempe-
ratura superficial promediada en el tiempo annal o estacioualinente v en cl
espacio sobre paralelos de anchura infinitesinial, Lo vazan de eansiderar tales
promedios espaciales se debe a que las observaciones dispouibles mestran
que la conveccion meridional os considerablemente pegueiia frente o a lon-
gitudinal. La consideracion de la dependencia espacial de Ta temperatura
introduce cn el balance un nuevo término. la rodistribucion de ealor. que
viene dada mediante un operador de difusion de segundo orden. Como es
acostunibrado en Mecinica Celeste. se suele introducir uia ueva variable
x € (—1,1) dada por z = senh con A la latituc. Incorporando al anterior
halance un término de difusién, la evolucion de la temperatura superficial
u{x, 1) aparcce gobernada por la siguicute ceuacion parabolica semilineal,

el — (k{1 - 2ug)e = Rolwou) = Relwu). w € (—L. ). t>00 ()

donde ¢(r) os la capacidad calorifica v kel coeficiente de difusian (que a
voces se supone dependiente de la posicién w. de v o de la variacion de la
temporatura ). tomando ey b valores positives (véase. por ejemplo. North

(20

Notese qne la ecnacion (3) os degenerade pues el cocticiente del gradiente
up se amla en log extremos (e doen los polos). De hiecho. otro tipo de
degeneracion puede aparecer en ciertas variantes de estos modelos. Asi, PUHL
Stone [45] propusoe un coeficiente de difusion de la Torma b = k(e o, V) on
particular b = b(r)|Vul, con ol fin de incluir los efectos negativos producidos
por las corrientes atmosféricas de gran escala, En este caso, la ecuacion
semilineal (asi Namada pues el términe no lincal no afocta a las derivadas
de la incognita) (5) pasa a ser nia ectacion enasilineal {cu la que aliora el
término no lineal involucra a tas derivadas espaciales de fa incognita)

elayuy — (1 - ;J:‘))gl'u,,.]"’ Pug)e = Ra(eou) = Belaou). (6)

con p = 3 (el caso genérico 1 < p <o ticne fa virtnd de ineluir tambicén en
a1t seno A la cenacion semitineal cuando se toma p=2).
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Tasemnos ahora cnso bidimensional, Existen interesantes variantes y ge-
neralizaciones e tos modelos inidimensionales {(8) v (G). Por cjeruplo, el
ostucio de la distribncion de la temperatura superficial prowediada como
funcion del tiempo. de la fatitud v tambici de Ia longitid da Ingar 2 una
cenacion no lineal o derividas pareiales de tipo parabolico

el = dic(kVay = Ry = R ' (7)

que aliara tiene ngar sobre nna superficio que representa ala superficio terres-
Lre. B una prinera aproximacion se puede identilicar esta superficie con la
de 1 esfera wnidad (tomando como unidad of radio de la Tierra} y que se
suele denotar como la superficie $2 de RY En ese easo, usando coordena-
das osforicas. = (cos 2SenAL cos peosAsenA) e tiene fa identificacion con
los puntos de e reetingudo del plano introducida en 1568 v cominmente
denominada coma praveccian de G Meveatar {15 12-1504).

Cuanddo. por cjeruplo. b = 1. aparece ¢l rnado operador de Laplace-
Beltrami que achnite nna expresion diveeta en términos de las derivadas par-
ciales de w con respeeto a A v a . De hecho, siose supone que w(A, g t) =
u{A.t). es deciv u s independiente de 2 entonces encontramos el operador en
derivadas parciales de (5). En esta formulacion se hace avidente gue 1o se ha
de anadir condicion de contorno ninguna, Sin embargo. ka anterior modeli-
vacion mediante coordenadas esféricas 1o es totalnente satisfactoria por dos
razones distintas. En prituer lngar, la pavametrizacion de la latitud provoea
singularidades en los polos (la dorivabilidad de la incdgnita en csos puntos
esta defeetuosamente conternplada). Pero ademis. es bien sabido que la su-
perficie terrestre no os exaciatiente una esfora, Por estas razones, ol narco
matematico adecuada para formmlar mas correctamente el madelo bidimen-
stonal es o de las variedades diferenciables, La idea es recubrir la superficie
en estudio. gue ahora denotarenos por ML por un conjunto de abiertos U
tales que posean una “buena” proveccion (an difeomor,

ismo) sohre una parte
cel plano @ U - R’ v e tal imsanera que exista una buena trausicion de una
~carta” (asi es como se denomina al par {€ o)) wotra (Vo) si es que exis-
te wn solapamiento cntre ellas. Las distancias v los dngulos. correctamente
definidos por el producto enclideo de vectores de 2. pucden ser extendidos a
la variedad M generdncdose asi mia métrica (se dice entonces que M es una
variedad Riemanniana bidimensional). En nuestro caso pediremos también
quie esit variedad sean compacti vosin horde™. Finahnente, los operadores
diferenciales. gradiente de nna funeion esealar v divergencia de una funcion
veetorial, pueden extenderse tambicn al caso de funciones definidas sobre M
con lo que se puede dar perfecto sontido a la ccuacidn (7) (véase. por cjemplo.
Diaz v Tello {20]).
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También han sido formuladaos mumerosas variantes a los maodelos cita-
dos anteriormente, Entre cllos fignran modelos de balance de energia con
an término estocastico de ruido blanco para incorporar las repercusiones por
la accién de los voleanes (véanse North [d1] y el tratamiento malematico
en G.Diaz y J.I. Diaz [9]). Otro aspecto que también ha sido estudio en la
literatura se refiere al cardcter periodico en tiempo de la funcidn de insola-
cion § = S(x.4). Este hecho conduce alos Namados maodelos estacionales
en los que la unidad de la escala Lanporal os la una estacion y on los que se
supone que S es anualmente periddica. Mencionemos también tipo de mo-
delos unidimensionales formulados mediante ccuaciones integro-diferenciales
(véanse Budyko [7] y Held y Suarez [2G})

th

1l
('(.If)w(_)—r = R, — R + ’)(/ 1 wla e — wla. 1)),

Modelos climatoldgicos de balance de energia inds sofisticados son for-
nlados como wn sistema de ccnaciones en derivadas parciales para la tem-
peratura atmosférica, ta temperatura superficial y Ta humedad (véase Hetzer
Jarausch y Mackens [29] v su bibliografia).

Pese a las sofisticaciones mencionadas cn la altima observacion es claro
e si rcompletamos™ un modelo sinple. como s el de balance de energla, con
muchos otros factores éste puede Hegar a perder el valor de sn simplicidad v
convertirse en un modelo complejo a semejanza de los de Cirenlacion Creneral.

2  Sobre el andlisis mateméatico y numérico de los
modelos

Comencenos considerando el modelo cero-dimensional en el gue, tras renor-
malizacion de la escala temporal, podemos suponer siempre que ¢ = 1. o5
decir, se trata del problema (de los denominados de Cauchy)

du
elt

La existencia de una tdnica solucidn clisi

o local, os decir, tal que w €
(1'“({0, ) NCHO, ), para alpin 7 > 0y verilica la ecuacidon en todo punto,
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o sitin dentro del marco de los trabajos pioncros de Anguste Cauchy (1789-
1867). Giuseppe Peano (1858-1932) v Auguste Pieard (1884-1962), cuando se
stupone que B, (u) y B (a} son funcioues “regidares” (de hiecho basta que sean
Lipschilz continnas) como es ol caso de las lipotesis estracturales propuestas
por Sellers. Adetnds, como tambicn se supone (ue R, o5 una funcidn acotada
v R, creciente. esa solncion local se puede extender, de manera inica. a una
solueidn #lasica global definida cu todo el intervalo {00 >c).

Bl eetadio del prohilena hajo fas hipotesis propiestas por Ihidyko. con
R, discontinia. es notablemente diferente. Los problemas de Cauchy para
funciones discontinias han sido amplinmente estndiados en la literatura. des-
de las contribuciones de Constantin Carathieodary (18731950} En ese caso.
no eabe sperar que exista vna solucion laeal elidsicn w(f). Sin cmbargo, es
posibie mostrar laexisteneia de. al menos. una solweion local fuerte. o8 de-
cir tal que v € C0.7)). ’,I,—’J' existe (v es. al menos. una huneién Tocalmente
integrable) v la ceuncion se veritica en tudos lox puntos de [0.7) salvo, o lo
swieo., un subconjunio de medida wula.

5 paso de solucion loval débil o sobucion global fuerte tampoco presenta
nua especial difieultad en vivtud de las hipotesis supuestas sohre Ry v Re.

Coma se ha indicaco. la demostracion de lannicidad de soluciones es
standard cn ¢l caso Lipsehitz (modelo de tipo Sellers) pero. sin embargo.
pasa a set i euestion mmcho méds delicada cuando 17, (1) es discontinua en u
(iodelo de tipo Budyvko). e Lieeho, Ia cousideracion de ese tipo de cuestiones
conduce a reformular e problema (2) como un problena de tpo multivoco.
En cfecto. el valor de la funcian fe{e) en el punto de discontinuidad v = —10
{recudrdese que Ry () = 0.3(1) con 3 dada por (1)) no puede ser cefinido con
precision por 1o que es Convenienie suponer que a ese punto se le asigna todo el
intervalo. os deciv. 3(=10) = [4,.4,.]. Ahora se suele identificar 3 con s grafo
(como subconjunto de B3 v dado que Ry (u) se supone no decreciente en u.
ese prafo pertenece a la clase de los Hamados grafos mazimales mondtonos
(la condicion de maximal le viene por la immposibilidad de incluir ese grafo en
olro mondtono mavor: véase Brezis [0}, En este contexto. el problema (8)
deberia sor escrito mds propiamente como

du , )
i e R,lu) = felu) on (0.x). (9)
t(h) = ug.
v entenderlo en el sentido de que existe u par de funciones wy b, con
W) e Jlu(t)) para casi todo 1 € (0.00). (10}
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tales que

(—%(1) = Qb(t) = Ro(nu()} para casi todo t € (0, o),
(448

(11)
w(0) = .

Una vez hechas estas precisiones, en lo sucesivo, no haremos ninguna distin-
cién en los simbolos utilizacdos para describiv las ccnaciones asociadas a nna
funcion R, (1) (0 3} que unas veces pneda ser supuesta regular v en otras
un grafo maximal mondtono. entendiéndose que en el ultimo caso se han de
introducir matizaciones del estilo de las anteriormente expuestas,

Pero volvamos a la cuestion de la unicidad de soluclones para el caso de
Ro{u) (0 3) nultiveco. Para ilustrar globalmente la situacion cue se presenta
ante esa disyuntiva es il comenzar estudiando el conjunto de solnciones
estacionarias us de (8), es decir, v € R satisfaciendo

0= Ra(1t) — Ru(un). (12)

El conjunto de soluciones de (12) depende chviamente de la eleccidn de IR,
v 1. asi como de los dilerentes valores de los pardmetros. Es especiahinente
rolevaite analizar las distintas solnciones que se presentan cuando se varia
I constante solar Q. Si, por simplicidad. suponemnos f.{x) lincal, ¢l efecto
similar a variar @ es el de variar las rectas generadas por R (u) con lo que se
Hlega a diferentes casos que son esquematizacos en la Figura 1 para ol caso
de una Ry (u) de tipo Sellers (véase (2))

+ p,’/
e

Figura [ Intersecciones entre las dos graficas obtenidas para diferentes va-
lores de @

Sc obtienc un diagrama de bifurcacidn como el de la Figura 2 que permite
ver el mimero de soluciones para un valor dado de Q.
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oF

[SR

Figura 2. Diagrant de bifnreacion en funcidn de la constante solar (Q para
¢l models de tipo Sellers

Volviendo al caso del problema de Canchy para R, (1) (0 1) multiveco.
es sencillo ver que si. por ejemplo. tomamos ¢ tal que ul. = —10 sea una
de tas tres sohwiones de equitibrio v < ol < o entonees el problema de
Caunchy (8) (o0 s propiamente. (9)) concdato inieial iy = -10 tiene infinitas
soluciones. Bn efecto. w (1) = =10 ox nua selucion. en ese caso tomariamos

— 2 o - N . . .
b= L(‘;i—(— £ 1{—11). Dos soluciones distintas vienen dadas por

il ‘ .
c—=(t) = (.3, — Bua(t) = C.
i
ualfy) = — 0,

Vv

(}H:;

I'T(f) = Q‘i“. - B!I;;(f) - C‘.
{
‘IL;g(f(]} = “1“

Ademas. como la couacion de (8) es autdnoma (las funciones Rq(u) v Re(u)
no dependen explicitamente de ) es claro que las funciones

_ { — 10 ! &€ [f[)./()#‘()’].

fo = walt —ay e ftp+a.x).

Y
- _ ] 10 t € [to. to + o).
T uy(t—a) € [to+ a.x).
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son también soluciones de (8), independientemente del valor de o > 0. Fi-
nalmente. estudiando el signo de R, — . es facil obtener nna deseripeion
dindmica del comportamiento cualitativo de la soluciones

El estudio del comportamiento cuando ¢ — x puede ser Hevado a cabo
facilmente bajo hipdtesis mucho mas generales. Si comenzamos por abordar
el caso en ¢l que Ry y R son funciones regnlares mondtonas {con K. aco-
tada) encontrariamos primero gue el diagrama de bifureacion signe siendo,
en sentido amplio. una curva en forma de “ese” con al wenos dos puntos e
retorno. Analizando el problema lincalizado podrianios comprobar que las ra-
mas crecientes de la curva de bifurcacion estan forinadas por estados (puntos
en nuestro caso) estables (ante “pequenias™ variaciones del dato inicial) ¥ las
decrecientes por estados inestables. Sitomdsemos para Q@ el valor estima-
do en mestros dias. veriamos que la solucion wl representa la temperatura
globalmente promediada del planeta (cercana a 157 €). La solucién w2, os
una solucidn extrania inestable v la ul corresponde a un posible estado de
glaciacion (notese que ¢s inferior a — 10" C) que es tambicn estable.

De hecho. ol estudio de la estabilidad puede ser faciimente extendido al
caso de perturbaciones iniciales arbitracias (no necesariamente “poequenas’).
En efecto. os fcil ver que la funcidn poleneinl

Flu) = — /l”(h’,,(l') — Ra{r)dr. (13)

(con v arbitrariamente fijado) es una funcion de Lyapunov pues

dl” el "J
W(“(")) = - ((T{(f)>

Asi, los minimos relativos de F corresponden a soluciones estables y los ma-
imos relativos a soluciones inestables. Del diagrama de bifurcacidn es fdcil
deducir que si Q decrece desde su valor en nuestros dias (por ejemplo debido a
una polucion atmosférica generalizada. por la accion simultdnes de numerosos
voleanes. por la caida de un enorme asteroide sobre la Tierra....) la tempe-
ratura estacionaria asociada 135(Q) tendria que comenzar a disiminuir (o. lo
que es lo mismo. el punto (Q. u§F(Q)) bajaria por ka izquierda del diagramal.
Si ) atravesase un cierto valor eritico (Q.. ¢l correspondicute al punto de re-
torno de la curva) la temperatura tendria que decrecer dramaticainente hasta
huscar otra temperatura promediada estable ui*(Q1) que corresponderia a
una glaciacion, El camino inverso tambiéu seria abrupto. pues partiendo de
u(Q)) s aliora @ anmentase (debido al cese de las causas gue llevaron a su
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distinueion) tendriamos que ascender por otro camino. no coincidente con
el anterior, hasta aleanzar una temperatura estable w3 (@), Es el fendimeno
conocido como histéresis que ocurre con grau frecuencia en la naturaleza y
en muchios otros sistemas (véanse, por cjemnplo. Inrasnoselskit y Pokrovskii
[31] ¥ sus referencias). Procesos de ese tipo son tambicn tipicos de la Teoria

de Caldstrofes (Thom [47]).

Bl interés de los modelos de hadanee de energia esta motivado precisa-
mente pot este tipo de resaltados que moestran b sensibilidad de la solucién
con respecto a pardmetros de gran importancia coo os la constante solar
(). Pero,. jse mantendrdan ese tipo de resultados para modelos de balance
deenergia no homogéneos mis realistas oo los se e incorpore la difusion
espacial de temperaturas?.

Escalando on complejidad. considereinos ahora ¢l modelo de balance de
energia bidimensional asociado a una represeutacion de lasuperficie tervestre
como una variedad Ricmanniana bidimensioual compacta v sin borde (como.
por cjempla. M = §4). Recordemos que ana fortlacion posible es la de
encontiar 1= n(w ) can (o 0) € Mo [ ) tal gue

el — die(WVuy = Ry(eon) = Bote ol en Mox (00,
(P){ w(e. 0) = up(4) o M. (14)
Observemos que s suponenios M = §° v =i las funciones o(r). R (eou) v

Ro(row) solo dependen de la latitiad entonces cada solucion o (. 1) del pro-
blema unidimensional (5) genera una selucion wa (. g 1) del modelo (14} me-
diante rotacidn alvededor del cje terrestre. ioe. wa(a. g ) = w{sene ) donde
(r.y) € S*y s os lalatitud.

Como en el caso del modelo coro-ditnensional, los resultados de existencia
v unicidad de soluciones de (5) son de diferente naturaleza segin que se
suponga la funcién 1, discontinua (o multivaluada) o no. La existencia
de. al menos una, solucién. supuesto ¢l dato inicial regular, puede probarse
sin dificultad mediante diferentes métodos. Lo cuestion de la unicidad de
soluciones cuando 7, o5 discontinua ex tincho niix delieada (en contraste
con ¢l caso en el que R, es Lipschitz continua). En primer lugar, es posible
mostrar mediante contracjenplos que la anividivd se valuera cuando. por

ejermplo, el dato inicial toma su miximo o minimo al nivel up = —10. Sin
embargo, si el dato inicial uy atraviesa el nivel uy = ~10 de manera “no
degenerada”™ (Vug(xg) # 0 en los puntos ay € M donde ugl{ay) = —10)

entonces se mantiene la wiicidad de solnciones {Diaz v Tello [20]).
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Antes de analizar la cuestion de la estabilidad y hifurcacion de los estados
estacionarios, merece la pena entrotenerse en mencionar 1w aspecko notable
que. a diferencia del caso del modelo cero-dimensional, cobra ahora sentido.
Nos referimos a la siimulacion de las fronderas libres separando las zonas de
la Tierra cubicrtas por hiclo y nieve. Recordando los argumentos aludidos
para la parametrizacion det distinto albedo terrestre, tales curvas vendrian
definidas comao las enrvas para las que se produce una transicion hroses on
¢l co-atbedo. os decir, sobre Tas que se b de tener que w100 Fh modelo
mejor adaptado para tal simdacidn es of de tipo Budyko en el que se supoue
aue ¢l co-albedo se representa por una funcidn discontinua.

Si. por simplicidad, retornamos al caso nnidimensioual (véase (5)) las
fronteras libres aliora pasan a ser puntos (desconocidos a priori) separando
la zona cubicrta de hiclo v nieve {r g [~1. 1] n{x 1) < =10} del resto.
Supongamos (ue esos puntos se limitan ados S}y S. (1) que corvesponden
a las latitudes que “representan” los promedios de las fronteras de los dos
casquetes polares. Se tiene pues que w(S4{1). 1) = —10. Bl intervalo temporal
de definicion de las interfases Sp(0). 5_{/) no ox siempre [(h ) sine e
depende fuertemente de los datos Q. S(r). de la especificacion de R, (6. )
v del dato inicial ug{r). Puede probarse (Xu [48]) que So(t) v S.(f} son
funciones ¢ (al menos mientras no colapsen) que evolueionan segin la
ceuacion diferencial

(1) = Rl (S () o) — w0 (S () )]
S TTTRS(S N, - )

v I andloga para 87 (1), donde se ha utilizado la notacion geudricade f(1), =
ling e f(# + 1), El caso bidimensional os mas delicado

En ocasiones, la representacion del borde de los casquetes polares por
mwedio de una curva sobre la superficie M no es enteramente satisfactoria pues
indgenes aitidas desde los satélites muestran extensiones, que pueden Hogar
a tencr un espesor de 40 kin, en donde os dificil, sino imposible. decidir si se
trata de agua o hielo. Una formulacion matematica de ese tipo de situaciones
equivaldria a suponer que el conjunto M{1) = {& € M: w(x1) = —~10}
tuviese inedida positiva. A veces se denomina a tal conjunto cdmo zona
pastosa (mushy regidn | en inglé s) por su similitud con regiones similares
provenientes de la modelizacion de problemas de Stefan de cambio de fase. Bs
posible mostrar que si u es solucidn del problema (14) entonces tal conjunte
se reduce a un conjunto de curvas que no puede tener medida positiva. Por
el contrario, en el caso del modelo cuasilineal (8), propuesto por Stone. en ol
que b = |Vu|""'2, se tiene que el conjunto M (t) puede tener medida positiva
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sip > 2 (Diaz [15]).

Los estados de equilibrio s () del problema (1) son aliora bastante
mas commplejos que las constantes gue aparecian en el modelo cero-dimensional,
Ahora vienen dados cona solnciones del problema estacionario

—lie AV ) = Rl ey = Bl ) on M, {15)

Como Fo( ) es erceiente en o, la couacian (15) tiene casdceter doe problema
wo tneal del tipo de aaioealor voasic la mudtiplicidad de soluciones depende
fuertemente de los diferentes valores del parimetro solar ¢ Usando téenicas
clisicas de andlisis no lineal (tales como ol método de continuacidn v o Teo-
rema de Lo funcidn anpliciae (véase. por ejemiplo. Zeidler [50})se pricha que.
hajo adecnadas condiciones. al igual que en ol diagrama de bifurcacion del
modelo coro-dimensional, ay mna ewrva de hilnreacion que comienza en un
estadlo u‘L cuando (@ = 0 v tiende al indinito si Q@ = +2. teuiendo adends
un ntimero par de puntos de retorno corvespondientes a Q = Q) y Q = Q>
De esta wanern, si Q< QL o @ > QP hay unicidad de soluciones v si
Q) € (Q).Q?*) existen al menos tres soluciones (un resultado mds fAino puede

hallarse en Arcoya. Diaz v Tello [2]).

Il estudio de la estabilidad de los estados estacionarios puede Hevarse a
abo por medio de distintos métodos. Un priver resultado on esa diveccion
es ol que muestra gque of Namado congunto w-linmite.

wlu) = {ux M — R 3, — +x para fos que ufl,.) — Tne b

estd formado dnicatnente por soluciones de (15) (Diaz, Herndndez y Tello
[16]). Lt estabilidad ante “pequedias variaciones™ del dato inicial se puede
analizar por medio del principio de estabilidad linealizada cuando se supone
que as Tunciones 7, (0. lo que os o mismo. 3) v R, son derivables respecto de
w. Tl problema linealizado en torno a un estado estacionario lise e también
de tipo de autovalores

—)Rr(.lh Hag = e en M. (16)

—diu(kVr) = QS (ux) = Ju

Es bien conocido que los antovalores de este problema constituyen una suce-
sion no decreciente {Aj},ez que tiende a infinito y. ademads, se tiene que

M{@.u) < A(Q.u). Segun el principio de estabilidad lincalizada. dado
Q > 0, una solucién e de (15) e asintéticamente estable (respectivamente.
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mestable), en C{|=1,1]). si ¢l punto de equilibrio del probiema parabolico
verifica Ma(Q. i) < 0 (respeetivaniente. Aa{€Q. 1) > 0) (para mas detalles
sobre la aplicacion al problema (15) véase Hetzer {28)).

La estabilidad no lineal (Lo ante perturbaciones no necesariamente “pe-
queiias” ) para el problema (14) puede estndiarse tambicn. v sin necesidad de
suponer la derivabilidad de R, v R, con avuda del funcional

Jlu) = / (b 1S a4 (o)) bl

M

donde

Flrou) = - /(l”{[?,,(.lf. ey — Re(r o).

Se tiene gue

—{];.](u(-./)) = / c-(.r)(ﬂ(m. )2 elr < Q.
i J_1 N

por to que J es un fiumcional de Lyapunoy v las soluciones estableos se corves-
ponden con los minimos de .f v las no lincahnente inestables con ofros puntos
criticos como miaximos o puntos de silla, La hisqueda de estados estaciona-
rios 1o se debe limitar, pues, al estudio de los puntos extrerales (luimos v
maximos) tocales del funcional J. En esta diveceion es de seialar la hupor-
tancia del resultado conocido como ol Lema del puso de mondanie (véase. por
ejemplo. Nireuberg [39]) que Bajo cirennsiancias mny generales asegura que
entre dos minimes ha de existiv necesariamente an punto de silla (para nna
aplicacion de este lema a modelos elindticos véase Glil v Childress [24]).

La persistencia o no. para e (0.x ). de las fronteras libres (S5 (1) v
S_(#) en el problema uni-direecional) asociadas a ostados de evelucion u{x. f)
os de gran importancia en el estadio del coujunto de los estados de equilibrio
it (1) dlel problema (15): si por cjemplo S. (To) = S4 (Tu) para algin Ty v ese
puinto mterior de (=1 1) entonees se puede mostrar quie ol ostado estacionario
Ha () representa ol caso de nna superficie torvestre cubierta de hielo v nieve
pero siool punto S_(Ty) = S«(Ty) es « = 1 0 0 = —1 entonces s (1)
cepresenta la ansencia de superficies heladas.

E1 estudio nimmérico de tos modelos de balanee de energia liasido Hevado
a cabio por munerosos autores para clecciones coneretas de R, y R (s de
¢itar os trabajos de Held v Sudrez, North v Hetzer. Jarausch y Mackens
antes citacdos: véanse tambicn Bermejo [3] v Bermejo. Diaz y Tello [5)). Un
método freenentemente utilizado es ol de Galerkin (Mengel. Short and North
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(47). Lin aned Novth [33], Dinz and Tello (1], Tello[16]).  Consideremos ol
problema

() w = (pl)ug), + Bu+C € QS(r)du). (L) e (0.7} x (=1,1},
a0 = ugla) re(=1.1j

donde play = 1 = 0% conug € Voom {r € L2 e, € /J'I“’,(SZ)}. Se sabe
(Dinz [11]) que ta solucian u esta en el espacio £230.7T: V). Veamos como
aproxinarly, Constriiremos “soluciones aproximadas” pertenecienbes o os-
pacios de dimension finita 1, € 17 generados por las antolunciones w; del
operador diferencial (plr)i,) . Gracins a I compacidad doel operador inverso
del operador diferencial. podenos snponer que Vo= [ieyeene ey, espacio
voctorial de dimension aedonder a, € UV es wna antoluneion de antovalor Aj
Vi e son lineahiente independientes v Jas combinaciones lneales de
las funcion s e, ¢ € 1N, son densas en Vo Fnoestro caso. s bien conocido
(véase por cjemplo Legendre {32]0 Simmons [y que Tas autolunciones del
operador de difusion son los polinomios de Legendre. dados por Fy(a) = L.

Py =0 o) = %.r""] - % Py(r) = g.r" - :fr voen general.

Por] Lodiat - 1y

r)= — .
" 2! .t
correspoudientes a los autovatores A, = ot 4+ DL Ademds

.| 9
P,(.!')P](.!')rf.l' - jﬁ——_(i,'_,“
Jo -

Llamaremos ~solucion aproximada™ del problema a w,, = wa(f.0) dada por

1

Uy = Z”/(”Pr(')

1=

donde o, queda determinado por

< “m,A[)r >+ < (l '“~'2)(”lu),r~(]"1),r‘ >+ < B“ln-Pi >+ < CPI > =

(Po) ¢ =< Q5(r)z,. [ > F=0...1
”m(“‘-'.) = ”(lm(‘r)‘

para algin 5, € LT % (1000 20 £ M) V) € (0.T)yx (-1.1)

fH
vosiendo iy, () = Z up (), Acqui ol corchete <> representa el producto
i}
escalar en L2(60). Sustitnyvendo i, por =i exprosicn en la base de V. s¢
obtione que



82 Jesiis Hdefonso Doz

s (1) + gyroa(t) + Fai(t) = Tlap o) sii#0
204,(8) + 2Agexa(t) + 2Bao(t) + C = Tolog. o)

ai(0) = uy

con Tilovy...ap) =< Q5(n)z,. P >, Asi, hewos obtenido un sistenma de
m 4+ 1 ccuaciones diferenciales ordinarias con e + 1 incoguitas o (7)) v o+ 1
dalos iniciales uf. i = 0, Laexistencia de solicion para este sisteina
estd garantizada mediante resultados conocidos (véase. por gjemplo. Filippov

[23]).

Para mostrar la convergencia se deben obtener estimaciones a priovi
(independientes de ), para lo cual se toma wy, como funeion test v se Hoega

a (e

1d f ' . e f .
2 N2 2 2 -
5T [ |* 4+ | pla){wnds]” + (B - 5) li]” < KA
2dt fq Ja 2o
donde K7 es una cierta constante positiva independiente de m. Finalinente,
tomanclo ahora (1,,), como funcion test se obtiene

e [, Ld - 9 Bd [ . ;
(IAS)I/Qi“'mI +§"(7;.Q (/)(")I(”'m).rl)"}v"fj"ﬁ"l’"vul”nd S[\

lo que permite pasar al imite w,, —w en V oy, — ’r-’)m',i en L2O.T L2 (0). v
mostrar gque w satisface la formulacion débil del problema. Numerosas expe-
riencias numdricas son asequibles en la literatura (ulgunas de ellas utilizadas
para analizar previsiones ante escenarios con duplicacion del C'Oy. etel). Una
representacion (estatica) de nna de esas sinndaciones aparece en la Figura 3.

3 Control
En 1455, John von Neumann eseribia [38]:

Microscopic layers of colored matter spread on an ey surfoce, o
i the atmoshpere above one, could inhilvit the reflection-radiation
process. melt the ice and change the local climate. Probebly inter-
wendion. inatmospheric and elimale malters will come in o fen
decodes. and will wnfold on a seale difficult to fmagine ot present

/4 . g Y " . . I "‘. e . N
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FigllI'PL 3: Prediceion de temperaturas de hace 115.000 o ¢l estudio de gla-
claciones segin Mengel. Short awd North {loc.cit,).

Hoy, una parte de su sueiio os casi una realidad y asi. por ejemplo, los
protocolos internacionales sobre emision e gases de efecto inveinaderd los
ejemplos mds ilustrativos de controles planteados a una escala global, Tan-
bién lo son los protocolos mundiales voeuropeos sobre emisidn de aercsoles
(respondiendo a un intento de frenar ol crecimiento del agujero. en la estra-
tosfera, de la capa de ozono de la Antdrtida (heneficioso por proteger a la
Tifsrm de una radiacion excesiva de los ravos ultravioleta) o a una altura
mas cercana a nosotros. la nociva accidn de la contaminacion (tipicamentc-z
wrbana) del ozono troposférico. sobre las personas y la agricultura.

Si nos centramos en un modesto fin adaptado a nuestros modelos senci-
Hos, nos podemos preguntar si es posible “conducir™ una distribucién “inicial®
de temperaturas (que ahora denotamos por y(0..r) pues en la Teoria de Con-
trol la incdgnita no es ol estado del sistena, que se suele denotar por y. sine
el control ) hasta una distribucion deseaca y () transeurrido un ])‘(!1'1';)(10
daddo Ty todo ello “actuando™ sélo desde nna subvariedad w de M. Como se
ha comentado. la incagnita aliora es ol control o (0.T) % w —It que permita
aue y(T @ v) = yy donde y(- 1) denota la solucion de (P) reemplazando
Re(tvy) por gly) — f(1.r) ey, cony L la Tuncidn caracteristica de
w. Cuando la respuesta os afirmativa se dice que (P es controlable. Sin



84 Jesis Hdefonse Dioz

embargo, ¢l cardoter parabdlico de Ia ocuacion de (P) conlleva ciertos efee-
tos regularizantes que hacen imposible tal tipo de respuestas para inciones
genéricas Y. Un concepto alternativo es ol de b controlabitided aprozimada:
dado £ > 0 buscanos aliora un control v: {definido de nievo sobre (0. T) % w)
tal que d(y(T, v ) yq) < €, donde d(-. -} representa la distancia en algiin espa-
cio de funciones sobre M {normalmente L3(M), o, mds en general, L'(M)
con | <p <o)

La naturaleza de nuestro dominio espacial M aporta algunas dificulta-
des adicionales al estudio. Una formulacion mds sencilla pero que couserva
las dificultades esenciales de nuestrameta corresponde al caso e el que sus-
gitwimos M por un abierto regular v acotado € de BR? (aqui R% puede ser
sustitvido por BN con N > 1). B ese caso. eanvi
de contorno sobre (0.7 x JQ una de tipo de Newmann pues las lunciones
tost asociadas a la fornndacion débil son similares a las que corresponden al
caso en el que M es ana variedad Ricmanniana sin borde. Otra simplifica-
cion irrelevante os suponer [ = 0.0 Asi Ia nueva formulacion del problema

ene tomar como condicion

de controlabilidad aproximada sorfa la siguiento: daclo w, abicrto acotado de
2.y dados yo. ya - (1 — B y >0 hallar o : (0.T) ®x w — R tal que
dy(T 2 v)oa) <€ donde, en general, y(T @ ¢) representa la solucion del
problema

g — Dy gly) € QS +ov, en (0.T) x Y

5

SL A sobre (0.T) % 992

an
y(0.) = yol) en €2,

donde 1 es ¢l veetor unitario exterior a a5

(Pu)

Un primer resultado sobre ol tema (Diaz [12]) consiste en mostrar que I
coutrolabilidad aproximada depende. de manera esencial del comportamiento
asintatico de los términos no lincales de la ecuacion (y no de su regnlaridad).
Asi, sl se supone que Yo, Y € L2(0). con 8 multivaluado y acotado y ¢ una
funcion no-deereciente tal gue

lg(s)] € G+ Cals] VseR si> I8 (7

para alginas constantes Cy. Cy vy M. entonces ol problema (P.) es controlable
aproxiadamente en L2(5}), i.c. existe r: € LY, T) % w) tal que

W vs) = ya

ERUREE

Bl restltado anterior puede ser extendido al caso en el que se recmplaza
el ray . . . . .
L2 por L) con t S p <200 C(81). La idea principal cs la aplicagion
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del Teorema del punto fijo de Kakutani (véase Lions [34], [36]. Henry [27)
Fabre. Pael and Zoasua(21]. Diaz [10] v Diaz and Ramos [18] part{ Otl‘O;
rosultados relativos). Notese gue este resultado es aplicable al caso particular
del modelo de Budyke en ol gque g(y) = By pero sin cmbargo la condicion
(17) no es satisfecha para ¢l modelo de Sellers Ao mas pr(!-('iso‘ o5 posible
mostrar {Diaz (L0}, [12]) que st suponeios

ali) = A" 7‘!/ para y € Ry para alein A >0y p> 1 (18)
crtonces aparece Ul frudneno de obstruceion: supongainos que dw verifica la
condicion de a esfera tangente exterior o interior. Sea gy € L> (). Entonces
existe e funcion ¥y € C0.T) % (2 =2)) tal que pava tode € LAH((0.T) x

<) 1o solucion correspondionte y(f.roe) verifica gue

(el < Y o) para (L) € (00T < (=3,
La funcién de obstruceion Yo puede ser constriida tal que
Vell.r) =+ sobre (0.7T) x dw

P (tiary =0 sobre (0.7 x 982

10 prede ser coutrolable aproximadamente pues si Vg ()] > Y (T ) en cast
todo punto - sobre 1 subconjunto de medida positiva 2 de © =27 entonces
para todo v e L2((0.T) % w)

En cousecueneia. la condicion (18) implica gue of problensa (2.) (en general)

”.{/(Ti ") - !/rf“l;"'(!!) > “}x(T ) - !h!“[_:(g”

voashostoo > O es suficientemente pequeno es impasible elegiv ¢ de manera
(que se sadisfagan Ta propicdad vequerida. Debido ada velevancia del modelo
de Sellers. se plantea wa cuestion naturals Jes posible mostrar la controlabi-
lidad aproximada pava el problema £, en nna elase imds peguena de estados
deseados yg?

La vespuesta es positiva (Diaz [13]. {14]). Para explicitar el resultado
es comodo simplificar ain mds el problema en consideracion limitdndonos al
problema

th = Ay A+ Myl" 2y =0y on {(LT)x O
(F)) ,rj% =1 sobre (0. T) % J9.
$(0.7) = () sobre Q.

En primer lugar, conviene introdueir tas funciones de obstruccidn mejoradus

Y o Vs e CUO.T) x =3} La funcion 3 os obtenida como ta solucion
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débil (supuesto yo € L'(Q)) del problema

Y, -AY + AYP2Y =0 en (0.7) x (2 —T).

Y =~ sobre (0.7) x dw.
%{ﬁ =90 sobre (0.T) x 6.
Y . 0,-) = yol(-) sobre €,
¢ Voo satisface las mismas condiciones salvo que ahora Y+ = 400 solwe

(0,T) x dw. Tras esto ya se puede enunciar el resultado de controlabilidad
aproximada restringida: Sean yo € C(Q) y ¢ > 0 dados. Sea yyg € C(2) tal
que

Y AT0) —e<yale) < Yoo (Tor) 4e VeeQ-3 (19)
Entonces, para todo existe v, € C{[0.T] x D) tal que st g{f @ r) es la solncidn

correspondiente de (P,) se tiene gue

Nz o) = yalleyy < e (20)

Nétese que la hipdtesis (19) es optima en el sentido de que si v es tal
que se verifica (20), entonces por el principio de comparacién

Y o () <yltor:v) < Yu(ta) Vie)e|[dT]x ({1 -&)

con lo gue
Y {To)—e<y(Tere)—eSysle) Syllirv)+e< YoelT. #) + ¢
y necesariamente se tiene (19).

Para coucluir, haremos alusion a unas vecientes experiencias numéricas
sobre la aproximacion numérica del control r, antes mencionado (Diaz y
Ramos [19}). Para no complicar téenicamente ia exposicidn nos limitaremos
al caso del problema unidimensional

= Yoo + gly) = vE80) en (0.T) x (~1.1).
P(u) y(x£1,4) =10 te(0,T). (21)
y(0.m) =y (x) sobre (=1, 1).

donde g es una funcidn continua no-decreciente. o(f) s el control buscado
y &(0} es o distribucion Delta de Dirac en @ = 0 (cn realidad, para evitar
complicaciones adicionales. conviene recmplazar la localizacidon en el origen
por of caso de un pequeno intervato w a su alrededor).  Aqui. T estd ar-
bitrariamente fijado ¢ y¥ es una funcién dada { 4 € CO([~1.1])). Para el
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analisis mumérico del control. se aproximara (cuando k& — 00) dste por una
sucesion de sotuciones g del problema de control dptimo penalizado en el que
los contro es ¢ se obticnen mininmizando of funcional

Ji(r) = H"“f,‘.'(“;/') + k ”','I(T cv) - .’/41”,';:(41,1) - {22)
(la convergencia rignrosa no es totalnente conocida: véanse los resultados

parciales de Lions [35] v Ferndndes y Zuazua [22]). Las funciones de obstrue-
cidn mejoradas, Y. satistacen ahora

ue = Yer +9{y) =0 on (0.7 % (=1, 1),
Pltx)d gl£1.0) =0, y{0.1) = £x e (0.7). (23)
g0y = ) solire (—1.1).

Siexistercia esta asegnrada solo si g es superlineal. pese a que. curiosamente.
la solucion det problema de control dptimo (22) posca siempre nna solucion
1. para toda funcion continm no-deevecicnte ¢ independientemente de si g
es superlineal o no..

Nuestros resultacos nuniéricos muestran que. para k fijo. el coste " mini-
mal” Jp(r) (v la norma del control 6ptimo vy ) para una funcién superlineal
g se hacen micho mavores si (19) no es satisfeeha, Para mds detalles véase
Diaz v Ramos ([18}).

4 Un problema inverso: la conjetura de von Neu-
mann

Nos ocuparemos, finalmente. de ina formulacion matemdtica de la conjetura
propuesta por von Newann citada anteriormente. Ahora la cuestion es
introducie tan solo wi cambio en I faneidn conlbedo,  Para simplificar la
exposicion nos limitaremos al caso de modelos de tipo Sellers y, de hecho. con
g(r) = Bv 4+ C. B > 0. Sefalemos que. de hecho. una hipétesis mds realista
es suponer que tal funcion tambien depende de las coordenadas espaciales
del punto de Ja Tierea {especialmente de s latitnd: véase [25]. Seceion 3.3).
Por tanto convendria veemplazar () por

Fi(r} < s
) = 4 A0+ (A ) = () S (24)

Wy — U
F,000) T TI
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Figura 6: Aproximacion del estado del sistema correspondiente al control
optimo

lo cual no modifica los resultados de existencia para el problema transitorio.
Una idealizacion de la modificacion propuesta por von Neumann podria tener
la forma

i u <oy,
Blrw vy =4 O;+ (—”—““;L = W3, +vleh (o) — 3 i € u S Uy, {25)
b‘lu + U(T'( ) u;(l"U) > Uy

con G, > £; constantes y siendo () la funcion caracteristica de la regién
de actuacién w. Notese que podemos escribir

Al ue v) = Blu) + el L) Hu)

siendo
0 i< ;.
-ty
Huw) =< {(———) S u<uy. (26)
Ugy — UL
i U > ity

Necesitaremos introducir varias matizaciones a la propuesta de von Neumann.
La primera de cilas es que supondremos que las modificaciones locales que
afecten al co-albedo se realizan dejando invariante la zona ocupada por los
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casquetes polares y las nieves perpetuas, e lazonal = {o e M:y(e0) >
u;} (nuestros argumentos son tambicn validos para el caso complementario en
el que las modificaciones se clectian tan sdlo en ol entorno de esa region dado
por {& € M: y(x,0) < wy}). Por tanto, cu todo lo quie sigie supondremos

que w = M -~ T.

El problema de, dada una distribucién de temperaturas deseada yy(.x)
(por ejemplo la distribucion de teinperaturas antes de 1a era industrial). hallar
v(z) de manera que y(T : v) = yq. con y(T : v} solucidn de

g — Ay + By + C = QS()(3y) + v()H(y)y en (M - ) =< (0,T).

(P yo= I x (0.7)
y(0,-) = yol+) en (M - 1),

siendo [ = 87, es consiclerablemente mds complicado que el analizado en la
scecién anterior. Veamos como, bajo adecuadas hipdtesis es posible alcanzar
una respuesta positiva gracias a la aplicacion de un teorema de punto fijo.
Nuestro punto de vista ahora estard mds cercano a problemas de tipo inverso
que a la teorfa de la controlabilidad pues los controles estaran sujctos a
importantes restricciones y el conjunto de alcanzahilidad {y(T = v) : Y}
control admisible distarda mucho de ser un conjunto denso en L?(M — T).

Observermnos que los controles v (e.d. las modificaciones en el albedo)
han de obedecer necesariamente a la restriccidn de que #(y) + v(@)H (y} ha
de ser una fraccién de la unidad, e.d. p{y) +v{x)H(y) € [0.1]. Inaginemos
que, conscientes de la paulativa clevacion de la temperatura de la Tierra,
lo que nos interesa cs bajarla hasta yg(x). la distribucion de temperaturas
antes de la era industrial. Los controles a introducir han de tomar valores
negativos {en otro caso nuestra accion conduciria a un aumento mayor de la
temperatura), por lo que supondremos que

v{z) € [—,0], x € M — I, siendo p = 3, — 3;. (27)

Obsérvese que por el principio fuerte del méximo, podemos suponer que
yla, b v) > u; para todo control © y en casi todo punto (r,f) € (M -T) x
(0, 7).

Una segunda matizacion importante a introducir a la conjetura de von
Neumann es que los estados deseados no pueden ser arbitrariamente elegidos.
Las restricciones en los controles y su peculiar naturaleza afectando tan sélo al
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co-albedo tienen obvias limitaciones. Asi. en virtud del prineipio del méaximao
1
dado ¢ verilicando (27) necesariamente

ylT =) < g{T: )< (T 0)y en M =~ T,

por lo que si y(T 0 v) = gy se llega a la siguiente condicion necesaria sobre
M
g7 =) < gy < (T2 0) en (M =1).

Nuestro ohjetiva os obtener nna cierta subctase de funciones yy que “cai-
gan” en ol conjunto de aleanzahilidad asociadao a ese tipo de controles. Pero
antes que nada, observemos que. fijados 4.4 > 0L si suponemos que yy = u;
en T.ola existeneia del control huscado () se reduce o la bisqueda de un
pruto fijo para Ia aplicacion ¢ — T e, donde (Te)(ar) viene dado por

y(T o)+ BT ¢) + C + QS() (e (y(T 1 v) + 8) = JHy(T 1)) — Ayq
QS HT ) + (T o) +48)

para todo x € M — T puesto que si v es tal punto fijo deduciriamos que Ayy =
Ay(T @ ) con idénticas condiciones de contorno y por tanto yg = y(T @ v)
en M — I, Notese que una primera razon pava introcdueir los pardimetros v v
d > 0 es la evitar indeterminaciones cuando se anula el denominador de 7 v,
Otra segunda razon cs mas téenica y se verd mds acdelante. Supondremos
que 5 > 0 se toma suficientemente grande como para que la aplicacién v —
o(yy(T ) +6) = 3(y(T : v)) es no decreciente cuando v verifica (27). Por el
principio del maximo.y(T" : v) depende de manera mondtona de v y por ello
basta que
3. =3

v > et (28)

Uy — Wy

Para mantener positivo ¢l denominador de T pediremos que
I >‘}(—H.l’) (29)
El resultado que viene a corroborar (aunque sea parcialmente) la conje-
tura cde von Neumann es el siguiente:

Teorema. Supongamos (28). (29). que el dulo inicial yo € CH(M - T)
verifica L1s condiciones de compatibitidad yo = u; en Uy que

Ay — Byn — C+ QS d(yn) <0 en M =1, (30)
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Finalmente, sca yq € C**(M =1I) tel que yg=1u; enly
AT 0) < Ayq en M~ T (31)

Ay € Ay(T :0) + QS(®) (A, ~ BIH (T 0)) +38) enM - T (32)

Entonces cxiste v € CH (A =1I) con v(w) € [=.0], Y € (M = TI) tal que
y(T:v)=yqgen M-I

Idea de lo demostracidn. Comprobenios que ¢l operador 7 respeta el arden
(aunque invirtiéndolo). Sean vy < wug. Entonces

g1 = Ay 4+ Byy + C = QS()(A0n) + e (o) () +0)) <
< QS(x)(B(y1) + val2x)(H () + )

y por tanto. gracias a los resultados de comparacion de soluciones para la
C(lm( 161 satisfecha por v, deduchnos que gy < ya sobre (M —T) x (0.7).
Veamos que inclugo es posible obtener que yy < yz. Para ello derivaimos en
la ecuacién y se obtiene que

i = Ayy + By = QS ()3 () + v () H' (vl

Gracias al principio del mdximo y a la hipStesis (30) se obtiene que y (o) <
0 para tado v y casi para todo £ € (0.T). En conscerencia. como 3(r) +
o () H' (1) os decreciente cnando v(i) € [—p.0] v ¢ > 1, deducimos gue

g — Dy + By = QS (yy) + ey H ()|
< Q)| (ya) + oy () H (w2}

Por otra parte, como gy = yar = Gen Ux(0.T) ¢ yuoe) <y (o) cona €
M = T. del principio de comparacion deducimos que yyy g yar en (M =T x
(0.T). Finalmente. para comprobar que 7 es un operador mondtono {aungie
invierta el orden) basta observar que de las hipdtesis (28} v (31) deducimos
que

WO 1) % BUT 200 + €+ QS(l(T 11 6) BT 1)
<y (T 0)+ By(T : 0y + C — QS(e)3(y(T : 0) = Ay(T 1) < Ayg.

con lo que el numerador de 7 es menor o igual que cero ¥ la conclusion se
deduce de la hipétesis (28) y de monatonia de H (y(T : v)) con respecto a e,

Como (31) implica que 7 (—p) < 0y la hipdtesis (32) que —ji < T (0), se
tiene que el “intervalo de funciones” [~ 0] = {w € COFA = I) con —pe <
wlr) €0, Ve € M —T }esinvariante mediante 7 . e.d. T{[=p. 0} C [, 0].
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Finalmento, la I'C;.,'ul(u'i(l'fl(l LT W2(M = INNHY0, T : LM = T)),
para todo p > 1. de la solucion fmplica que T es relativamente compacto y
la conclusion so ()hrl(‘no por el trorema de punto fijo de Amann [1].E

Qbservacion 1. Resibtados de wna natiraleza similar, aungue para
otro tipo de problemss, son debidos a Chondli [8] v Zeghal [19] (en cuyas
referencias se podrd encontrar mencidn a otros trabajos pioneros en osta
direceion). Senalemos Lanbién qne Tas iteraciones del operador T aphicado a
p o=y v = —; ofrccen un algoritmo constrietivo para ohtener un puntos
fjo (gue puede no ser dnico).

Observacién 2. Notese gque tomaucdo of operador inverso de Laplace
(con la condicion de contarno como la do {P2)) encada une de los térininos
de 1a hipotesis (31) se obticne que en cse caso, necesariamente.

Wr:0)—0 <y <ylT0)en (M~ T). con
0(0) 1= (4, — I )=D)"HQS ) H (T : 0)) + ).

Observacion 3. Los resultados anteriores pueden ser extendidos. por
distintog argumentos de [mw al lnm . a la hora de obtener v, paraun = > 0
fjado. de manera gue | y(T 2 02) — fy H LMD S E
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