Los modelos parabdlicos de balance de
energia acoplando un océano profundo y la
superficie atmosférica no siempre admiten

solucion tinica.
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Resumen

En este trabajo se analiza la unicidad de soluciones de un modelo global de
clima de balance de energfa en el que, siguiendo la propuesta de R.G. Watts y
M. Morantine de 1990, el acoplamiento entre un océano profundo y la superficie
atmosférica origina una condicién de contorno dindmica y difusiva. La existencia
de soluciones va fue abordada en nuestra comunicacidon al CEDYA 2001.

En primer lugar construimos un contraejemplo a la unicidad cuando la funcion
coalbedo se supone discontinua. A continuacién mostramos que se tiene unicidad
de soluciones si esa funcidn se supone Lipschitz continua. Finalmente, retomamos
el caso discontinuo y mostramos la unicidad de soluciones en una cierta clase de
soluciones que denominamos “no degeneradas”.

Introduccidn.

En este trabajo estudiamos la unicidad de soluciones para un modelo climatico
de tipo de balance de energfa que incorpora explicitamente el acoplamiento entre un
océano profundo y la superficie atmosférica promediada (en espesor) propuesto inicial-
mente en Watts y Morantine [6]. La existencia de soluciones débiles ya fue mostrada
por nosotros en [3].

El modelo considerado modela la evolucién de la temperatura en el interior de un
océano “global”de profundidad H asi como en su superficie que se supone coinciden-
te con la superficie resultante al promediar en altura la capa atmosférica colindante.
Motivados por el trabajo de Stone [5], nuestro modelo incorpora un operador de di-
fusién superficial (que es més adecuado para grandes escalas) de tipo p-Laplaciano.
Suponiendo temperatura constante sobre cada paralelo, con el tnico fin de simplificar
la exposicién, se toman como variables espaciales (z, z), siendo x el seno de la latitud
y —z la profundidad. Asi, el dominio espacial se denota por 8 = (—1,1) x (= H,0) y su
contorno, Ty UTy UT; UT_y, siendo 'y = {(2,2) € Q: 2z = —H}, Ty ={(z,2) € 0:
z=0}, Ty ={(z,2)eQ:z=1}y 'y ={(z,z) € @ :2 = —1}. Elsistema obtenido

(que denotaremos por (P)) es el siguiente:
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siendo BU + C la radiacién emitida por la superficie al exterior, Ky la difusividad
térmica vertical en el interior del océano, Ky la difusividad térmica horizontal en el
interior del océano, Ky, la difusividad térmica horizontal en la capa mixta, w velocidad
vertical, R el radio de la Tierra, H la profundidad del océano (supuesta constante) y
() la constante solar.

Analizaremos la unicidad o no unicidad de solucién de (P) bajo las siguientes hipéte-
sis estructurales,

(Hz) A es un grafo maximal mondtono acotado, es decir, [v] < M Vv € B(s), Vs €
D(p) =R,

(Hgcp) By C son constantes estrictamente positivas y p > 2,
(Hs) S:(—1,1) = R, 51 > S(z) > 50 > 0 ae. x € (—1,1),
(H,) w e CHQ) (por simplicidad).

Diremos que (U, ) € L2(0,T : WHHQ) x Whe(To))n WH(0,T : L*(Q) x LP(To)) es
solucién de (P) si Uj, = u y V(1,¢) funciones test en L*(0,T : WH(Q) x W#(To))n
W20, T : L*(Q) x LP(Tg)) se verifica
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para algin k € L=(0,7 : L=(Ty)), h € B(-,u).
Un resultado de existencia de soluciones fue ofrecido en Diaz-Tello [3] mediante

técnicas de punto fijo.

Un resultado de no unicidad para coalbedos discontinuos

Comenzaremos por mostrar que cuando la funcién coalbedo es discontinua en el
nivel —10 (o, con mds precisién, un grafo multivaluado en el nivel —10) entonces, para
datos iniciales (Ug, 1) con adecuado comportamiento en el nivel —10, existen, al menos,
dos soluciones del problema de evolucién (P). La hipétesis crucial de esta seccién es
que 3 es un grafo de tipo Heaviside tal que

[, M] si w = —10,
Blu)=4 msiu<-10y (1)
B(u) = M st u > —10, siendo 0 <m < M.

También supondremos una condicién téenica que se cumple en las principales apli-
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Inspirados en Diaz [1] (relativo al caso en el que la temperatura superficial u no

est4 acoplada con la temperatura en el interior del océano), construiremos dos solucio-
nes distintas considerando un dato inicial ug que en el nivel —10 tiene derivada nula

caclones:

-10B+C >

(2)

de primer y segundo orden.
En concreto, consideraremos datos iniciales (Up,uo) que verifican las siguientes

hipotesis,

(U, un) € C®(8) x C(To), up(x) = uo{—x) para todo z € [-1,1],
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dug . dug
E(m) < 0size (0,1), o £y =g,
al,
P 0(?6 0) > 0, Up(z,0) = up(z), si z € (0,1).

Supendremeos también que
w(z) < 0 para todo ¢ € (—1,1).

Teorema 1 Bajo las anteriores condiciones, el problema (P) posee al menos dos so-
luciones débiles acotadas.



Demostracidn. Dividiremos la demostracién en dos etapas.

Etapa 1: Veamos que el problema (P) con dato inicial verificando (Hp) posce una
solucién que en Ty es menor o igual que —10. Para ello, consideraremos el problema (P, )
obtenido al sustituir en (P) el grafo # por su cota inferior m y denotemos por (U™, u™)
a la solucién de dicho problema (que en ese caso es tinica pues no hay términos “de
ipo fuente’’ la demostracién detallada sigue paralela a la que se ofrecerd més adelante
para el caso de A Lipschitz continua). Nétese que si u™ < —10 entonces (U™, u™) es
también solucién de (P) pues podemos tomar h(xz,t) = m.

Haciendo el cambio U* = —10 — U™ y w* = —10 — u™, vemos que la nueva funcién v~
verifica
DK . . Sm ou+ du*
Dul — };‘50 (1 — &) P2l )e + Bu* = "Qpc —10B +C — Ky—— —wa——.

Observamos que por las hipétesis (Hp) y (2), existe To > 0 tal que si ¢ < T entonces el
término de la derecha es positivo. Asi, como consecuencia de la monotonia del operador
p-Laplaciano con peso (véase Diaz [1]) tenemos que " = —10 —u™ es positiva y, como
en [1], por el principio fuerte del méximo aplicado a la segunda ecuacién deducimos
que, de hecho, w™ < —10 (nétese que Ky 22 +wzE < 0 en (0,To) x Iy al menos para
T, > 0 suficientemente pequeilo).
Etapa 2: Veamos aliora que existe una segunda solucién tal que su segunda componente,
i, alcanza valores superiores a —10 en un conjunto de medida posfclva Para ello,
constmlmos una familia auxiliar de funciones U* (y sus restricciones U . = u") como
se detalla a continuacion.
Se considera el dominio espacio temporal @ x [0, A] que expresamos como unién de dos
regiones no cilindricas @3 y @3, v de la superficie que las separa, YA, definidas como
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S = {(2,2,8) € A x [0, A] : +z2:%

Sea (U*, u*) la solucién del problema (Pga ) obtenido al sustifuir en (P) el grafo B por
my Qx(0,T) por Q7. Al considerar este nuevo dominio espacio temporal no cilindrico
necesitamos afadir una condicién sobre I* para que éste quede bien planteado:

U*=-10 en T (3)
En la regién @3, definimos

tQ
A A 2
U = —10 — CMt)(2* + = —;) (4)
Nétese que si C* es positiva entonces U > —~10 en Q3.

Es facil ver que (U, ut) es solucién del problema (Py) dado por
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v, ¢t = =2CMt)(«®w — K, H) > 0.

Como en [1], esto muestra que podemos tomar A > 0y C* : [0,Ty] — R tales que
(UM, wt) es subsolucién de (P) y, por tanto, por el método de super y subsoluciones
aplicado a nuestro sistema, deducimos que existe una solucién (V, v) de ( P) tal que ut <
v,V , en consecuencia, v > —10 en algin subconjunto con medida positiva. Obviamente,
la solucién (V, v) es distinta de la solucién obtenida en la etapa 1 y asi hemos construido
dos soluciones distintas de (P) para un mismo dato inicial (verificando (Hg)).

Criterios de unicidad.

En countraste con la seccidn anterior, obtendremos ahora dos criterios distintos de
unicidad de soluciones para el problema (P). El primero de ellos requerira hipdtesis de
regularidad Lipschitciana sobre la funcién coalbedo f que aparece en la condicion de
contorno. El segundo se referira de nuevo al caso de una funcién coalbedo f discontinua
pero pediremos condiciones de no degeneracidn en el nivel —10 sobre la solucidn.

Teorema 2 Sean Uy € L=(Q), ug € L®(T) y 8 : To x IR — IR Lipschitz continua
en u, (es decir, existe Cp € C(Q) estrictamente positiva tal que |B(x,s) — B(z,3)| <
Cr(z)|s — 8|). Entonces la solucidn de (P) es unica.

Demostracién. Supongamos que existen dos soluciones (U,u) y (V.v). Entonces
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Como @ es Lipschitz continua, la expresién anterior queda mayorada por
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Aplicando las desigualdades de Holder, Young y Friedrich obtenemos la expresion

qy + Kallu - v|[Z2(rg):
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por lo que aplicando el lema de Grouwall, concluimos que WU = V] =0y
Ik o(ry) = U, ¥ por tanto la unicidad de soluciones.

A continuacién daremos un criterio de unicidad que permite que § no sea una
funcién Lipschitz continua pero restringiendo la clase de soluciones. Recordemos que
en [1] v [2] se dié ya un criterio de unicidad (para el problema escalar sin acoplar)
cuando § era un grafo maximal mondtono acotado y multivaluado para el modelo uni-
dimensional v el modelo bidimensional (con dominio espacial una variedad que simula,
la superficie terrestre), bajo hipdtesis allf denominadas de “no degeneracién”. El objeto
de esta seccién es mostrar que esos criterios se pueden extender al modelo acoplado
(P).

Comenzamos introduciendo la nocién de no degeneracion en L'y,

Definicién. Diremos que una funcion w € L>(T) satisface la propiedad de no-de-
generacion fuerte (resp. débil) si eziste C >0 y e > 0 tales que para cada € € (0, &)

Hz e Ty Jw(z)+10| <e}| < Ce
(vesp. |[{z € To : 0 < |w(xz) 4+ 10 < e}| < Ce).
Teorema 3

(i) Si emiste una solucién (U,u) de (P) tal que u(t) verifica la propiedad de no de-
generacidn fuerte para cada t € [0,T] entonces (U, u) es la tnica solucidn débil
acotadae de (P);



(i) eziste a lo sumo una solucion de (P) que verifica la propiedad de no-degeneracidn

débal.

La demostracién se basa en la idea de que aunque § es discontinua genera un
aperador continuo de L°(Ty) en L1(T'y) Vg € [1, 00) cuando se toma como su dominio
el conjunto de funciones que verifican la propiedad de no degeneracion fuerte. Mas
concretamente, para estimar la diferencia de dos posibles soluciones (U — V,u — v)
utilizamos el siguiente
Lema.

(i) Sean w, € L®(To) y supongamos que w satisface la propiedad de no degenera-
cion fuerte. Entonces para cada g € [1,00) eriste C > 0 tal gue para ceda z,2 € L=(Tq)
con z(z) € Blw(z)) y £(x) € A(d(z)) ¥ x € 'y, se tiene

o Joptey. (6)

(i) Si w,wb € L=(Ty) y satisfacen la propiedad de no-degeneracion débil entonces

| 2 =2 ey < (bw — ;)

(() 2(x))(w(z) = B(2))dA < (by — bi)C || w =D ||Leo(ryy - (7)

La demostracién del Teorema 3 (que detallaremos en una publicacién futura) se
obtiene ahora estimando las constantes del lema anterior y las que aparecen en las
inclusiones de W'P(Ty) « L=([y) tras un cambio de escala realizado en (P) simi-
lar al introducido en [1] (véase también [2]) pero aplicando, en este caso, de manera
fundamental, la designaldad de Friedrich.

Observacién 1. Los resultados de este trabajo pueden ser adaptados sin dificultad
a otros problemas de formulacién distinta (y aparentemente més simple) en los que la
no linealidad 8 que aparece en la condicién de contorno, no es Lipschitz continna y
tiene naturaleza de “término fuente”. Tal es el ejemplo del sencillo problema escalar

up— Au =0 en (0,7) x ,
ZTU! € Alu) sobre (0,7) x 012,
w(0,2) = up(x) sobre (2.

Problemas de esta naturaleza aparecen en la teoria de la combustién e ingenieria quimi-
ca.
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