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Abstract

Analizamos el mimero de soluciones de una ecuacién eliptica cuasilinear sin-
gular unidimensional donde el pardmetro de bifurcacién es el valor en uno de los
extremos del intervalo. Resultados de este tipo aparecen en problemas cldsicos
del Célculo de Variaciones tales como el estudio de catenarias, superficies mini-
mas de revolucion etc. Nuestra técnica de demostracicn es enteramente diferente
y se basa en la caracterizacién de las soluciones mediante adecuadas integrales
implicitas.

Introduccién

En esta nota mostramos la existencia de soluciones y analizamos su multiplicidad
segun el pardmetro A para el problema

{ g’(um)-r = H(u)(g(um) - g’(ua:)ux) en (O, l)a
u(0) = up, w(l) =\

bajo ciertas condiciones que detallaremos en la seccién siguiente. Un ejemplo de g y
H que verifican esas condiciones conduce 2 la ecuacién singular

(™ e = fusf?

para un p > 1 dado. La idea principal de la demostracion consistird en analizar la
ecuacién de Euler-Lagrange para el funcional

N
J(u) = ] F ()9 1a(2)) d (1)

sobre X = {u € C(0,1)NC[0,1] : u(0) = ug, u(l) = A} con f{u) relacionada con H(w)

mediante la condicién H(r) = 1}’((:)).




Nuestro estudio es aparentemente cercano a algunos resultados clésicos del Célculo
de Variaciones. Asi, el estudio del equilibrio eldstico de catenarias, superficies minimas
de revolucién y braquistécronas conduce al estudio del funcional (1) cuando g(s) =
VIt 2y f(u) = u® con a = —1/2 (caso de la braquistocrona) y & = 1 ( caso de
la. catenarias y de la superficies mfnimas de revolucién): véase, por ejemplo, [8], p.
362 v 299 respectivamente. En el caso de la catenaria y de las superficies minimas de
revolucién se obtiene la ecuacién singular

() - @)

VIF w2 w14 (ug)?
La ecuacién (2) también aparece en el estudio de los lamados “puentes liquidos” y las
experiencias en naves espaciales para reproducir la ausencia de gravedad (véase, por
gjemplo,[10], [5] ¥ su bibliograffa). Sin embargo, no seguiremos los métodos clédsicos del
Célculo de Variaciones (tipicamente, la teorfa de puntos conjugados de C.G.J.Jacobi,
de 1837 [9]) dado que, entre otras cosas, no pediremos la condicién estricta de Leg-
endre (que en nuestro caso equivaldria a pedir que g"(s) > 0 Vs € R). En su lugar,
aplicaremos una metodologia introducida en [1] v [4] para el estudio de la frontera
libre asociada a problemas asociados a otro tipo de ecuaciones cuasilineales (véase, por
ejemplo, [3] y [2])-

Fn el caso de las catenarias existen unos resultados debidos a E.L.Lindelof de 1861
([11]) sobre el mimero de catenarias posibles capaces de unir dos puntos del plano
P, y P, (uno de ellos fijo, P, y el otro, B, arbitrario). Tales resultados conducen
a diagramas de bifurcacién muy similares a los que se conocen para el nimero de
soluciones de ciertas ecuaciones en derivadas parciales semilineales de tipo eliptico.
Ahora el pardametro de bifurcacion lo constituye la segunda coordenada de P (P2 =
(1,A) con I > 0 fijo y A > 0). En nuestro caso mostraremos la existencia de dos
soluciones. Mostramos también que la parte creciente de dicho diagrama de bifurcacion
corresponde a las soluciones estables, mientras que la parte decreciente corresponde a
soluciones inestables.

Bifurcacién para una ecuacién cuasilineal singular

Consideramos el problema

() { oluc)s = H ) gu)us) en (0,1

con ug, I > 0, ) € [0,1) y bajo las siguientes hipétesis estructurales:
g"(s) >0, g'(s) >0, g(~s) = g(s) ¥s >0y g(0) 20, (3)
sign(H(r)) = sign(g(s) — s¢'(s)), Vris >0, (4)
(5)

H(r)=£8, f(r)>0sir>0.

{ 3 f: R — R de clase C*(0,400) tal que



Observacién 1. Nétese que las condiciones (4) y (5) indican una monotonia estricta
para la funcién f(r). Asi, si sign(H(r)) = 1 entonces necesariamente f/(r) > 0 mientras
que si sign(H(r)) = —1 f'{(r) < 0 Vr > 0.

Ejemplo 1. La ecuacién que aparece en el estudio de catenarias y superficies minimas
de revolucién corresponde a g{s) = /1 + s2. Por tanto, ¢'(s) = T ¥ 9(s) —s¢'(s) =
—=<— > 0 con lo que se ha de tener que sign(H(r)) = 1 (tal es el caso, p.e., de

e
H(u) =2, y, entonces, f(r) =r®, con o > 0).

Ejemplo 2. Si g(s) = 35” entonces g(s) — sg’(s) = —%s%. Mds en general, si, g(s) =
%ISIP con p > 1 se obtiene que g(s) — sg'(s) = —}% [s|” (con p' = -B7) con lo que se
ha de tener que sign(H(r)) = —1 (tal es el caso, p.e., de H(u) = =I, y, entonces,

f(r) =1r~9, con ¢ > 0). Nétese que la ecuacién resultante es (Jug|"™> 1), = T ug[P.

En nuestro tratamiento necesitaremos la funcién auxliar

A(s) = sg/(s) = g(s).

Notese que A’(s) = sg”(s) por lo que A es estrictamente creciente en (0, +o0) (respec-
tivamente decreciente en (—o0,0)) en virtud de (3). Ademds, A(—s) = —sg'(—s) —
g(—s) = A(s) si s > 0. Por tanto, a la hora de invertir la funcién A podemos conectar
ambas ramas mediante la identidad (A™")_(s) = — (4A7!), (—s) si s < 0. Obsérvese
también que en el Ejemplo 1 se tiene que las ramas de A~ estdn definidas s6lo en
[—1,0) mientras que en el Ejemplo 2 (A7), (s) = (p's)Y/P que estd definida Vs > 0.
En lo que sigue identificaremos la rama positiva (A~'), con A~ si no hay confusién
posible. Se tiene que

A(R) = [’T‘A;RA) con —co <7y < B4 < +oo. (6)

En el caso del Ejemplo 1 se tiene que ry = -1y R4 =0, y en el del Ejemplo 2, 74 = 0
y B4 = +oo.
Teorema 1 Supongamos (3), (4), (5). Supongamos que se dan uno de los dos sigu-
1entes casos:

i) g(s) =1+ sy f(r) =%, con a >0,

i) sign(g(s) — sg'(s)) = —1, f(0) = +o0, r4 = 0, Ry = +co y para todo A > 0 y
7,¢>0

IN ﬁ(sfﬁ = Iz(c) < +00, 1 (c) es decreciente en c, ™
f(s
L(e) N\ Osic " +oo e Ii(e) /" +oa si e\ 0.

Bntonees, VI > 0 existe un Ay = Ao{l) > 0 tal que si A € [0, ) el problema (P)
no tiene solucion, si A = XAy (Py) tiene una tdnica solucidn y si A € (Mg, up) existen
exactamente dos soluciones (con {u(z)=0} de medida nula). Todas las soluciones son
puntos estacionarios en X = {u € C1(0,1)NC°[0, 1] : w(0) = ug, u(l) = A} del funcional

8]
ﬂm=LfMﬂM%me



Ademds, en el caso i) se tiene que do € CH([0,ug)), Ao(0) =0 y Ap() >0 s > 0. En
el caso i) Ao(l) =0 para todo 1 > 0.

Figura 1. Familia de catenarias y su envolvente

Observacion 2. En el caso del Ejemplo 2, v si f(r) = 779, la condicién (7) se tiene
510 < ¢ < p. Parece posible extender la conclusién del caso ii) a casos en los que la
hipétesis (3) es reemplazada por

g'(s) >0, g'(s) <0, g(—s) = g(s) Vs > 0y 9(0) 2 0. (8)

Nétese que en ese caso sign(g(s) — sg’(s)) = 1 y por tanto, las hipStesis (4) y (5)
obligan a que f/(r) > 0. Un ejemplo de esta situacién corresponde al caso concreto de
g(s) = 572y f(r) = r (nétese la similitud con el llamado “problema de Newton” y
aparece tratado en [6] p. 372).

0

Figura 2. Familia de soluciones y su envolvente para el ejemplo de la Observacién 2.



Demostracion. La demostracién del caso i) es una simple reformulacién de los resul-
tados de [8] (Proposition 2, Chapter 5, y pp. 305 y 308). De hecho, en la p. 308
de esa referencia se menciona una extension,atribuida a Funk [7], a funciones f(r)
mds generales. En la fecha en la que escribimos este manuscrito no hemos podido
acceder a esa referencia). La curva Ay(!) viene dada como la envolvente de una familia
uniparameétrica de curvas.

Con respecto a la demostracién del caso ii), observemos que la ecuacién de Euler-
Lagrange asociada a todo punto estacionario del funcional J es

(F ()9 (ua))s = f'(u}g(ua)
con lo que, por la hipétesis (5), coincide con la ecuacién diferencial de (Py). Ademss,
como la funcién Lagrangiana L(u,p) := f(u)g(p) no depende de z, sabemos (véase,
por ejemplo, [8] p.24) que multiplicando por u., la expresion resultante es la derivada
de um%L(u, ug) — L(u,u;) y por tanto existe una constante ¢ tal que

d
UE@L(U., uy) — L{u, ug) = c.

En nuestro caso, esto equivale a que
o (uhus — gluz) = ==
o )Uz — Jllg) = 75—
flu)

Por tanto, deducimos que necesariamente ¢ > 0. Como por otra parte toda solucién
(estrictamente positiva) de (£} ha de ser convexa, pues

_ AW Ug) — ¢ (uz)u

de la hipdtesis (4), deducimos que necesariamente u, < 0 en un entorno de z = 0. Por
tanto

c
7o) ©)
Ademds, como (9) es “de variables separables” se tiene que u(z) viene dada implicita-
mente por la identidad

/ * % — 10)

o A0S (

al menos mientras u,(z) < 0. Gracias a la hipétesis (7) podemos definir la funcién
e 1 [0, +00) — [0, +00) mediante

T ds
Pe(T) = /O ZT_(C_S_))

Uy = —A7Y(

Asi, la relacién implicita (10) equivale a la identidad

Ye(u(z)) — e(ug) = —z. (11)



Dado que %), es estrictamente creciente en (0, +c0), pues

1

) —
WD = ey
podemos definir la funcién inversa
Me = ()" (12)
y la identidad (11) se puede escribir ahora mediante la férmula
u(z) = 7c(e(uo) — @) (13)

La otra condicién de contorno, u(l) = A, requiere que

A = (o) — 1)

0, equivalentemente,
"o ds
I —¢CA)=/ g (14
(uo) ( Sy ATN5E) )

Fijados [, ug, la condicién (14) determina univocamente la constante c gracias a la
hipétesis (7). Por tanto, existe una constante ¢(A,7) > 0 tal que la funcién u(z) =
u(z : (A1) dada por 13, con ¢ = c(},l), es solucién del problema de contorno.
Ademds, por construccién, u(z : ¢(), 1)) es una funcién estrictamente decreciente en .
Si A = 0 ya hemos construido una solucién, que no se anula mds que en T = Iy que ha
de ser tnica pues la construccién se ha hecho a partir de condiciones necesarias para
toda solucidn.

Veamos ahora que, si A € (0,up) es posible construir una segunda solucion. Por la
otapa anterior, existiran dos valores de la constante ¢, (0, L)y ¢(0,1), tales que las
soluciones correspondientes construidas anteriormente verifican que:

u(l:¢(0,1)) =ug, u(l:e(0,)) =0. (15)

Aqui hemos utilizado el hecho de que, por construccion,

c

Fne(te(uo) — ) :

con lo que, en virtud de la hipétesis f(0) = oo, uz(xo) = 0 sl y solo sf ¥e(up) = zo:
es decir, zg = zo(c). De esto deducimos que la funcién u(z ¢) se pude extender por
simetria alrededor de zp (e.d. u(z) = u(wo — (x — zo))) al intervalo (zo, 2wp), sigue
siendo solucién de la misma ecuacién diferencial y ademds u(27o : ¢) = uo.

Por la continuidad y monotonfa (estricta) de u(z : (A, 1)) respecto de (A, [) (véase
la definicién), para cada ¢ € [c(0,1),¢(0, £)] existird un tnico z(c) € (0, 1) tal que

u(za(c) : €) = A. Notese que la condicidn

A = ne(the(ug) — 2a(c))

uy(w) = ~A7Y(




equivale a que z(¢c) = Ix(c). Al prolongar por simetria, alrededor del zy asociado, las
funciones correspondientes, con ¢ € [¢(0, 1), ¢(0, %)], concluiremos que los puntos trans-
formados 2zg(c)—x(c) describen todo el intervalo (290,41 (10) = In(e(0, £)), 2401y (u0) —
Ix(c(0,1))] que contiene a I (en virtud de 15) y por tanto, necesariamente existirs un
tnico ¢* € [¢(0,1)),¢(0, )] tal que u(l : ¢*) = X con lo que obtenemos la segunda solu-
cién. Por la convexidad de la solucién y la unicidad de la solucién que llega al nivel
cero deducimos que no puede haber ninguna otra solucién.
Observacién 3. Es sencillo ver que la semi-recta M\g(I) = 0 para todo I > 0 es la
envolvente de la familia de curvas u(z) = 7.(1:(up) — z)) con ¢ € (0, 4o0).
Observacién 4. Como en el caso i) se tiene que la solucién “mayor” (e.d. la rama
del diagrama de bifurcacién de las soluciones maximales) es un minimo “débil” del
funcional J y la otra (e.d. la rama del diagrama de bifurcacién de las soluciones
minimales) no lo es.

Observacién 5. El teorema anterior admite una version equivalente para soluciones
concavas cuando se modifican adecuadamente las hipétesis. La version correspondiente
a i) se aplica al caso de la familia de pardbolas de Galileo.

1
Figura 3: Familia de pardbolas de Galileo y su envolvente.
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