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El Planeta Tierra: sistema complejo con numerosos 
procesos realimentantados
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“Matemáticos” pioneros en el estudio 
del clima

Convocatoria, en 1738,  del Premio de Matemáticas de la 
Academia Francesa de Ciencias sobre “la causa del flujo y 
reflujo del mar”. Premiados: Daniel Bernoulli, Euler y 
MacLaurin

Leonhard Euler (1707-1783)

(

Daniel Bernoulli 
(1700-1782)
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(1824)

El establecimiento y el progreso de las 
sociedades humanas, la acción de las 
fuerzas naturales, pueden cambiar 
notablemente y dentro de grandes 
regiones, el estado de la superficie del 
suelo, la distribución de las aguas y los 
grandes movimientos del aire.  Dichos 
efectos son capaces de hacer variar el 
calor medio a lo largo de varios siglos ...(1768-1830)

Veremos que el papel activo de numerosos 
matemáticos  en el estudio del clima es hoy día una 
realidad con un futuro en expansión.

Joseph Fourier
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Del libro de 1990 de J.L. Lions
a la creación del

Centre for the Mathematics of Planet Earth, University of Reading,
Reading, RG66AX, UK

J.L. Lions 
(1928-2001)

Instituto de España, Enero 1990



http:///mpe2013.org/
Matemáticas del Planeta Tierra 
en España
http://www.icmat.es/mathearth

Real Academia de Ciencias, Madrid, 8 de Mayo 2013
Academia de Ciencias, Lisboa, 21 Noviembre 2013 

Matemáticas del Planeta Tierra en Francia
http://mpt2013.fr/
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Otros resultados multinacionales de esas 
“celebraciones”



Numerosos puntos de vista matemáticos para el clima

1. Introducción
1.a. Un articulo con bastantes citas:
A. 194. .J. I. Díaz, A. Hidalgo and L. Tello, Multiple solutions and numerical analysis to the dynamic 
and stationary models coupling a delayed energy balance model involving latent heat and 
discontinuous albedo with a deep ocean.Proc. R. Soc.  A.    2014 470 20140376; 
doi:10.1098/rspa.2014.0376 (published 27 August 2014) (PDF).     SESIÓN de  L. TELLO

1.b. Transparencias sobre promedios

2. Existencia de soluciones 
2.a. Caso de evolución (trasparencias)
2.b. Evolución con término estocástico:
A.163. J.I. Díaz, J.A. Langa, J. Valero, On the asymptotic behaviour of solutions of a stochastic energy 
balance climate model. Physica D, 238 (2009), 880-887. (PDF)
A.96. G. Díaz,  J. I. Díaz. On a stochastic parabolic PDE arising in Climatology. Rev. R. Acad. Cien.Serie 
A Matem, 96, nº 1, 2002, 123-128. (PDF)

3. Unicidad y multiplicidad de soluciones
3.a. Caso del problema de evolución parabólico (trasparencias)
3.b. Caso estacionario (trasparencias)



4. Sobre la frontera libre
4.a Mushy region para p>2 (trasnparencias)
4.b. Regularidad de la frontera libre. A.166. J.I. Díaz, S. Shmarev, Lagrangian approach to the study of 
level sets II: a quasilinear equation in climatology, J. Math. Anal. Appl. 352 (2009) 475–495 (PDF)

5. Problemas de control para modelos climáticos difusivos

J. I. Díaz. On the von Neumann problem and the approximate controllability of 
Stackelberg-Nash strategies for some environmental problems. Rev. R. Acad. Cien.Serie 
A Matem, 96, nº 3, 2002, 343-356. (PDF)

J. I. Díaz. Controllability and obstruction for some non linear parabolic problems in 
Climatology. En el libro Modelado de Sistemas en Oceanografía, Climatología y Ciencias 
Medio-Ambientales (C.Pares y A.Valle eds.) Universidad de Málaga, 43-58, 1994.(PDF)

J. I. Díaz. Approximate controlability for some simple climate models. En el libro 
Environment, Economic and Their Mathematical Models (J. I. Díaz y J.L.Lions eds.), 
Research Notes in Applied Mathematics No 35, Masson, Paris, 29-43, 1994. (PDF)

J. I. Díaz. Mathematical analysis of some diffusive energy balance models in Climatology. 
En el libro Mathematics, Climate and Environment (J. I. Díaz and J.L.Lions eds.), 
Research Notes in Applied Mathematics nº 27, Masson, Paris, 28-56, 1993. (PDF)

Un articulo reciente: G. Floridia, Approximate controllability for nonlinear degenerate parabolic problems with 
bilinear control , Journal of Differential Equations volume 257, issue 9, year 2014, pp. 3382 - 3422 



6. Tratamiento numérico de modelos climáticos difusivos

J. I. Díaz, A. Hidalgo and L. Tello, Multiple solutions and numerical analysis to the 
dynamic and stationary models coupling a delayed energy balance model involving 
latent heat and discontinuous albedo with a deep ocean. Proc. R. Soc.  A.    2014 470 
20140376; doi:10.1098/rspa.2014.0376 (published 27 August 2014) (PDF)

A. Hidalgo, L. Tello. A Finite Volume Scheme for simulating the coupling between deep
ocean and an atmospheric energy balance model. In the book Modern Mathematical 
Tools and Techniques in Capturing Complexity. Springer Series in Complexity, Springer, 
Berlin (2011) 239-255.

J.I. Díaz, S. Shmarev, Langragian approach to level sets: application to a free boundary 
problem arising in climatology,  Archive for Rational Mechanics and Analysis, 194, 
2009, no.1, 75-103 (PDF)

R. Bermejo, J. Carpio, J.I. Díaz, L. Tello, Mathematical and Numerical Analysis of a 
Nonlinear Diffusive Climate Energy Balance Model. Mathematical and Computer 
Modelling, 2008. (PDF)

R. Bermejo, J. Carpio, J.I. Díaz, P. Galán de Sastre , A finite element algorithm of a 
nonlinear diffusive climate energy balance model, Pure and Applied Geophysics, 165, nº 
6, 2008, 1025-1048. (PDF)



7. Bifurcación y estabilidad de soluciones estacionarias

S. Bensid, J.I. Diaz, Stability results for discontinuous nonlinear elliptic and parabolic problems
with a S-shaped bifurcation branch of stationary solutions, Discrete and Continuous Dynamical
Systems,
Series B, 22 N 05, (2017) 1757-1778.

S. Bensid and J.I. Diaz, On the exact number of monotone solutions of a simplied Budyko
climate model and their different stability, Discrete and Continuous Dynamical Systems, Series
B, 24, N 03, (2019), 1033-1047.

S. Bensid and J.I. Diaz, Existence, multiplicity and stability of solutions of quasilinear
differential equation arising in climatology.
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Gobierno o control

La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis
matemático 

Cálculo

numérico

Validación
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3. La “Trilogía Universal” y el clima global.

Predicción

Sistema  real

Modelización

matemática
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El problema real = CLIMA:  
componentes externos e internos del 

sistema climático
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Escalas temporales y espaciales: 
Jerarquía de Modelos
Climatología / Meteorología

Espectro de variaciones climáticas
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Algunas escalas características (atmósfera,…)
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Horrendograma de acoplamientos entre los 
componentes principales del clima 
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Modelos globales / locales.
Modelos globales de Balance de Energía. 

Clima: Estado promediado de la atmósfera observado como 
tiempo meteorológico sobre un periodo finito de tiempo a lo 
largo de los años (S.H. Schneider,1992) 

Predicción del tiempo 
meteorológico Modelos climáticos

Pronóstico

Modelos realistas

Métodos computacionales

Diagnóstico

Modelos simplificados

Métodos cualitativos
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Evolución de los modelos climáticos en los primeros cuatro Informes de evaluación del IPCC: desde 
principios de la década de 1990 hasta mediados de la década de 2000 (IPCC, 2007).
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El sistema climático de la Tierra recibe prácticamente toda su energía del Sol. Esta
energía viene en forma de radiación electromagnética, que se origina desde el
Sol.
Parte de la energía se elimina por absorción en la fotosfera solar, pero una buena
parte del espectro de energía solar llega a la la atmósfera de la Tierra similar a la de
un cuerpo negro ideal a una temperatura de 5.780 K.
La diferente absorción por los gases de la atmósfera le da al espectro solar ( sobre la
superficie de la Tierra) unos perfiles más irregulares
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T= -18ºc 
15 ºC

~342Wm-2

49
%

30%



24

Balance de energía radiativa

aR eR

Da eR D
t

Ruc∂ = − +
∂

S. Arrhenius (1896), ....

W.D. Sellers(1969),

M.I. Budyko (1969),....

Albedo
Efecto 
invernadero
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Los cambios en el sistema climático se deben alteraciones del 
equilibrio radiativo. 

Causas potenciales: 
1. Variaciones en la radiación solar entrante 
2. Variaciones en la radiación solar reflejada. 
3. Cambios en la radiación terrestre fuera de la atmósfera (por 

ejemplo, CO2, CH4, N2O, H2Ov)



Factores de forzamiento radiativo
Naturales y de origen humano

-Ciais et al., IPCC, 2013: Ch6-
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Las concentraciones de CO2 superan
los valores de los últimos 800 ka

Mean rates of growth unprecedented in
the last 22 ka high conf.)
∆[CO2] ~ 40 % desde niveles
preindustriales

(IPCC 2013, BOX TS5 Fig 1)

(IPCC 2014, Fig. SPM.1)



What causes system changes?: drivers of climate change

Total radiative forcing is positive , and has led 
to an uptake of energy by the climate system 
The largest contribution by ∆ [CO2] since 1750

-Boucher et al., IPCC, 2013: Ch7-
- Myhre et al., IPCC, 2013: Ch8-
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Regreso a modelos simplificados: Leyes de estado

( ) ( )a QS x uR β=

Earth Radiation Budget 
Satellite

0.38 si 10 
( )

0.71 si 10
u

u
u

β
<< −

=
>> − u= -10º

Sellers

Budyko

( ) (1 ( )) coalbedou a uβ = −

Satélite (ESA) Ingenio (CDTI),…
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Distribucion espacial (promediada anualmente) de la función 
insolación S(x)
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4 Ley de Stefan-Boltzman
 Ley de enfriamento de Newton

R ue
R A Bue

σ=
= +

Sobre el operador de difusión D    
Jerarquía

Sellers
Budyko

Relación empírica, Depende de gases de invernadero, cambios 
antropogénicos,... (variables internas)

21 ( cos ) ( (1 ) )
cos

u uD k k x
x x

ϕ
ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
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Modelo 0-dimensional D=0 ( ) ( )e
duc Q u R u
dt

β= −
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Difusión 
bidimensional

( ( ) )D div k x u= ∇
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Modelos estocásticos :Volcanes
( , )eR x u

Término 
estocástico 
(Ruido blanco)

Cahalan-North, 
1982

0 0

( ) ( , ) ( ( ) )
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Modelos más complejos:
• Términos de retardo (promedios,…)
• Acoplamiento con las ecuaciones de de la 

energía interna del océano profundo
• Acoplamiento con las ecuaciones de la dinámica 

de grandes masas de hielo
• Acoplamiento con las ecuaciones de la 

Mecánica Celeste
• Acoplamiento con las ecuaciones del manto 

como medio visco-elástico
• Acoplamiento con modelos para la biosfera
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis 
matemático 
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S. Bensid and J.I. Diaz, Existence, multiplicity and stability of monotone solutions of
quasilinear differential equation arising in climatology.
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Policy relevant implications: commitment, stabilization & irreversibility
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Gracias por vuestra atención
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Scientific findings regarding the causes of 
climate change and approaches to the related 
risks are fundamental to developing political 
counterstrategies, the statement says. The 
contribution of science to this global challenge 
has to be better integrated in politics and 
society. „We as universities have a special 
responsibility,“ stresses University President 
Professor Günter M. Ziegler. „Our task is not 
only to improve scientific knowledge and 
communicate this to society, but to also act in an 
exemplary way within our area of responsibility.“
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