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1. Introduccion: Noticia de 9 de febrero de 2012. Algunos datos actuales

Evidencia actual del la disminucion de glaciares en el planeta (.... una
conferencia distinta a esta).

Objetivo peculiar: ¢, papel de los modelos matematicos en el estudio de las
Glaciaciones?



Rusia perfora un lago subglacial
intacto durante 20 millones de anos

El acceso al Vostok amenaza un entorno que acogeria microorganismos aislado

ALICIA RIVERA

Madrid

Uno de los pocos lugares virgenes
de la Tierra ha sido hollado. Rusia
ha culminado su perforacidn has
ta ¢l gran lago Vostok, bajo mds
de tres kildmetros de hiclo en el
corazon de la Antartida v sellado
desde hace 20 millones de afins
La controvertida operacion se ha-
hia derenido en varins ocasiones,
primero por el clamor de la cornu-
nidad cientifica internacional que
temia la contaminacion de esas
aguas pristinas, v luego por pro-
Memas técnicos o, el afio pasado,
porque seechd encima el invier
no en la base Vostok. Pero ayver, la
Expedicion Antirtica Rusa anun-
cit hiaber alcanzado la superficie
del lago subglacial, a 3766 me-
tros de profundidad.

En esas aguas podria haber mi-
croorganismos adaptados a vivir
en condiciones cxtremas y alsla-
dos durante millones de afios,
que no solo aportarian informa-
cion sobre la evolucién, sino gue
darian pistas sobre la posibilidad
de que haya alguna forma de vida
en otros lugares del Sisteima So-
lar, como los mares que tal vez
liene BEuropa, el satélite de Jipi-
ter. La perforacion “nos dard la
posibilidad de ewaluar la evolu-
cion de organismos vivos gque han
pasado mucho tiempo sin contac-
to con la atmasfera v la luz solar”,
declard el responsable del progra-
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Brerforacion del lago Vostok

La perforacidn se detuwn
a decenas de metras

ded agua durante unos
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Hace unos afnos, Rusia ren
mo su perforacion. Los ingeni
ros sustituyeron el gueroseno ul
lizado como anticongelante pc
fredn, pero en el mismo agujer
va contaminado. El SCAR habia
recomendado usar agua callent
como hacen los estadounidenss
¥ los britinicos en los lagos Wh
llans y Ellsworth, respectivamer
te. Los rusos argumentaron o
esa tecnologia exigia un sumini
tro energético no disponible e
la base. Mra idea era hacer perfi
raciones previas en lagos ment
res antes de pinchar el Vostol

Los primeros litros
de agua estan
contaminados

con queroseno

pero eso quitaba la primicia a lc
rUsos.

La Academia MNacional d
Ciencias (EE UU} se occupd de
asunto. “La perforacion y la tom
de muestras en los lagos antdrt
cos introducird inevitablement
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Criosfera: en la actualidad unos 15
millones de kildmetros cuadrados
(Antartida 13, Groenlandia 1,65)

En la actualidad :

e|os glaciares cubren un 10-11 por
ciento de toda la superficie de la Tierra.
Si en el dia de hoy, todos los glaciares
se derritieran, el nivel del mar subiria
alrededor de 70 metros

Afio Polar Internacional 2007/2008
http://www.ipy.org/



Componentes externos € internos del
sistema climatico
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2. Glaciaciones: Primeros testigos, descubrimiento simultaneo a la teoria de
la evolucion, la fisica del atomo y otros trazadores.

Bernard Kuhn (1787). Evidencia histdrica de eras glaciales pasadas : cantos erraticos

Periascos que viajaron a lomos de los
glaciares y se acercan a nuestras casas.
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Hacia 1820, dos suizos (Jean de Charpentier e
Ignace Venetz) encuentran evidencias de que
los glaciares habian sido mayores en |la
antiguedad

Jean Agassiz (1807-1873) gran promotor de la idea de
la existencia de Glaciaciones pasadas (expedicion de
1837 a las montaiis del Jura,...)

Mas de un siglo para lograr una comunidad cientifica activa y estable

usars qe ot ure ra fetiazeh ira .
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Simultaneidad con la teoria de Charles Robert
Darwin (1809-1882)

“El origen de las especies” (1859): reciente 150
aniversario

De su viaje en el Beable (1831-1836) trajo: 1.383
paginas de notas de geologia (Ch. Lyell, 1797-
1875),

una coleccion de 363 paginas de notas de zoologia, un diario de
770 paginas, 1.529 especies conservadas en frascos con alcohol,
3.907 especimenes disecados y una tortuga viva capturada en las
Galapagos



En el Origen de las especies Darwin lanza una posible edad
de la Tierra: polémica con Lord Kelvin

William Thomson, Lord Kelvin, (Belfast 1824 - Universidad de
Glasgow, Escocia 1907)

Fisico y matematico: termodinamica, electronica y profundos
conocimientos de analisis matematico

En 1862 realiz6 un primer calculo sobre la edad de la Tierra (conduccion de
calor en esfera a temperatura homogénea, completamente fundida, y
enfriandose por la superficie): entre 24 y 100 millones de afos.

Gran desacuerdo con las estimaciones por parte de los geélogos y con
Darwin (1869, Thomas H. Huxley) que estimaban necesaria una edad
mucho mayor.

Darwin pidi6 a su hijo George (astronomo) que revisara los calculos: le diolara _'
a Kelvin (y luego lo publico en sus estudios de 1888 sobre el Soly la Luna)

George Howard Darwin
(1845-1912),



http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Lord_Kelvin_photograph.jpg
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Lord_Kelvin_photograph.jpg
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:George_Darwin.png
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:George_Darwin.png

En 1856 el fisico aleman Hermann von Helmholtz y en 1892 el astronomo
canadiense Simon Newcomb presentaron sus propios calculos de 22 y 18 millones

de anos respectivamente.

En 1891 John Perry, colaborador de Lord Kelvin, observa que no se debe
despreciar la transferencia de calor por conveccion (Unicamente en materiales

fluidos) y que la edad de la Tierra debia ser mucho mayor.

Avances fruto del descubrimiento de la radiactividad (Henri Becquerel en 1896,
comunicacion de Ernest Rutherford a Kelvin en 1904) &

C14: 5.730 afos de ¥ oo
Vlda medla, | / crec‘lmiento

U 238: 4.500 millones

Fin de los Dinosaurios

ekl k<0
. desintegracién

p——

t

En 1947, Libby probo6 que la Edad real era de
unos 4.600 millones de anos (Premio Nobel

de 1960.
Triunfo de las conjeturas del libro de Darwin




Hoy dia, los geodlogos y geofisicos consideran que la edad de la Tierra es de
unos 4.540 millones de afios (con un error maximo de 45 millones de afnos).
Esta edad ha sido determinada mediante técnicas de fechado radiometrico de
material proveniente de meteoritos y es consistente con la edad de las muestras
mas antiguas de material de la Tierra y de la Luna.

Se considera que algunos meteoritos representan el material primitivo a partir
del cual se formo el disco solar de acrecion. Algunos de estos meteoritos se
han comportado como sistemas cerrados (por lo menos para ciertos
isOtopos) muy poco tiempo después de que se formaron el disco solar y los
planetas. Estas suposiciones han sido confirmadas por observaciones
cientificas y numerosos fechados mediante is6topos, y es una hipotesis mas
robusta que suponer que una roca terrestre ha retenido su composicion
original.

Sin embargo, se han usado rocas minerales de plomo arcaicas de galena
para estimar la edad de la Tierra ya que las mismas son los mas antiguos
minerales formados solo a base de plomo en el planeta y poseen informacion
sobre los mas antiguos sistemas de is6topos homogéneos plomo-plomo del
planeta. Mediante este método es que se obtuvo la edad de la Tierra de 4540
millones de afos con un margen de error menor al 1% (45 millones de anos).



3. Glaciaciones en eras pasadas

Escalas del tiempo geoldgico
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500 millones de anos de Historia frente a 4.600
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La glaciacion mas reciente acabd hace 10.000 afos.
Se suele utilizar el término de periodos glaciales para los periodos mas frios
de las glaciaciones; e interglaciales para los periodos mas calidos

-
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Durante la dltima glaciacién Canad4, la mayor parte del norte de Asia y Europa y,
algunas regiones de E.E.U.U., se encontraban cubiertas por glaciares.

El nivel del mar se encontraba alrededor de 122 metros mas bajo del nivel actual y los glaciares
cubrian casi un tercio de la superficie terrestre.




Los periodos glaciares no empezaron hasta poco menos de la mitad de la
vida del planeta (unos 2.500 millones de afos)
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4. Forzamiento por datos orbitales de la Mecanica Celeste.

1842: El matematico francés Joseph Alphonse Adhemar sugiere (Revolutions
of the Sea) que las “glaciaciones de Agassiz” podrian estar causadas por las
variaciones en la trayectoria de la Tierra alrededor del Sol

Funcion insolacion actual

Solstice

Equinox

ig. 2.8. The variation of insolation (at the top of the atmosphere) as a function of



Earth Radiation Budget Satellite




Pero no siempre fue asi

James Croll propone , en 1864, que la funcidn de insolacion (y las estaciones) son funcion
de la excentricidad de la elipse

Calculos previos de Jean d’Alembert (1717-1783), F. Bessel (1784-1846) y
Urbain Leverrier (1811-1877) y F. Bessel (1784-1846)

e estudios en 1920 sobre:

e irradiacion solar en distintas latitudes
a lo largo de las estaciones,

e calculo de tablas de gran precision.

e parte reflejada de la energia solar (a
partir del albedo planetario y de la ley
de Stefan)

e estimaciones globales sobre la
evolucion de lo que el llamo el clima
matematico
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Fig. 7. The Milankovitch radiation curves for latitude 65°N over cthe past 600,000
Years. Milankovitch identified certain low points om the curve with four HRuropean ice
ages [Milankovitch, 1941]. The top figure is from Milankovitch's 1920 computation ac-—
and the bortom figure is from his 1941 computation

cording to Stockwell and Pilgriam,

according to Le Verrier and Miskovitch (see Table 1).
time along the horizontal axis 1is ian thousands of
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vears before present.
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TILT = S54°*

figure 25. The effect of axialily on the distribution of sunlight. When
the tilt is decreased from 1uts present value of 231:° the polar regions
recetve less sunlight than they do todav. When the dlt is increased. polar
regions receive more sunlight. The possible limits of these effects inever
actually achieved) would be a tilt of 0°. when the poles would receive no

sunlight; and 54°. when ail points on the earth would receive the same
amount of sunlight annuaily.




Figure 17. Ellipses with different eccentricities.
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Figwre 16. Precession of the equinoxes. Owing toaxial precession and o
other astronamical movenents. the positions of equinox (March 20 and
September 22) and solstice (June 21 and December 21} shift slowly
around the earth’s efliptieal orbit, and complere one fullcvele about every

22 (100 Eleven thousand vears aga. the winter solstice occurred
hear one end of the orbit. Today, the winter solstice occurs near the
opposite end of the orbit. As a result, the earth-sun distance, measured
on December 21, changes.




MARCH 20

SEPTEMBER 22

Figure 13. 2argh of the seasons. As the tilted earth revolves around the
sun. changes in the dismribution of suniight cause the succession of
seasons. (Courtesyv of G.J. Kukia)
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Figure 14. Dates of equinox and solstice, At the equinoxes. the earth’s
axis is pointed at riZht angles to the sun. and the day and night are of
equal length all over the globe. At the summer solstice, the North Pole is
tipped in the direction of the sun and the northern hemisphere has the
longest day of the year. At the winter solstice, the North Pole is upped

away from the sun. and the northern hemisphere has the shortest day of
the vear.




Registros geologicos

Core VvZ2B8-238 (~1°*N,160°E})
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Fig. 5- Oxygen isotope and palecomagnetic record of the last 1.6 Myr Iin core V28—238
from the eguatorial Pacific (~1°N, I60°E). Isctope stages are shown 1in the upper part
of the diagram. Isotopic values are from measurements on Globligerinoides sacculifer
(after Shackleton and Opdyke [1976, p. 453] witrth permission from the authors and the
Geological Society of America).
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Justificacion favorable de oscilaciones periodicas de ciclos pequefios ( ~40.000
afnos) de manera directa por la “teoria de Milankovitz” : efectos lineales de las
oscilaciones de la insolacion sobre las “pequerias oscilaciones glaciales”.
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Componentes externos € internos del
sistema climatico
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Modelos de salinidad oceanica

Cond.Glaciacion
\Veranos,
Hem.Norte

. ¢Hemisferio Sur?

» ;Glaciares de
= montana hacia el
Sur?

Broecker-
Denton(1989)

Stommel (1961)

stirrer 3 ATLANTIC

an

PACIFIC

ra

I

3250

= |=

INDIAN

o
T [
-
-3250

Rahmstorf
(1995)

L
R 4750

A

SCUTHERN OCEAN
R

=] (=]
[-1~][=]~]~] m[m[

2
Z Porous wall



Equateur
Stommel, 196

Bistable regime

v
1. H 4‘

Present .~~~ + Stornmel
climate? g~ bifurcation

-0.1 0 0.1
Freshwater forcing (Sv)




5. Periodos interglaciales de 100.000 afios y dinamica no lineal

Ciclos periddicos “largos” [~100 .000 afios: is6topo O8 Emiliani (1955)]
sin aparente justificacion razonable (los cambios de excentricidad de la
elipse no son suficientes).

¢ Otros mecanismos ocultos en la periodicidad de las glaciaciones?

Articulo pionero:

VOL., 52, NO. 3] JOURMAL OF GEOPHYSICAL RESEARCH OCTOBER 20, 1977

A Study of the Stability of a Model Continental Ice Sheet

Subject to Periodic Variations in Heat Input

. E. BIRCHFIELD

Department of Engineering Sciences and Applied Mathematics and Department of Geslogical Sciences
Northwestern University, Evanston, [linois 60201

Teoria ya recogida en libros de
texto universitarios: W. F. Ruddiman Earth's Climate Past and Future, (2001).
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P= posicion de la linea de nieve al
nivel del mar apuntando al polo norte
(recta de pendiente s )

'|I:||f|.'Z.
St i
i '_'_'_‘f-—-" Ablation
-

Accumulation

Crucial: razon de acumulacion de nieve (hacia el
ecuador)
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Dependencia (retro-alimentacion) respecto de la insolacion
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A decrece con L (para L grande) en una proporciéon que crece con L

hg profundidad de la base rocosa

Variacion de volumen por unidad de grosor de la mitad del casquete polar
que apunta al ecuador

Magnitudes adimensionales

zd—((1+R)R°)—(R B+ plr))[L — w(R— B+ p(r)

4((1+L)R?)= L

Sistema no lineal




La “Trilogia Universal” de la Matematica
Aplicada

Sistema real

Prediccion 1' Gobierno_o control

Modelos o
- N Validacion
matematicos




Analisis matematico




Modelos Lineales / no lineales

Les ondes Croux de

additionnent. § . Ponde Créte de I'onde

J.I. Diaz 41 20/08/2023
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Comportamientos no lineales

bifurcacion de soluciones ( estacionarias o periddicas)
respecto de parametros

20/08/2023




Reflexiones sobre el modelo y lo que implica la ausencia de dependencia
continua respecto de los parametros

Sistemas dinamicos no lineales

Problema de los Henri Poincaré (1854-1941)

3 cuerpos, ... |
| e En 1908, H. Poincare (1854-1912),

“puede ocurrir que pequenas
diferencias en las condiciones
Iniciales produzcan otras muy
grandes en el fenomeno final. Un
pequeno error en las primeras
producira otro enorme en las ultimas.
La prediccion resulta imposible

20/08/2023 " J.1. Diaz
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Ecuaciones de primer orden
dy P(XYy) o bi dx o),

= , len =
dx  Q(X,y) P(x,y) Q(x,Y)
e Estudio local en puntos singulares:

P(x,y)=Q(x,y)=0



Representacion parameétrica:

(1) dx

P(X,y) Q(x,Y)

=dt= (2)

9

e Soluciones de (2):
X = X(t’XO’yO)’ y — y(t1X01yO)

formas parametrizadas de las soluciones

de (1).
e SoOn

curvas,
trayectorias.

IEINELER

Orbitas 0




Ecuaciones de primer orden y
primer grado: clasificacion

dy cx+dy A[© d
dx ax+by’ a b

e (0,0) punto singular irregular (Fuchs)

 SOlo busca soluciones reales y propiedades
“reales” (acotacion, periodicidad real...)

e Encuentra 4 tipos basicos:



Nodos, sillas, focos, centros




Diagrama traza-determinante

det A

Espirales Espirales
estables inestables
A0 IrA<<0] A<<0,1rA =10

Nodos Nodos
estables inestables
A=0.TrA<1( A=0TrA=10

Tr A
Puntos de silla
detA < ()



Ciclos limite

 Trayectorias cerradas. Representan
movimientos periddicos (orbitas
periodicas).

e Teorema (Poincaré-Bendixson): Si una
Orbita acotada para t — oo no tiende a un

punto singular, tiende en espiral a un
ciclo limite.



Ciclo limite y ciclos sin contacto

VINof <00 en C,

VMef =0 en €

Ciclo limite Dos ciclos sin
contacto



Estabilidad de movimientos

Lagrange: Movimiento acotado (t>0,t<0
0 ambos)

Poisson: “recurrente” x(t) “vuelve a su
entorno Iinfinitas veces™ x(t) > X(t,)
n N—> 00 0

Poincaré: Como Poisson, poco claro. La
Inestabilidad es la regla, la estabilidad la
excepcion (centro).

Liapunov: Definicion precisa (diferente).




Investigacion sobre orbitas
periddicas
« Método geométrico: “Aplicacion de
Poincaré”.

e Métodos analiticos:

— Desarrollos en serie (potencias y
trigonometricas).

— Cambios de variable formales (formas
normales).

— Métodos perturbativos: Teorema de la
funcion implicita y analogos. Algun “punto
fijo”.



1917-2010

+y—-IrXx+xz=0
C
C+bz—xy:0

idn de Chaos and Fractals. New Frontiers of C t

20/08/2023 J.I. Diaz ok



George W. Hill (1838-1914)

e “Primer’” matematico EEUU.
 Muy valorado por Poincaré.
 Problema 3 cuerpos.

e Teoria lunar.

 “Ecuacion de Hill”:

d?x
dt?

e Lineal, coeficientes
periodicos

= p(t)x, p(t+27)=p(t)




Soluciones periodicas

“perturbadas”

 Perturbaciones de la solucion:
Comportamiento de soluciones
proximas. Soluciones asintoéticas:

— Se acercan al ciclo limite cuando t - o« 0 -.
— doblemente asintoticas: cuandot > oy t — -

0. §

 Perturbaciones del sistema
(parametros): Si para u = u, (problema
no perturbado) el sistema tiene solucion
periodica buscar una solucion proxima a
ella para u = uy: “problema perturbado”.



Aleksansdr Mijailovich Liapunov (1857-1918)

SEAMMHE PYCCKHM MATEMATHK
A M ASTIVHOR

3 =

[ x }-b .-l_':"' i -

jeon: HOMTA




Definiciones de estabilidad
o X' = f(x). Solucion (“movimiento”) x'(t)
estable si:
"Para cada ¢ > 0 existe 0=0(&) > 0 tal que:

‘x(O) — x*(O)‘ <O= ‘x(t) — x*(t)‘ <& paratodot>0"

e Es asintdticamente estable si ademas:
lim(x(t) - X"(t)) =0 para |x(0) - x*(0)|<b

e Mas rigurosas que Poincarée, mas dificiles de tratar.

« Soluciones periddicas no pueden ser asintética-mente estables —
estabilidad orbital...)



Estabilidad e inestabilidad

& @ £
- -~
Estahdad Estabilidad asintotica Inestabihdad




Linealizacion (equilibrio)

o X’ =f(x), X" equilibrio < f(x) =0
e Desviacion del equilibrio (“variacion”):
y=X—-X =y =X =f(X +vy)
o Taylor: f(x"+y) =0 + Df(X)y + ...
e Linealizacion:
y' = Df(x7)y
“ecuacion variacional lineal”. Coeficientes
constantes.



Estabilidad por linealizacion

« Maxwell (On Governors, 1868): Sistemay’ =
Ay.

e y(t) > 0cuandot — o < Autovalores de A
tienen parte real negativa.

e Conjetura: Lo mismo en el no lineal (local):
y(t) - 0 cuando t — oo si y(0) “proximo” a 0O,

0 sea
X(t) — X" cuando t — o si x(0) “proéximo” a X" .

e SiRe A <0 pero algun Re A =0: caso critico.



Linealizacion (soluciones
periodicas)
e X' =f(X), X'(t) solucion T-periédica
e Desviacion del equilibrio (“variacion”):
y =X—=Xx(t)
— Linealizacion:
y" = Di(x*(t))y
“ecuacion variacional lineal”. Coeficientes
periodicos.
Exponentes de Liapunov < 0 = estable.



Estabilidad de orbitas
periodicas
Linealizacion -> Exponentes de
Liapunov.
Todos < 0: soluciones del lineal - 0
Demuestra: también las del no lineal.

Si algun g, > 0O: inestabilidad. Variedad de
soluciones gue se alejan.

Caso critico.



1.3.3 Forzamiento peridodico: caso no lineal. Pérdida de la depen-
dencia contimaa respecto de datos iniciales.

P. Blanchard, R.L. Devaney, G.R.Hall, Ecuaciones Diferenciales,
Thomson, 1998.

El péndulo forzado periodicamente

Como un segundo ejemplo de un sistema no lineal forzado periddicamente, volvemos al
sistema que modela el movimiento de un péndulo. Podemos imaginar un péndulo sobre
una mesa al que se estimula cada cierto periodo. Resulta que gran parte del comporta-
miento observado antes también ocurre para este sistema.

Las ecuaciones

Las ecuaciones del péndulo forzado periodicamente con masa 1 y longitud de brazo | son

idg
di
du
dt
donde g es la constante gravitatoria. El término de forzamiento e sen ¢ modela una fuerza
L

2 & , - externa que empuja periddicamente al péndulo en sentidos horaro y antihorario con am-

| " Kl - b
-0t plitud e y periodo 2. Por conveniencia suponemos que se han escogido las unidades de
=20 Jf

—gsend + € sent,

tiempo y distancia y que g = 1; nuestro sistema s entonces

dd
Figura 5.64 dt
Las graficas &) para dos soluciones de la ecuacidn del
péndulo peniddicamente forzado con condiciones du

o) : — —senf 4 €5
iniciales casi iguales. dr F Epeni.




Un ejemplo en el estudio de Glaciaciones:

DIMEN ::IﬁNLE"S TIME ,

}——‘— 10° years —{

R.G. Watts: The Mathematics in Climate Change, En el libro Mathematics
Applied to Science (J. Goldstein, S. Rosencrans and G. Sod), Academic Press,
Boston, 1988, 263-309

1RH{5T((1+R)R”)—(R R~+p( ))[1—hu% R“er(f))]
-‘I -._J
qu'(~(~l—|_ R.-)R' ) — 4

Hipétesis de transmision desde una | p(7) = By + B sen{wT)
nsolacion oscilante conceptual




= By + B sen{wT)

By = 25"Py/a L, = 28 AP/ w = 4u/al

ul

The various parameters have the following orders of magnitude (see,
2.9., Derlemans [1980]): s = 1.25 x 1 s A=fm, Py -200km
1

A 8 =1 sl
2P = 500km , a = 0.73x 10" yr ", b=0.27T %10 "m"yr -,

T » 22,000 years, u'l = 5,000 years, When these values are used in
(4,9), we find the g g 0.89 , w=0.78 , and

p o= 055 .

Cambios muy pequefios de los
parametros conducen a curvas de
soluciones radicalmente diferentes

20 30
DIMENSIONLESS TIME ,

|—— 10° years ———-——-——I'




Plano de fases (artificial en p)

Dos ciclos limites distintos:

En uno de ellos R desaparece y renace con el
tiempo (extensiones L “moderadas”)

El otro corresponde a una gran glaciacion
(valores grandes de R, e.d. de L)

Proceso de linealizacion en torno
a los ciclos limites:

Gy 1
91 v 1+ (dw/3)°



sen(wT — arctan(4w/3))

A
R:1+6D%1ij—2
4s
Diagrama de bifurcaciones: pequenas variaciones de las betas llevan a

grandes diferencias en los tamafios de los mantos polares

O W= 129 = 0.0
® k=259 A= 0.0
A M=259 A= 05

Small Ilce Sheet

EQ. ¥I-14
[
lce Sheet




Otros modelos sobre la Periodicidad de
100.000 anos

e Treuet-Ghil (1983)

F: ':. T. 1 -'!3 | 1.- ; I-:E .] ¥

-

RIT Bt ke gl Bifurcacion de Hopf

= E'I-‘-Il':: [.Ill-l:.:i

Alvarez-Solas et al. 2010 Nature
Geosci.

dH
dt

=S—FWF =5 —Calv— Bm




6. Acoplamiento con modelos de clima: el sistema climatico

EL EFECTO
IHHEHH_III!M'




Modelos globales de Balance de Energia.

Estado promediado de la atmosfera observado como
tiempo meteoroldgico sobre un periodo finito de tiempo a lo
largo de los anos (S.H. Schneider,1992)

1 t+7
u(x,t) = I [ T(y,s)dyds
(1) 27 B(X)|t—z B(x) (y.s)dy

Prondstico Diagnostico

Modelos realistas Modelos simplificados

Metodos computacionales Métodos cualitativos




S. Arrhenius (1896), ....
W.D. Sellers(1969),
M.I. Budyko (1969),....

b L) Fi )]
lengiied de anda (e 5_||||'|

infrarmajo



Budget Satellite

L) =(1-a(u)) coalbed

0.38 sl u << -10

U) =
) 0.71s1u>>-10



Albedo: Hielos terrestres y marinos (hace 19.500 a.)

OUE MECANISWO GORIERNA O CICLOS GLACTA LES 11

i ambes oo las actsales costes pergue el

abes dedl prrindn
e las linese mbvales de By o




Re = out Ley de Stefan-Boltzman  Sellers
Re = A+ Bu Ley de enfriamento de Newton Budyko

Sobre el operador de difusién D

Modelo 0-dimensional D=0 c((jjlltJ =Qp(U) - R, (u)
Modelo 1-dimensional

D= 1 % (keosp My = 9 (ka—x) M)
; COS@ O op  OX OX

X = COS @




picture in atlas
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CZL: =QL(U) + R, (x,u) +div(k(x)Vu)

U(X,ty) = Ug(x)

T@Gln@los estocastlcos Volcanes

FUENTE: USG8 Y SERWCK: CECLOAINS GE CANADS,
CARLLE D 2 HHLET HEnGEn




lope
f(xptl)

S
DAx jAx(j+1)Ax

|
(-

|+I||

|
|
|
|

(N+1) At - = — =
nAt




C(:z:)%T(a;, £) — DO§—$ ((1 _ x2)§;T($, ) + A+ BT(z,1t)
= QS (x, t)a(x, T(x,1))

T (x,0) = To(x)

e Resultados previos
- Existencia de solucién.
- Unicidad.
- Estabilizacién de soluciones.

Bifurcacién en Q.

e Referencias

Xu (1991), Diaz (1991-95), Bermejo (1993), Hetzer (1992),
North (1975)(1990) , Held - Suarez (1974), Stone (1972),
Ghil - Childress (1987), Drazin-Griffel (1977).




* Modelos escalares de balance de energia cero-
dimensionales y estacionales

North-Coakley (1979),
Suarez-Held (1979),
North-Short-Mengel (1983)

Diaz-Tello (1995), Bermejo-Diaz-
Tello (1998), Diaz-Hernandez-Tello
(1997), Arcoya-Diaz-Tello (1998),
Hetzer-Diaz (1997), Badii-Diaz




Una explicacion de las Glaciaciones por la Teoria de Catastrofes de R. Thom

Journal of Glaciology, Vol. 24, No. go, 1979

A CATASTROPHE MODEL OF THE PALEOCLIMATE

By Doucras REEp MacAvEAL

(Institute for Quaternary Studies, Boardman Hall, University of Maine at Orono, Orono,
Maine o446qg, U.5.A.)

| o
=

=]

[
=

AQ {l[]'-}.l emzsh)

1.5

10° Yr BP.

Displayed are the summer insolation variations (AQ) for lat. 50

Fig. 2. N, [ Weertman, rg76). These insolation vartations
appear to have driven the plobal dee fuctuations during the ice apge (Hays and others, 1976). The Roman mumerals indicate
insolation maxima coincident with the rr.'}‘u'n" transitions _l.f'rrJ.r.'.' placial to interglacial condittons, The r'r:'."rr'n'rr.l_ll'.l.'l.'r' miodel
explaing why the asymmetric ““saw-toothed” climatic cvele in Figure 1 resulled from this irregular inselation curve.




Tre Bupyko MODEL

The Budyko model (1972) uses a diffusive heat-transport theory to model the latitudinal
positions of surface isotherms. Using the —10°C isotherm as the criterion for the southern
(equatorward) ice margin, the model predicted xe, the sine of the latitude of the southern ice
margin, to be related to @, the insolation value, in a way intrinsically similar to the equation

(North, rg75[al, [b]),
Q _Qn E":..xc:-_ xe:' %

gradual glacial
advance

runaway
P
" glacial advance

o
£
=
o
-
o
L2
©
o
=
o

increasing insolation —

Q

___ permanent
ice cover

.Fe'g. 3. Tha f;?.‘.’fipn‘l\;r? medel f:r};-:c-} j'lbq'ﬁi:_ﬁ('j the sime c:-f.!.‘.'.:' latstude (cl_u". the 1ee TRArET -;Jl"-r.'!: a::'J.'.'nf.-r.'mrJ'_y .'.:,.'mrre.'frfr: tee sheel which
covers the Earth's pole, xo, ar a function af the insolation ). The shape of this cuwrve is a _fold with the upper branch
representing the only stable and phosically attatnable state of global ice cover. Climatic changes are represented by a poinl
Sollowing a path on the upper branch, When Q falls below a certain critical value the point must move off the knuckle in the
CUrve separating the n‘ﬁ'lf}rr.,f'rm.'.' the lower branch and a ritaiay glacial advance towards ﬂ-::l.li'kﬂh'!f glabal fee cover will occtr.
According lo this model, once numaioay glacial advance 15 complete, tolal global tce cover will exist permanenily because of
wncreased global albedo,




Importante Variacion LIL,

del argumento de R
increasing

Weertman (1964): _ ice volume

Weertman (1964) Material plastico

_~Qradual response

sudden glacial
4 o _
sudden glacial .':',.thgm-tegratm”
advance ~_

Weertman,J, 1976, Milankovitch solar radiation variations and ice age ice
sheets sizes, Nature, 261, 17-20 (6 May 1976).
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Fig. 5. The catastraphe model spectfies steadv-state global ice volume, x,
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ice lnads, changing rela -.'.-J." e mill cawse = to pary throughat the climate cvels iical roa ka elimate
represented by the trajectory dr an ”'.r If wed surface above the r,J x) | A sudden and frreversible fransition rn

'r.n'rr;n'r:-'.lm conditions eceurs 'r-".-'ri ve trannls from a value on the lower branch of the pleated surface fo a @ .-.'.l'.'u' on the

uprfrer branch.
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Modelos mas sofisticados (espacialmente) de
Ice sheets (escalas temporales cortas)

he = (W3R, the) +aft,2) en Q)
r

0 en{S.(BU{S0)  te(T)

20032 &

ON A DOUBLY NONLINEAR PARABOLIC OBSTACLE PROBLEM
MODELLING ICE SHEET DYNAMICS®

C I L DIAZ, I DURANY', E.




Frontera libre dinamica

SETVEL e neang 1ess oz eag € LF s ) 5 P Tt azraw am e Tght cansods Janseipian.
eed and cycling of (e suim s ; e SETay dafa.

LANGRAGIAN APPROACH TO LEVEL SETS: APPLICATION TO A
FREE BOUNDARY PROBLEM ARISING IN CLIMATOLOGY

JESUS ILDEFONSO DIAZ AND SERGEY SHMAREV

J.I. Diaz 20/08/2023 88



A modo de conclusién

. Caracter interdisciplinar de la
Investigacion sobre Glaciaciones

Numerosos interrogantes alin sin respuesta



Gracias por su
atencion
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