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Evidencia actual del la disminución de  glaciares en el planeta (…. una 
conferencia distinta a esta). 

Objetivo peculiar: ¿ papel de los modelos matemáticos en el estudio de las 
Glaciaciones?





http://www.ldeo.columbia.edu/~
mstuding/vostok.html

Año Polar  Internacional 2007/2008 

http://www.ipy.org/

Criosfera: en la actualidad  unos 15 
millones de kilómetros  cuadrados 
(Antártida 13,  Groenlandia  1,65)

En la actualidad : 
•Los glaciares cubren un 10-11 por 
ciento de toda la superficie de la Tierra.
•Si en el día de hoy,  todos los glaciares 
se derritieran, el nivel del mar subiría 
alrededor de 70 metros 





2. Glaciaciones:  Primeros testigos, descubrimiento simultáneo a la teoría de 
la evolución, la física del átomo y otros trazadores. 

Bernard Kuhn (1787). Evidencia histórica de eras glaciales pasadas : cantos erráticos 

National Geographic, Marzo 2012





Hacia 1820 ,  dos suizos (Jean de Charpentier e 
Ignace Venetz) encuentran evidencias de que 
los glaciares habían sido mayores en la 
antiguedad

Jean Agassiz (1807-1873)  gran promotor de la idea de 
la existencia de Glaciaciones pasadas (expedición de 
1837 a las montañs del Jura,…) 



De su viaje en el Beable (1831-1836) trajo: 1.383 
páginas de notas de geología (Ch. Lyell, 1797-
1875), 
una colección de 363 páginas de notas de zoología, un diario de 
770 páginas, 1.529 especies conservadas en frascos con alcohol, 
3.907 especímenes disecados y una tortuga viva capturada en las 
Galápagos
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Simultaneidad con la teoría de Charles Robert 
Darwin (1809-1882) 

“El origen de las especies” (1859):  reciente 150 
aniversario 



William Thomson, Lord Kelvin, (Belfast 1824 - Universidad de 
Glasgow, Escocia 1907) 

Físico y matemático: termodinámica, electrónica y profundos 
conocimientos de análisis matemático

En 1862 realizó un primer cálculo sobre la edad de la Tierra (conducción de 
calor en esfera a temperatura homogénea, completamente fundida, y 
enfriándose por la superficie): entre 24 y 100 millones de años. 

Gran desacuerdo con las estimaciones por parte de los geólogos y con 
Darwin (1869, Thomas H. Huxley) que estimaban necesaria una edad 
mucho mayor. 

En el Origen de las especies Darwin lanza una posible edad 
de la Tierra: polémica con Lord Kelvin

10

George Howard Darwin    
(1845-1912), 

http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Lord_Kelvin_photograph.jpg
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Lord_Kelvin_photograph.jpg
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:George_Darwin.png
http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:George_Darwin.png


Avances fruto del descubrimiento de la radiactividad (Henri Becquerel en 1896, 
comunicación de Ernest Rutherford a Kelvin en 1904) 

Técnicas de datación: Willard Frank Libby (1908-1980)

C14:  5.730 años de 
vida media, 

U 238: 4.500 millones

En 1947, Libby probó que la Edad real era de 
unos 4.600 millones de años (Premio Nobel 
de 1960.

En 1891 John Perry, colaborador de Lord Kelvin, observa que no se debe 
despreciar la transferencia de calor por convección (únicamente en materiales 
fluidos) y que la edad de la Tierra debía ser mucho mayor. 

Triunfo de las conjeturas del libro de  Darwin 11

En 1856 el físico alemán Hermann von Helmholtz y en 1892 el astrónomo 
canadiense Simon Newcomb presentaron sus propios cálculos de 22 y 18 millones 
de años respectivamente.
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Hoy día, los geólogos y geofísicos consideran que la edad de la Tierra es de 
unos 4.540 millones de años (con un error máximo de 45 millones de años).
Esta edad ha sido determinada mediante técnicas de fechado radiométrico de 
material proveniente de meteoritos y es consistente con la edad de las muestras 
más antiguas de material de la Tierra y de la Luna.

Se considera que algunos meteoritos representan el material primitivo a partir 
del cual se formó el disco solar de acreción. Algunos de estos meteoritos se 
han comportado como sistemas cerrados (por lo menos para ciertos 
isótopos) muy poco tiempo después de que se formaron el disco solar y los 
planetas. Estas suposiciones han sido confirmadas por observaciones 
científicas y numerosos fechados mediante isótopos, y es una hipótesis más 
robusta que suponer que una roca terrestre ha retenido su composición 
original.

Sin embargo, se han usado rocas minerales de plomo arcaicas de galena 
para estimar la edad de la Tierra ya que las mismas son los más antiguos 
minerales formados solo a base de plomo en el planeta y poseen información 
sobre los más antiguos sistemas de isótopos homogéneos plomo-plomo del 
planeta. Mediante este método es que se obtuvo la edad de la Tierra de 4540 
millones de años con un margen de error menor al 1% (45 millones de años).
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3. Glaciaciones en eras pasadas

Escalas del tiempo geológico
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500 millones de años de Historia frente a 4.600
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La glaciación más reciente acabó hace 10.000 años. 
Se suele utilizar el término de periodos glaciales para los periodos más fríos 
de las glaciaciones; e interglaciales para los periodos más cálidos
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Durante la última glaciación Canadá, la mayor parte del norte de Asia y Europa y, 
algunas regiones de E.E.U.U., se encontraban cubiertas por glaciares.

El nivel del mar se encontraba alrededor de 122 metros más bajo del nivel actual y los glaciares 
cubrían casi un tercio de la superficie terrestre.
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Los periodos glaciares no empezaron hasta poco menos de la mitad de la 
vida del planeta (unos 2.500 millones de años)  
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4. Forzamiento por datos orbitales de la Mecánica Celeste. 

1842: El matemático francés Joseph Alphonse Adhemar sugiere (Revolutions 
of the Sea) que las “glaciaciones de Agassiz” podrían estar causadas por las 
variaciones en la trayectoria de la Tierra alrededor del Sol  

Función insolación actual



Earth Radiation Budget Satellite



Milutin Milankovitch (1879-1958)
• estudios en 1920 sobre:
• irradiación solar en distintas latitudes

a lo largo de las estaciones,
• cálculo de tablas de gran precisión.
• parte reflejada de la energía solar (a

partir del albedo planetario y de la ley
de Stefan)

• estimaciones globales sobre la
evolución de lo que él llamó el clima
matemático



Curvas de radiación de Milankovitz





Inclinación del eje







Registros geológicos



Justificación favorable de oscilaciones periódicas de ciclos pequeños ( ~40.000 
años) de manera directa por la “teoría de Milankovitz” : efectos lineales de las 
oscilaciones  de la insolación sobre las “pequeñas oscilaciones glaciales”. 

Volumen de hielo
Cambio de 
insolación 
en verano

Tiempo de 
respuesta de la 
capa de hielo 
(ice sheet) 





Espectro de variaciones 
climáticas



Modelos de salinidad oceánica

Cond.Glaciación
Veranos,  
Hem.Norte

¿Hemisferio Sur?

¿Glaciares de 
montaña hacia el 
Sur?

Broecker-
Denton(1989)

Stommel (1961)

Rahmstorf 
(1995)



Equilibrios múltiples

Stommel, 1961



5. Periodos interglaciales de 100.000 años  y dinámica no lineal 

Ciclos periódicos “largos” [~100 .000 años: isótopo O18 Emiliani (1955)] 
sin aparente justificación razonable (los cambios de excentricidad de la 
elipse no son suficientes).  

¿Otros mecanismos ocultos en la periodicidad de las glaciaciones? 

Teoría ya recogida en libros de 
texto  universitarios:   W. F. Ruddiman Earth's Climate Past and Future, (2001).



Weertman (1964) Material plástico

En el centro 

P= posición de la línea de nieve al 
nivel del mar apuntando al polo norte
(recta de pendiente s )

λ∼7-14m

Crucial: razón de acumulación de nieve (hacia el 
ecuador)







Dependencia (retro-alimentación)  respecto de la insolación



A decrece con L (para L grande) en una proporción que crece con L 

hB profundidad de la base rocosa

Variación de volumen por unidad de grosor de la mitad del casquete polar 
que apunta al ecuador 

Magnitudes adimensionales

Sistema no lineal 
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Gobierno o control

La “Trilogía Universal” de la  Matemática 
Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis
matemático 

Cálculo

numérico
Control 
matemático

Validación
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Análisis matemático



J.I. Díaz 41 20/08/2023

Modelos Lineales / no lineales
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ón
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bifurcación de soluciones ( estacionarias o periódicas) 
respecto de parámetros

Comportamientos no lineales
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Problema de los

3 cuerpos, ...
Henri Poincaré (1854-1941)

En 1908, H. Poincaré (1854-1912),

“puede ocurrir que pequeñas 
diferencias en las condiciones 
iniciales produzcan otras muy 
grandes en el fenómeno final. Un 
pequeño error en las primeras 
producirá otro enorme en las últimas. 
La predicción resulta imposible"

Sistemas dinámicos no lineales

Reflexiones sobre el modelo y lo que implica la ausencia de dependencia 
continua respecto de los parámetros
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Ecuaciones de primer orden

• Estudio local en puntos singulares:

( , ) ,    o bien   
( , ) ( , ) ( , )

dy P x y dx dy
dx Q x y P x y Q x y

= =

( , ) ( , ) 0= =P x y Q x y



Representación paramétrica:

• Soluciones de (2):
x = x(t,x0,y0), y = y(t,x0,y0)

formas parametrizadas de las soluciones
de (1).

• Son curvas, llamadas órbitas o
trayectorias.

( , )
(1)     (2)    

( , ) ( , ) ( , )

dx P x y
dx dy dtdt

dyP x y Q x y Q x y
dt

 =
= = ⇒ 

 =




Ecuaciones de primer orden y
primer grado: clasificación

• (0,0) punto singular irregular (Fuchs)
• Sólo busca soluciones reales y propiedades 

“reales” (acotación, periodicidad real…)
• Encuentra 4 tipos básicos:

,
c ddy cx dy A
a bdx ax by
 +

= =  +  



Nodos, sillas, focos, centros



Diagrama traza-determinante



Ciclos límite

• Trayectorias cerradas. Representan 
movimientos periódicos (órbitas 
periódicas).

• Teorema (Poincaré-Bendixson): Si una 
órbita acotada para t → ±∞ no tiende a un 
punto singular, tiende en espiral a un 
ciclo límite.



Ciclo límite y ciclos sin contacto 

Ciclo límite Dos ciclos sin 
contacto



Estabilidad de movimientos

• Lagrange: Movimiento acotado (t > 0, t < 0 
o ambos)

• Poisson: “recurrente”: x(t) “vuelve a su 
entorno infinitas veces”:

• Poincaré: Como Poisson, poco claro. La 
inestabilidad es la regla, la estabilidad la 
excepción (centro).

• Liapunov: Definición precisa (diferente).

0( ) ( )n nx t x t→∞→



Investigación sobre órbitas 
periódicas

• Método geométrico: “Aplicación de 
Poincaré”.

• Métodos analíticos:
– Desarrollos en serie (potencias y 

trigonométricas).
– Cambios de variable formales (formas 

normales).
– Métodos perturbativos: Teorema de la 

función implícita y análogos. Algún “punto 
fijo”.
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( ) 0

0

0

dx x y
dt
dy y rx xz
dt
dz bz xy
dt

σ+ − =

+ − + =

+ − =

1917-2010



George W. Hill (1838-1914) 

2

2 ( ) , ( 2 ) ( )d x p t x p t p t
dt

π= + =

• “Primer” matemático EEUU. 
• Muy valorado por Poincaré.
• Problema 3 cuerpos. 
• Teoría lunar. 
• “Ecuación de Hill”:

• Lineal, coeficientes 
periódicos



Soluciones periódicas 
“perturbadas”

• Perturbaciones de la solución: 
Comportamiento de soluciones 
próximas. Soluciones asintóticas:
– Se acercan al ciclo límite cuando t → ∞ ó -∞.
– doblemente asintóticas: cuando t → ∞ y t → -
∞. 

• Perturbaciones del sistema 
(parámetros): Si para µ = µ0 (problema 
no perturbado) el sistema tiene  solución 
periódica buscar una solución próxima a 
ella para µ ≅ µ0: “problema perturbado”. 



Aleksansdr Mijáilovich Liapunov (1857-1918)



Definiciones de estabilidad
• x’ = f(x). Solución (“movimiento”) x*(t)

estable si:

• Es asintóticamente estable si además:

• Más rigurosas que Poincaré, más difíciles de tratar.
• Soluciones periódicas no pueden ser asintótica-mente estables –

estabilidad orbital…)

* *

"Para cada 0 existe = ( ) 0 tal que:

(0) (0) ( ) ( ) para todo 0"x x x t x t t

ε δ δ ε

δ ε

> >

− < ⇒ − < >

*lim( ( ) ( )) 0 para (0) *(0)
t

x t x t x x b
→∞

− = − <



Estabilidad e inestabilidad



Linealización (equilibrio)

• x’ = f(x),  x* equilibrio ⇔ f(x*) = 0
• Desviación del equilibrio (“variación”):

y = x – x* ⇒ y’ = x’ =f(x* + y)
• Taylor: f(x* + y) = 0 + Df(x*)y + …
• Linealización: 

y’ = Df(x*)y
“ecuación variacional lineal”. Coeficientes 

constantes.



Estabilidad por linealización
• Maxwell (On Governors, 1868): Sistema y’ = 

Ay.
• y(t) → 0 cuando t → ∞ ⇔ Autovalores de A 

tienen parte real negativa. 
• Conjetura: Lo mismo en el no lineal (local):

y(t) → 0 cuando t → ∞ si y(0) “próximo” a 0, 
o sea

x(t) → x* cuando t → ∞ si x(0) “próximo” a x* .
• Si Re λ ≤ 0 pero algún Re λ = 0: caso crítico.



Linealización (soluciones 
periódicas)

• x’ = f(x),  x*(t) solución T-periódica
• Desviación del equilibrio (“variación”):

y = x – x*(t)
⇒ Linealización:  

y’ = Df(x*(t))y
“ecuación variacional lineal”. Coeficientes 

periódicos.
Exponentes de Liapunov < 0 ⇒ estable.

método 
directo



Estabilidad de órbitas 
periódicas

• Linealización -> Exponentes de 
Liapunov.

• Todos < 0: soluciones del lineal → 0
• Demuestra: también las del no lineal.
• Si algún µk > 0: inestabilidad. Variedad de 

soluciones que se alejan.
• Caso crítico.



P. Blanchard, R.L. Devaney, G.R.Hall, Ecuaciones Diferenciales, 
Thomson, 1998.



Un ejemplo en el estudio de Glaciaciones:

R.G. Watts: The Mathematics in Climate Change, En el libro Mathematics 
Applied to Science (J. Goldstein, S. Rosencrans and G. Sod), Academic Press, 
Boston, 1988, 263-309.

Hipótesis de transmisión desde una I 
nsolación oscilante conceptual  



Justificación de la periodicidad de p

Cambios muy pequeños de los 
parámetros conducen a curvas de 
soluciones radicalmente diferentes



Plano de fases (artificial en p)

Dos ciclos límites distintos:  

En uno de ellos R desaparece y renace con el 
tiempo (extensiones L “moderadas”)

El otro corresponde a una gran glaciación 
(valores  grandes de R, e.d. de L)

Proceso de linealización en torno 
a los ciclos límites: 



Diagrama de bifurcaciones: pequeñas variaciones de las betas llevan a 
grandes diferencias en los tamaños de los mantos polares



Otros modelos sobre la Periodicidad de 
100.000 años 

Le Treuet-Ghil (1983)

Bifurcación de Hopf

Alvarez-Solas et al. 2010 Nature
Geosci.



6. Acoplamiento con modelos de clima: el sistema climático
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Modelos globales de Balance de Energía.

Clima: Estado promediado de la atmósfera observado como 
tiempo meteorológico sobre un periodo finito de tiempo a lo 
largo de los años (S.H. Schneider,1992)

Predicción del tiempo 
meteorológico Modelos climáticos

Pronóstico

Modelos realistas

Métodos computacionales

Diagnóstico

Modelos simplificados

Métodos cualitativos

( )

1( , ) ( , )
2 ( )

t

t B x
u x t T y s dyds

B x
τ

ττ
∫ ∫
+

−
=
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Balance de radiación de energía

aR eR

D

a eR D
t

Ruc∂ = − +
∂

S. Arrhenius (1896), ....

W.D. Sellers(1969),

M.I. Budyko (1969),....

Albedo

Efecto 
invernadero
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Leyes de estado
( ) ( )a QS x uR β=

Earth Radiation 
Budget Satellite

0.38 si 10 
( )

0.71 si 10
u

u
u

β
<< −

=
>> − u= -10º

Sellers

Budyko

( ) (1 ( )) coalbedou a uβ = −



Albedo: Hielos terrestres y marinos (hace 19.500 a.) 
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4  Ley de Stefan-Boltzman
 Ley de enfriamento de Newton

R ue
R A Bue

σ=
= +

Sobre el operador de difusión D Jerarquía

Sellers
Budyko

Relación empírica, Depende de gases de invernadero, cambios 
antropogénicos,... (variables internas)

21 ( cos ) ( (1 ) )
cos

u uD k k x
x x

ϕ
ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂

Modelo 0-dimensional D=0 ( ) ( )e
duc Q u R u
dt

β= −

Modelo 1-dimensional

cosx ϕ=
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Difusión bidimensional

( ( ) )D div k x u= ∇
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Modelos estocásticos :Volcanes
0 0

( ) ( , ) ( ( ) )

( , ) ( )

e
uc Q u R x u div k x u
t

u x t u x

β∂
= + + ∇

∂
=

( , )eR x u

Término 
estocástico 
(Ruido blanco)

Cahalan-North, 
1982



J.I. Díaz 8020/08/2023

Cálculo





• Modelos escalares de balance de energía cero-
dimensionales y estacionales

North-Coakley (1979),

Suarez-Held (1979),

North-Short-Mengel(1983)

Díaz-Tello (1995), Bermejo-Díaz-
Tello (1998), Díaz-Hernández-Tello 
(1997), Arcoya-Díaz-Tello (1998), 
Hetzer-Díaz (1997), Badii-Díaz 
(1997),.....



Una explicación de las Glaciaciones por la Teoría de Catástrofes de R. Thom





Weertman,J, 1976, Milankovitch solar radiation variations and ice age ice 
sheets sizes, Nature, 261, 17-20 (6 May 1976).

Importante Variación 
del argumento de 
Weertman (1964): 





Modelos más sofisticados (espacialmente) de 
ice sheets (escalas temporales cortas)
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Frontera libre dinámica



A modo de conclusión

• Carácter interdisciplinar de la    
investigación  sobre Glaciaciones  

Numerosos interrogantes aún sin respuesta



Gracias por su 
atención
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