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• David Hilbert (1862-1943)

    1900

2. Lista de problemas en el siglo XX



Problemas de Hilbert relacionados con 
el Cálculo de Variaciones

• P6: Tratamiento matemático de los axiomas de la 
Física.

• P19: ¿Son siempre analíticas las soluciones de los 
problemas regulares del Cálculo de Variaciones?

• P20: El problema de contorno general.
• P23: Desarrollo ulterior de los métodos del 

Cálculo de Variaciones.



• P4: Problema de la línea recta como la 
mínima distancia entre dos puntos

pero también,...

Henri Poincaré (1854-
1941) profusamente 
citado en el listado

•había lanzado 
previamente un listado 
de problemas.
•El congreso  (8 de 
Agosto de 1900) se 
celebraba en Paris.



Comentarios a los Problemas de Hilbert en:
   Mathematical developments arising from Hilbert 
problems, F. Browder (ed.), Proceedings of Symposia 
in Pure Mathematics, Volume XXVIII, AMS, 
Providence, 1976.

A.S. Wighthman (P6),     - J. Serrin (P19),
E. Bombieri (P20),           - G. Stampacchia (P23),
 H. Busemann (P4),          - L. Bers (P22).



* Listas de problemas al finalizar el siglo XX.
– Mathematics: frontiers and perspectives, V. Arnold, M. 

Atiyah, P.Lax and B. Mazur (eds.), AMS, Providence, 
2000 (artículos de P.L. Lions, A.J. Majda, R. Penrose, D. 
Ruelle, P. Sarnak, S. Smale, C. Vafa, S.T. Yau, V.I. 
Arnold, P. Lax).

- Mathematics Unlimited – 2001 and Beyond, B. Engquist 
and W. Schmid (eds.), Springer, Heidelberg, 2000 (S. 
Antman, I. Babusca, J.T. Oden, D.H. Bailey, R.W. 
Brockett, P. Constantin,C. Jones, S. Lang, J. Marsden, D. 
Serre, M. Viana, ...).

– Landon Clay: 7 problemas. 1 millón $$ por problema (> 
Premio Nobel), sólo uno de la lista de Hilbert,  Yang-
Mills, Navier-Stokes.



2. Los inicios
    La braquistócrona (más-corto-tiempo):

1696, Jean Bernoulli (1667-1748): dados dos 
puntos A y B en un plano vertical, hallar la 
curva que los enlaza por la que un cuerpo que 
caiga desde A hasta B, por la gravedad, lo 
haga en el menor tiempo.

(Galileo (1561-1642), 1638: un arco de 
círculo).

Resuelto en 1697 por: Jean y 
Jacques Bernoulli (1654-1705), 

I. Newton (1642-1727), 

G. Leibnitz (1646-1716), 

G.F.A. l’Hôpital (1661-1704).



la cicloide
Galileo Galilei (1562-1642), 

Blaise Pascal (1623-1662),..

Resultados pioneros sobre óptimos:
• Pierre de Fermat (1601-1665): “la luz se propaga de la 

manera más rápida posible”

• I. Newton (1687): Cuerpo de revolución de menor 
resistencia al aire



El principio de mínima acción 
P.L.M. de Maupertuis (1698-1759)

1746: Las leyes del movimiento y el 
equilibrio deducidas de un principio 
metafísico:“Si ocurre algún cambio 
en la naturaleza, la cantidad de 
acción necesaria para este cambio 
ha de ser lo más pequeña posible”

• Búsqueda de un esquema filosófico del 
mundo

J.S. Köning 1751  (carta de 1707 de Leibnitz a 
Hermann)

Leibnitz 1710: Ensayo sobre la bondad de Dios, la 
libertad del hombre y el origen del mal: “El mejor 
de los mundos”



Nacimiento del Cálculo de Variaciones
Leonhard Euler (1707-1783)

       Joseph Louis Lagrange       
                (1736-1813)

Carta del 12 de agosto de 
1755 (19años)

Acción en un intervalo

= energía cinética – energía

 potencial 

(1743<1746, Maupertuis)

1 2( , )t t



Variación de un funcional, Derivada Gateaux
 Ecuación de Euler-Lagrange,
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Variación de x(t)
Ecuación de Euler-Lagrange

Variación de J



 

T.M. Flett: Differential Analysis, Cambr. Univ. Press, 1980, 

 [pag.  309] Precedentes: Volterra (1887), Frechet (1911) 

- R. Gateaux 1913: “Sur les fontionnelles continues et les 
fonctionnelles analytiques”,C.R. Acad.Sci. Paris Sér.I Math. 
157, 325-327.
- 1916, Muere en la Segunda Guerra Mundial
- 1919, P. Lévy manda a publicar “Fonctions d’une infinités 
des variables indépendantes”, Bull. Soc. Math. France 47, 
70-96 (apareció en 1922 a la vez que el libro de Lévy: Analyse  
Fonctionelle; primera vez que se utiliza este término).



2. EDOs. Principios variacionales de la 
Mecánica Clásica:Galileo 1665, J. Bernoulli 1717, 
Euler 1744, Lagrange 1762: W.R. Hamilton (1805-1865): la 
acción es sólo un punto estacionario y a veces, incluso, un 
máximo.

Acción (Hamilton)



Aplicación a la estabilidad de 
sistemas conservativos(              )

•  P. G. L. Dirichlet (1805-1859),
• H. Poincaré (1854-1912),
• A.M. Lyapunov (1857-1918),...

t ® +¥



• Distinción entre pp. estacionarios (soluciones de las ec.s de 
Euler-Lagrange).

•Condiciones suficientes de mínimos: A. Legendre (1752-1833), 

•C. Jacobi (1804-1851).

Condiciones necesarias



David Hilbert (1862-1943): Paris, 1900, 
Problema 20: ¿ admiten solución los problemas de contorno del 
Cálculo de Variaciones, una vez definida de manera adecuada 
la noción de solución?

Consolidación: rigor matemático: 
Problemas sin solución,...

Karl Weierstrass (1815-1897):

Gateaux, Lebesgue, Caratheodory,  Frechet, Hadamard, Tonelli, 
Sobolev, Morrey, Bliss, 



Teoría Hamiltoniana
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3. EDPs, Variedades diferenciales, Análisis 
Numérico, Mecánica de medios continuos

J. Hadamard 
(1925): 
clasificación 
de las EDPs,



b. Ecuaciones elípticas
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Aparece en Elasticidad y Fluidoestática:

Problema de J.A.F. Plateau (1801-1883)

Jacob Steiner (1796-1863).

Teoría de grafos,..



Superficies con curvartura media no nula

1 2

1 1( ) 2p H
R R
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Superficies 
jabonosas= 
minimales ,La tensión 
superficial en aguas 
jabonosas es casi nula 
(Hildebrand 88), Minimales 
porque puede haber más de 
una con energía mínima(p92)

P. S. de Laplace (1749-1827), 

Th.Young (1773-1829), 

C.F. Gauss (1777-1855),

Superficies en forma 
paramétrica



c.La ecuación de Laplace
Principio de Dirichlet
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1906 B. Levi (sucesión minimizante de Cauchy con la norma 
de            :comienzo de espacios funcionales en el Cálculo de 
Variaciones, L.Tonelli, N=2, 
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Solución débil: Espacio de energía
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C. Morrey (1930), L. Sobolev (1930) 
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Teoría de las distribuciones de L. Schwartz (1950).
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Formulación variacional general

Ecuación (débil) de Euler-Lagrange 
1
0, 0 H ( )u vdx u f vòWÑ ×Ñ - = " Î W

( , )a u v u vdxòW= Ñ ×Ñ

Lema: [P.Lax-A.N. Milgram (1954)]:

 V espacio de Banach reflexivo y separable, 

Bilinear, contínua y “coercitiva”

Entonces 
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2( , ) .a u u ua³

 ̀ !  solucion de ( , ) ,  v Vf V u V a u v v fÎ $ Î = " Î

Si a es simétrica, entonces u es un mínimo de 1( ) ( , ) ,
2

J u a u u u f= -



Aplicación al análisis numérico: 
Método de W. Ritz (1909) 
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Cambio de filosofía:
 i) existencia de soluciones débiles (Pb. 20)
Espacio funcional adaptado a la ecuación....
 * Espacios                  Orlicz-Sobolev,  BV(    )...
 * Ecuaciones de Navier-Stokes: J. Leray (1931) 
 * Superficies mínimas J. Douglas (1931)
 [transformación de no lineal a lineal]
ii) teoremas de regularidad (Pb.19) 

Bernstein, Giraud, Schauder,
Gilbarg, Agmon, Douglis, Nirenberg, De Giorgi, 
Stampacchia, Moser, Nash, Ladyzenskaya,  
Uralt’seva, Trudinger, Friedman, Caffarelli,....

W1,p ( ),W W

Jean Leray 
(1906-1998)



Extensión a la teoría de operadores 
en espacios de Banach y de Hilbert
J(u) débilmente s.c.i si J convexa  
*Operadores monótonos 
 Minty (1962), Vishik (63), Browder (63)
*Operadores del Cálculo de Variaciones, Leray-Lions (65)
*Operadores pseudomonótonos Brezis (68)
*Problema de Cauchy, Teoría de semigrupos Hille, Yosida 

(56), Browder (68), Kato, Crandall, Pazy, Brezis, Benilan

: ´ (A=J')
Au-Av,u-v 0

A V V®

³

0

0

(0)

du Au
dt
u u

ì + =ï
í
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0 0( ) ( ) tAu t S t u e u-= =



4. Problemas límites

a. Soluciones fuera del espacio de energía
a1.
Stampacchia (66), Brezis-Strauss (71), Benilan (72),.....
a.2. Soluciones renormalizadas Boccardo, D., Giachetti, 

Murat (89) [Diperna-P.L.Lions (88)],.....
a.3. Soluciones entrópicas Carrillo (95) [Kruzhkov 

(71)],...
a.4. Soluciones de viscosidad Crandall, P.L.Lions, Evans 

(85) [Kruzhkov (70)],...

1 1( ( ) ( )),  f L Hu f x -- Î ¹= W WD

Idea de Hilbert (pb. 20)



b. Inecuaciones Variacionales
(ligaduras unilaterales)

21( )
2
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K convexo y cerrado 

Problema de obstáculo

Problema de torsión

{ }1( ), 1K v H u= Î W Ñ £

Signorini (1959), Fichera (63), Stampacchia (63), J.L. Lions- 
Stampacchia (65), Brezis (71), Kinderlehrer-Stampacchia (80), 
Caffarelli-Friedman (78),.....

Inecuaciones cuasi-variacionales:Bensoussan- J.L. Lions (80),..



Subdiferencial de una función convexa
: ,  X`=Yf X ®

Si, por ejemplo,

: ( ) 2Yf D f X¶ ¶ Ì ®Operadores multívocos

Operadores maximales monótonos en espacios de 
Hilbert:  Brezis, Crandall, Pazy (73),..........

Generalización de la derivada Gateaux



5. Otros principios variacionales en la 
Física-Matemática

 5.a. Elasticidad
– Sistema de ecuaciones (matematización:.... Trusdell(60))
– Principio de mínima energía elastostática de Green 1839, 

(desigualdad de Korn 1907, generalización de 
convexidad, policonvexidad, s.c.i débil, compacidad 
compensada Tartar, Murat (79), Diperna,....

– Dualidad de Friedrich (1929) [transformada de Legendre]
– Von Karman (1910) [placas y “cáscaras”], Ciarlet (89), 

Sánchez-Palencia (90),... 
– Fichera, Duvaut-J.L. Lions, Ciarlet, Gurtin, Marsden-

Hughes........Elasticidad no lineal, Plasticidad,...........



5.b Mecánica de fluidos
-Fluidoestática: Finn(60), Serrin (68),....

-Flujos estacionarios irrotacionales ante obstáculos 
(Bernoulli,...., Birkhof-Zarantonello (57), Alt-Caffarelli (81), 
Friedman(87)

-Principio de Hamilton (Lichtenstein 1929, Herivel-Lin 
(55)

-Principio de energía mínima de Lord Kelvin (W. 
Thompson (1848)),.....

-Principio de Bateman (55) (fluido en rotación)

-Hadamard: ondas (1903),......



5.c Otros campos:
Termodinámica (Ley de Gibbs), 
Mecánica Cuántica (Principio de Feynman, 1948),  

Albert Einstein (1879-1955)

Teoría de la Relatividad 
General (1915)



• D. Hilbert, “Die 
Grundlagen der Physik”, 
Nachrichten von der 
Königlichen Gesellschaft 
der Wissenchaften zu 
Göttingen (1915), 395-407.

• A. Einstein, “Zur 
allgemeinen 
Relativitätstheory 
(Nachtrag), Sitzungsberichte 
der Königlichen 
Preussischen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, 
46, (1915), 799-801.

• L. Corry, J. Renn,J. Stachel, 
“Belated Decision in the 
Hilbert-Einstein Priority 
Dispute”, Science, 278, 
1270-1273, 1997

1
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• Estructura general:
                 y=estado(s),  u=control(es)

– Ley de estado: F(yt ,Ay, Bu)=0 (A y B operadores)
– Funcional de observabilidad: J(u)=g(u,y(u))

Problema: optimizar J(u) sobre un conjunto K de 
posibles controles

– Tª Control: u escalar (un único control)
– Tª de Juegos: u con múltiples componentes                                        

                    ¡Posible conflicto de intereses!

6. Control



•Control óptimo: Min{J(u): u en K}, 

Usualmente J(u)=J1(u)+cy(u)-yd , c³0, 

* F determinista (EDO o EDP) o estocástica: 

* F en régimen estático o dinámico

* F lineal (J1(u) convexa y K convexo u otros casos ) 

* F no lineal 

* Controlabilidad: Min{y(u)-yd  : u en K}= 0

*controlabilidad exacta: y(u)=yd  

ODE, 

EDPS de tipo hiperbólico

*controlabilidad aproximada:u,    y(u)-yd 

EDPs de tipo parabólico o elíptico
e£



V(0)=0 V(T)=0

Aceleración  u(t), ( )u ta b- £ £

Problema: hallar u(t) para que T sea mínimo

Controles bang-bang

EDO con coeficientes discontínuos

C. Caratheodory (1873-1950),.......

`( ) ( )v t u t=



Antecedentes: Control por realimentación 
(feedback): El péndulo cicloide de Christian 
Huygens (1629-1695), 1673.

•Métodos precisos para 
medir el tiempo.



“Gobernador” para el control de velocidad de 
rotación

Th. Mead 1787: Molino de viento

J. Watt (1736-1819): Máquinas de vapor

G. B. Airy (1801-1892): Telescopios 
astronómicos.

Enfoque mate´matizados: 

J. B. L. Foucault (1819-1868), 

J.C. Maxwell (1831-1879): Rotor magnético



El péndulo invertido:  lograr “lo imposible”
(bucle cerrado) 

Posición inestable..

Control del caos,..

El principio del máximo de L.S. Pontriaguin 
(1960),...  V.G. Boltyanskii, ...



0  una funcion vectorial  y un escalar tal es quey l$

siendo

Curva de cambios (switch)



Principio de la programación dinámica de 
R. Bellman (1967)

0

( , ) ( , ( ), ( ))t
tS t x F s x s u s dsò=

Ecuación de tipo Hamilton-Jacobi (EDP de primer orden)

[EDP de segunfo orden, completamente no lineal, si el estado 
verifica una EDO estocástica]. Soluciones de viscosidad 
Crandall-P.L. Lions

Otros resultados sobre control de EDOs:  L.C.Young, E.J. 
McShane, N. Wiener,J.P. LaSalle,  R. E. Kalman, A. 
Blanquiere,....



Control óptimo en navegación 
espacial

• Cálculo y optimización de 
trayectorias (Mecánica Celeste) 
[aceleración indirecta] muy anterior a 
la construcción de las lanzadoras y 
astronaves.

• Optimización (economía) de 
combustible,.. 

• Multiplicadores de Lagrange:
    D.F. Lawden 1955, A. Miele 1958, G. 

Leitmann 1959, A.I. Lurie 1963,....



E. Borel 1912 teoría sistemática de juegos finitos.
J. Von Neumann 1928,.., libro con O. Morgenstern “Theory of 

games and economic behavior” 1947. 
R. Isaacs 1954, introduce la teoría de juegos diferenciales,... 

L.S. Pontryagin ,..A. Friedman,. 

Tipos de solución:
• A.A. Cournot, Recherches  sur la les principes mathematiques de la theorie 

des richesses, 1838.
• V. Pareto “Manuel d’economie politique” 1909.
• H. Von Stackelberg “The Theory of the Market Econ.” 1934.
• J. Nash 1954 en Non-cooperative games, Annals of Maths.

Teoría de juegos diferenciales.



7. Control de EDPs
• M.G. Krein 1955, Butkovskii (65),
• Yu. Egorov, D. Russel, H.Fattorini, W. Littman,..
• J.L. Lions (1928-2001),...

– Hahn-Banach theorem,
– Métodos de dualidad
–  Ecuaciones no lineales
– Aproximación numérica
– Juegos en EDPs,...



Un ejemplo: control puntual
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Experiencia numérica



8. Notas históricas sobre el desarrollo en España

• Benito Bails (1730-1797), 1772,
(inquisición)

•  José Echegaray Eizaguirre 
(1833-1915), 1858.
[Gumersindo Vicuña (1883), 
Simón Arcilla (1888)]



Correspondencia 
con matemáticos 

extranjeros
 

1847: fundación 
de la Real 
Academia de 
Ciencias.

Gaus, Jacobi, ...



H. Bateman, “The control of an elastic fluid”, Bulletin 
of the AMS, Vol. 51, 1929, 601-646, cita J.J. Corral: 
“Nueva solución del problema de Lord Kelvin sobre 
ecuaciones de coeficientes reales, Revista de la Real 
Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales de 
Madrid, Tomo XXII, 25-31, 1928

Pedro Puig Adam  (1952, N. Wiener)

Antonio Valle (1965, J.L. Lions), ........................

(firmado en la Habana, marzo de 1925).

•  E. Terradas (1883-1950): “Sur le mouvement d’un 
fil”(Cambridge Univ. Press, 2, 250-255, 1912).
•  Julio Rey Pastor (1888-1962): Los problemas lineales de la 
Física (1955).

Caso de la Teoría de control:


