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Sobre los principios de la 
Nanotecnología: 

una justificación matemática de por qué los 
materiales compuestos pueden tener propiedades 

insospechadas si los componentes tienen una crítica 
diminuta escala
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1. Introducción
Las primeras nanotecnologías
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Un nanómetro es la milésima parte de la micra (milmillonésima parte del metro)
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1 nanómetro
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Nanociencia y Nanotecnología en España, Ministerio de Educación,  2011. 
//canal.uned.es/uploads/material/Video/2262
7/NanocienciaEnEspana.pdf

Nanociencia y Nanotecnología
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http://publicaciones.defensa.gob.es/inicio/libr
os/libro/nanociencia-nanotecnolog%C3%ADa-
y-defensa.-n%C2%BA-142?



Plan de esta clase:

1. Introducción divulgativa (continuación)

2. Un ejemplo de técnicas matemáticas relevantes en Nanotecnología: 
HOMOGENEIZACIÓN (exposición “elemental” con algún detalle más 
matemátizado) 

2.1. Generalidades sobre la Teoría de la Homogeneización. 

2.2. Demostración de la convergencia para el problema unidimensional.
2.3.  Un resultado más reciente (2016): cambio de propiedades estructurales 
en escalas críticamente pequeñas.



• El objetivo principal de la monografía fue ilustrar el enorme impacto que la 
Nanotecnología (NT) y la Nanociencia (NC) están teniendo ya, y tendrán en los 
próximos años, en la sociedad y muy en especial en la Defensa. 

1. Introducción (divulgación)

• El progreso de la sociedad humana, en todas sus 
acepciones, ha estado siempre jalonado por los 
avances científicos y tecnológicos. 

• El ritmo con el que esos avances han venido 
irrumpiendo en la sociedad, marcando nuevas 
etapas de progreso, cambiando los usos y 
costumbres de los habitantes de cada época, ha 
ido ha ido aumentando cada vez más.

• De un enorme espaciamiento entre ellos, de la 
escala de siglos (como fue el caso del 
descubrimiento y control del fuego, la talla de 
piedras, la agricultura, la construcción, la 
cerámica, la metalurgia, los tejidos, etc.) hemos 
pasado a cambios que se producen a escalas 
cada vez más cortas: apenas se han asimilado 
los cambios de una nueva tecnología cuando 
irrumpe otra nueva aún más impactante que la 
mejora. 

Secuencia de tecnologías 
disruptivas



Joseph Alois Schumpeter (1883-1950), “ciudadano del mundo”: 
nacido en Moravia (actualmente República Checa), profesor de 
Economía en las universidades de Viena, Czernowitz (actual 
Chernovtsi, Ucrania), Graz y Bonn, a sus 36 años Ministro de 
Economía de Austria. En 1932 se instaló en Estados Unidos, 
como profesor de la Universidad de Harvard donde permaneció 
hasta su fallecimiento. 
Schumpeter sistematizó su teoría de la repercusión económica (y 
social) de los “ciclos de innovación” en su libro Business Cycles: A 
theoretical, historical and statistical analysis of the Capitalist
process de 1939.. 



Algo de terminología básica:

• Una micra es la milésima parte de un milímetro  (tamaño de una bacteria 
pequeña, del núcleo de una célula animal,…). 

• Un nanómetro es la milésima parte de la micra (milmillonésima parte del 
metro)

• En un nanómetro lineal decenas de átomos, …

El mundo  en potencias de 10, … : Astronomía, Astrofísica, Cosmología,…

El mundo de lo nanométrico: mundo invisible a simple vista. 

• Microscopios,  Premios Nobel,…
• Conferencia de R. Feymann en 1959,  “al fondo hay sitio”
• Grandes sorpresas: las propiedades físicas y químicas de los nanomateriales

pueden ser muy diferentes a los que observamos en nuestro mundo 
macroscópico. Algo sólido se puede volver líquido, un material aislante se 
puede convertir en conductor, algo inerte en un catalizador, etc.



• Sabemos fabricar ya al nivel más eficiente posible, podemos verlo, simularlo, entenderlo y 
demostrarlo. 

• Es una nueva revolución científica y tecnológica. Estamos en un punto en el cual la ciencia 
ficción comienza a confundirse con la realidad.

• La Nanociencia y la Nanotecnología estudian cómo fabricar y controlar las estructuras de 
nanopartículas. Crear nuevos materiales con propiedades deseadas que son de utilidad en 
electrónica, óptica, biomateriales, medicina, tecnología de la comunicación, materiales 
nanoestructurados para la exploración espacial, nanofibras para nuevos productos textiles 
y hasta en la producción de energía.



La revolución industrial del siglo XXI

NANO-TECNOLOGÍA :
Ciencias y Tecnologías de la observación, comprensión y manipulación de la  

materia en la escala de los nanometros en la que aparecen propiedades específicas 
que dependen del tamaño .  

ESCALA MESOSCOPICA : Escala en la que  las inusuales propiedades de las 
estructuras, objetos, sistemas complejos y dispositivos se rigen  por  leyes de la 
física cuántica (dualidad onda/corpúsculo, principio de indeterminación, exclusión 
de Pauli, interferencia cuántica, …) (1-100nm)

NANO-BIO-TECNOLOGÍA : Sistemas Nanométricos capaces de auto-
ensamblarse, auto-organizarse,  reproducirse y  evolucionar….. 
( Proteinas, ADN, encimas, virus, células,…   organismos vivos) 











La patrullera de 45 metros de eslora aparecía 
en la pantalla del radar como si fuese una 
inofensiva lancha. 





2. Un ejemplo de técnicas matemáticas relevantes en Nanotecnología: HOMOGENEIZACIÓN 
(en esta clase: exposición “elemental” con algún detalle más matemátizado) 

Mis publicaciones sobre Homogeneización (de las que NO hablaré)

A.86. J. I. Díaz. Two Problems in Homogenization of Porous Media. Extracta Mathematica, 14, nº2, 141-155, 1999. (PDF)
A.107. C. Conca, J. I. Díaz, C. Timofte. Effective Chemical Process in Porous Media. Mathematical Models and Methods in 
Applied Sciences, 13, 2003, 1437-1462. (PDF)
A.120. C. Conca, J. I. Díaz, C. Timofte. On the homogeneization of a transmission problem arising in Chemistry. Romanian 
Reports in Physics, 56 (No.4), 2004, 613-622. (PDF)
A.115. C. Conca, J. I. Díaz, A. Liñan, C. Timofte. Homogeneization in Chemical Reactive Flows, Electr. J. Diff. Eqns. 2004 (No.40), 
1-22, 2004. (PDF)
A.136.  J. I. Díaz, E. Sánchez-Palencia, On slender shells and related problems suggested by Torroja's structures, Asymptotic 
Analysis, 52, 2007, 259-297 (PDF)
A.160.  J. I. Díaz, E. Sánchez-Palencia, On a problem of slender slightly hyperbolic shells suggested by Torroja’s structures. CRAS 

Mechanique, 337 (2009) 1-7. (PDF)
A. 197. J. I. Díaz, E. Sanchez-Palencia, A problem on slender nearly cylindrical shells suggested by Torroja's structures. 
International Journal of Engineering Science. DOI: 10.1016/j.ijengsci.2014.09.003.(PDF)
C. 146. J.I. Díaz, D. Gómez-Castro  and C. Timofte, On the influence of pellet shape and dimensional size on the effectiveness 
factor of chemical reactions, Proceedings of the XXIV Congress on Differential Equations and Applications, XIV Congress on 
Applied Mathematics, Cádiz, June 8-12, 2015.
…

http://www.mat.ucm.es/~jidiaz/



Los materiales compuestos se caracterizan por el hecho de que contienen dos o más
finamente mezclado constituyentes. Son ampliamente utilizados hoy en día en la
industria, debido a sus propiedades. De hecho, tienen en general un comportamiento -
mejor "que el comportamiento promedio de sus componentes individuales. Ejemplos
bien conocidos son los materiales superconductores compuestos por multifilamentos
que se utilizan en la fabricación de fibras ópticas.

Rudamente hablando, esas heterogeneidades son
pequeñas comparadas a su dimensión global. Así que
aparecen dos escalas al caracterizar el material: la
microscópica, que describe las heterogeneidades, y la
macroscópica, describiendo el comportamiento global.
Desde el punto de vista macroscópico, el material
compuesto parece un material homogéneo. El objetivo
de la “homogeneización” es dar las propiedades
macroscópicas del material compuesto a partir de las
propiedades de la estructura microscópica.

2.1. Generalidades sobre la Teoria de la Homogeneización. 



Estructuras de doble escala (esencialmente periódicas) en la naturaleza

El granado, o punica granatum, es un arbusto de hoja caduca
cuya fruta es la granada (pomegranate), cuyo origen va desde los
Balcanes hasta el Himalaya. Lo traemos por aquí porque
observando tanto la flor como el fruto le encontramos una
geometría perfecta. Es cierto que algunas variedades las
maravillas geométricas no son regulares ni perfectas, pero en
otras, la perfección es su patrón de crecimiento.

Maiz



Reactores quimicos de lecho fijo

Membrana de óxido anódico de aluminio que contiene
nanopartículas de sílice en un nanotubo de sílice, que incluye
nanopartículas de Pd utilizada para preparar un nano-reactor de
lecho empaquetado.
Este nano-reactor muestra una excelente eficiencia en la
descomposición de metanol en fase gaseosa, y el formiato de
metilo producido como el producto de oxidación parcial se
obtiene con alta selectividad.

Lee, K. J., Min, S. H. and Jang, J. (2010). Small, 6: 2378–2382.



También en Elasticidad, Magnetismo, Climatización, …



Aquí no utilizaremos 
(por simplicidad) que

Como modelo, vamos a fijar nuestra atención en una formulación estacionaria (o 
estática) en un material compuesto isotrópico: el caso dinámico es más complejo 
(aunque también  más interesante y realista).

f(x) “término fuente”



Caso de un cuerpo térmico, temperatura u(x), con una fuente de calor y “frio en el borde”: 

Problema de contorno elíptico clásico: si f(x) es suficientemente regular el problema 
admite una única “solución clásica” u que es dos veces derivable y satisface la ecuación en 
cualquier punto del dominio Ω.

Si el medio es isótropo y homogéneo k(x)=k 

Si ahora consideramos un material heterogéneo ocupando el dominio Ω entonces la 
conductividad térmica toma valores diferentes en cada componente del material 
compuesto: k(x) es una función discontinua:



continuidad de la temperatura y del flujo térmico (n vector normal unitario a la 
frontera común).

En la “superficie” de separación se ha de verificar:

Teniendo en cuenta estas discontinuidades: 
¿cuál es la apropiada formulación matemática de este problema y en el que el espacio 
funcional se debe buscar una solución?  (no se puede esperar que haya soluciones clásicas ).

Definición de una noción de solución débil:
derivada en sentido de distribuciones, espacios de Sobolev H, se sustituye la igualdad en 
cada punto por la condición integral siguiente para cada función test adecuada



Pero este este no es el caso de un material compuesto (sólo cabe esperar solución débil). 

Por supuesto que si u es suficientemente regular la formulación clásica y la débil 
son equivalentes.

Existencia y unicidad de solución débil a través del Teorema de  P. Lax y A.N. Milgram de 
1954. 

Nuestro interés es caracterizar el comportamiento macroscópico del material compuesto
Supongamos que las heterogeneidades son muy pequeñas con respecto al tamaño de Ω
y que se distribuyen de manera uniforme (realista en muchas aplicaciones).

Todo depende de un pequeño parámetro ε



Hans 
Rademacher
[1922]

𝜖𝜖 =
1

𝑛𝑛 + 1





Observe que dos escalas caracterizan nuestro problema modelo: 
la escala x macroscópica  &   la escala microscópica   x/ε

Las discontinuidades de este problema hacen que el modelo sea muy difícil de tratar, en
en particular desde el punto de vista numérico. 

Además, el conocimiento puntual de las características del material no proporciona (de 
una manera sencilla y automática) información alguna sobre su comportamiento global.

Al tomar las heterogeneidades cada vez más pequeñas estamos “homogeneizando“ 
(virtualmente) esa mezcla.

¿Qué se puede concluir matemáticamente  cuando  ε tiende a cero? 

(Homogeneización matemática del problema)

• ¿ Converge la temperatura uε a alguna función límite u° ?
• Si eso es cierto: ¿ qué problema de contorno verifica u°(x)?
• ¿Es constante  el coeficiente de difusión del problema límite anterior?
• ¿Es u° una buena aproximación de uε ?

Preguntas muy importantes en las aplicaciones 
(dan respuestas positivas  ingenieros, físicos, químicos, arquitectos, etc.)



Los coeficientes homogeneizados se definen por medio de cierta funciones periódicas 
(que son las soluciones de algunos problemas de contorno
del mismo tipo pero planteadas en la celda de referencia Y)

El método de escalas múltiples es ya clásico, ampliamente utilizado en la mecánica y
la física para los problemas que contienen varios parámetros que describen diferentes 
pequeñas escalas. Se adapta muy bien a la estructura periódica de esta formulación. Su 
interés es que, en general, nos permite obtener formalmente el problema homogeneizado.

El material homogeneizado ya no es isótropo

Desarrollo asintótico "formal" (ansatz)

Así uε converge (formalmente) a  u°
Veamos una demostración rigurosa en un problema unidimensional: 

S. Spagnolo (1968) Sulla convergenca di soluzioni di equazioni paraboliche ed ellittiche, 
Ann. Sc. Norm. Sup. Pisa 22. 571-597.



Un texto introductorio excelente:
Doina Cioranescu and Patrizia Donato

An Introduction to Homogenization

Oxford Lecture Series in Mathematics , 
1999.
and Its Applications

Autorización a utilizar unas pocas hojas escaneadas:

2.2. Demostración de la convergencia para el problema unidimensional 

https://global.oup.com/academic/content/series/o/oxford-lecture-series-in-mathematics-and-its-applications-olsma/?cc=es&lang=en




H. Lebesgue
[1903]



L. Schwartz 
[1950]

Sobolev [1938]



Weyl’s thesis [1908]

Riesz [1909]

Banach, [1929]



Hans 
Rademacher
[1922]







Proof of the Theorem

H. Poincaré
[1894]



Rellich–Kondrachov
theorem [1930-40]





2.3.  Un resultado más reciente (2016): cambio de propiedades 
estructurales en escalas críticamente pequeñas. 

Una escala nano-métrica adecuada puede mejorar la reacción en nao-catálisis

42

J. I. Díaz, D. Gómez - Castro, A.V. Podol'skii, T.A. Shaposhnikova, 
Homogenization of the p-Laplace operator with nonlinear boundary condition on critical size particles: identifying 
the strange term for some non smooth and multivalued kinetics. 
Doklady Mathematics, 2016, Vol. 94, No. 1, pp. 387–392. 

J. I. Díaz, D. Gómez – Castro, A mathematical proof in nanocatalysis: better homogenized results in the 
diffusion of a chemical reactant through critically small reactive particles. 
Proceedings XVI ECMI, 2017.
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45
C. Conca, J. I. Díaz, A. Liñan, C. Timofte. Homogeneization in Chemical Reactive Flows, 
Electr. J. Diff. Eqns. 2004 (No.40), 1-22, 2004. 

J. I. Díaz. Two Problems in Homogenization of Porous Media. Extracta Mathematica, 14, 
nº2, 141-155, 1999















Gracias por 
vuestra 

atención
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