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El arte de la modelizacion
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1.1. Hitos histoéricos en Sistemas Dinamicos: caos
1.1. En Mecanica Clasica
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Tipos de problemas

sosibive

negative,

on of the plane

14



Péndulo no lineal
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Fxample 2.1 Particle dynamics
Consider a particle with mass m modelled as a mass point, which moves
along a straight line with velocity u subject to a force proportional to
u®, o« € R, starting at ¢ = 0 with velocity wuo.

The mathematical model is then

Observe that the function «u® has the following properties:

e If o < 0, it blows up to infinity when = = 0;
e If o = O, it satisfies the Lipschitz condition with L = 0;

e If 0 < @ < 1, it is continuous but not LIpSChltZ (it is Lipschitz away
from 0);

o If o = 1, it satisfies the Lipschitz condition with L = 1;
e If a > 1, it is continuous but not Lipschitz (it is locally Lipschitz).
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Hence according to Theorems 2.4.1 and 2.4.2, existence is assured
only for o > 0 and uniqueness only for o = 0, 1. |

A second aspect to remember is that, in the above theorems, existence
and uniqueness are proved for any initial condition uo.

Dy separation

(2.4.8)

20/08/2023 J.I. Diaz 18



Theoretical 0
prediction uo # up =0
a=—2 1, [+0o0] | 1, [+o0]
__ >0) 1, [+o00]
a=—1 - 2 ) [uz] (8 > 0) 2,[+00]
o - (ﬂ<0)1,[7°] B<0)o0
a=70 uniqueness -1, [+o0] 1, [+o9]
—_ E 2 ' (ﬁ’u.o > 0) 19 [+OO] |
a ——. 3 existence (Buo < 0) o0, [+00] 00, [+0o0]
a=1 uniqueness 1, [+09] 1, [4o0]
| 1
o= 2 existence (Buo > 0) 1, [u_o] 1, [+o00]
(Buo < 0) 1, [+o0]

Table 2.4.1 — Theoretical existence and uniqueness results, number of solutions, and,

in square brackets, maximal existence time for || = 1.

J.l. Diaz

20/08/2023






Problema de los

3 cuerpos, ...
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Henri Poincare (1854-1941)

J.l. Diaz

21



Garacteristicas del Gaos
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ESCUELA RUSA

S. XX

1961 - 75
1975 - 2000
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HENRI POINCARE (1854-1912)

KOLMOGOROV (1903 — 1987)

LORENZ (USA) 1961

EXPLOSION DE LA TEORIA DEL CAQOS
POPULARIZACION

J.l. Diaz
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También en otros problemas:

Caos: el péndulo
multiple

- . 3 -+; f
e
£

Daniel Bernoulli (1700-1782) .
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|
N E
N 1
|
.
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Caos en el
péndulo variable
(botafumelro)

En Sistemas Dinamicos Continuos se
necesitan al menos 3 grados de libertad
para que ocurra el caos

20/08/2023 J.I. Diaz
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Papel crucial de los parametros:
Bifurcacion de equilibrios estacionarios

.-

Otro ejemplo:
Péendulo en rotacion
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1.2. Motivacion en circuitos eléctricos: van der
Pol (1926): Teoria cualitativa de EDO,

Andronov(1930),

My babildung 1L2: PPhasenranrnpsorlral MOr dem wean der 1ol-4meill adsowr ooil o

und o= exch

Lo [r L= ’ " .
20/08/2023 J).Diaz ~ H@X 27



Criterios de soluciones periddicas:
Teorema de Poincarée-Bendixon,..

THEOREM 2.7.1 (Poincaré-Bendizson Theorem)

Consider the autonomous system

(2.7.14)

and a domain D in the (u1, uz)-plane.

- e If D does not contain any stationary point and if no trajectory departs
~from D, then D contains a limit cycle. -

o If

is continuous and does not change sign in D, then no limit cycle can
ezist in D. o | |

20/08/2023 J.I. Diaz
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Mecanica de Fluidos

Elasticidad
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Diferentes perfiles de una columna

Validacion (regreso a la modelizacion): Seccion no despreciable (y no homogénea)

Teoria de la Elasticidad tridimensional

Navier, St. Venant,...




Observaciones sobre la dinamica (J.J. Stoker 1950)




d*x . d

by S-Feos(w?)

dt* dt

Con peso: dos equilibrios

20/08/2023

Ecuacion de Duffing
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S.D. en espacios de

== dimension infinita

Takoma Narrows

S (Washington, 1940)

J.l. Diaz
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1.4. Caos en Meteorolgia

El atractor de Lorenz. Ilustracién de Chaos and Fractals. New Frontiers of
Science. Edit, Springer-Verlag.

20/08/2023 J.I. Diaz
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viodelos atmosfeéricos (barotropicos)
Claude Navier (1785-1836), Sir George Gabriel Stokes (1819-1903)
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1.5. El papel del ordenador: sistemas dinamicos discretos

En su forma mas general, un sistema dinamico discreto
definido en un conjunto X no vacio es una aplicacion ®
de N x X en X que verifica:

1.—®d(0, x) =X, paratodo x de X.
2.—D(n, d(M, X)) = D (n+m, X) para todos n,m de N,
y para todo x de X.

También suele usarse la notacion @ (n, x) = @, (X)

20/08/2023 37



Richardson. Super-odenadores: Calculo
paralelo.

Las 64.000 maquinas de
Richardson

£ IEM-7Dd

Maniac

Exacution Rate (opisec)

Accounting
Machines

A

Lewis Fry Richardson

Ley de G.E. Moore (1965) : “La
potencia de computacion se duplica

cada ano”
20/08/2023 J.l. Diaz

1881 - 1953
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El ejemplo mas simple de sistema dinamico discreto definido
en un conjunto X es el obtenido iterando una aplicacion de X
en si mismo:

Si f:X X y se define

D(O,Xx) =X

DA, x) = f(x)
DO(N,x)= f(D(nh—-1, X))

obtenemos un sistema dinamico sobre X.

Notese que d(n, x) = f(f(f(...(f(x))...)) =f"(x) , si se
conviene en que f° es la aplicacion identidad.

20/08/2023 J.I. Diaz 39



Dado un punto x, el conjunto de sus imagenes por f,
O(Xg) = {Xo. f (Xo) , F2(Xo) ...}

se denomina la orbita de X,

Si f (X,) = Xq, €l punto x, se llama punto fijo de f.

Si para algin natural k > 1 se verifica que f¥(x,) = X,

el punto x, se dice periddico , y la orbita correspondiente
orbita periddica. El menor k que verifica la relacion
anterior se llama periodo de la orbita.

Un punto X, se llama eventualmente periodico si existe un
natural s tal que el punto f 5(x,) es periddico.

20/08/2023 J.I. Diaz 40



Sistemas dinamicos discretos en diversos contextos.

Un ejemplo de sistema dinamico discreto (no caotico) en un
contexto inesperado: los numeros de Leonardo Fibonacci
(sigloXIl).

Modelo de crecimiento de esa
poblacion basado en las
siguientes reglas:

(a) Un par de conejos se
reproducen por parejas

(b) Una pareja da lugar a otra
nueva)

(c) No se mueren

20/08/2023 J.I. Diaz
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Sea F, el ndmero de Fibonacci de parejas en la
generacion n

{F.}=1{1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ...}

I:n — I:n—l F 2 e

n_

Tambieén se aplica al crecimiento de las hojas (y
frutos) de ciertas plantas

Por ejemplo, los lirios y los diafragmas tienen 3 pétalos, las primaveras y los
randnculos tienen 5 pétalos, las flores del maiz tienen 13 pétalos, y las margarltas

pueden tener 34, 55 y 89 pétalos.
20/08/2023 J.I. Diaz
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Otra conexion inesperada con sistemas dinamicos

discretos:

f(F(FO0) =1+—F=1+

F(..F(X) =1+

20/08/2023

f(X)=1+1

1
1+—
X
f
1+

1
X

1+

1

1+1

1

X

1+

1+
1+

f(f(x))=1+£:1+ L
X (55
i
==
1
FCFCE(E(Xx) =1+ 1
1+—1
Lap—
X
)
1+
J.l. Diaz

1+
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Si estudiamos la orbita de x=infinito basta con
despreciar los términos en L

X
F(e0)=1 s "
f(f(oo)): 1"‘%:2 1 2_
_ 1 . § 3 5/3=1:66666...
f(f(f(oo)))_1+1+%_2 ;
14+ 5 5
f(f(f(f(OO)))): -+ 1 _§ -
1+
== ;

20/08/2023 J.I. Diaz 45



Sensibilidad a las condiciones
Iniclales

El sistema dinamico obtenido por iteracion de la aplicacion f de
X en X es sensible a las condiciones iniciales si existe una
distancia r >0 tal que para cualquier punto x, de Xy cualquier
entorno U de x, existen un punto y de U y un entero positivo k

tales que

d(f (%), T“Cy)>r

20/08/2023 J.I. Diaz
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Transitividad

El sistema dinamico obtenido por iteracion de la aplicacion f de
X en X es transitivo - o tiene la propiedad de mezcla - si para
cualesquiera abiertos no vacios Uy V de X existe un natural k

tal que
f“U)NV = ¢

Este hecho significa, hablando informalmente, que en
cualquier entorno de cualquier punto hay puntos cuyas orbitas
visitan en su recorrido a casi todo el espacio.

a7

20/08/2023 J.I. Diaz



Sistemas caoticos

Un sistema dinamico discreto es cadtico si:
e Es sensible a las condiciones Iniciales
e Es transitivo

e Las orbitas periodicas son densas en el
espacio

20/08/2023 J.I. Diaz
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X
nH Xn+i

(a) ' o |

xn+l e~ xl'l"']

0 ' ! 0 _
(C) 0 xn (d) O xn 1

1+4/6 > a > 3. As a increases beyond this, successive biturcations give rise to
a cascade of period doublings, producing cycles of periods 4 (F'ig. 3.5¢), and
then 8, 16, ..., 2. With further increase of a we observe a chaotic regime, in

which trajectories look like the sample functions of random processes (Fig.
3.5d). | |
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Muchos otros

contextos:

Catastrophe Theory, E. C. Zeeman:
Selected papers 1972-1977

Psicologia: mecanismo de agresion

rabia

(1) fight




A Pedro Colon de Carvajal, Abelardo Gil-Fournier, Mauro Gil-Fournier y Miguel Jaenicke,
La cludad: un sistema dindmice da vivancias, 2003 Proyecto da investgacion transdisciping La cludad s un sistema dindmico
en el que la cualidad dal tiampo sa corresponds con la calidad de la comunloacidn. ¥ mas en Dakar, donde ol Hempo
5@ mide con distanclas largas y recorridos lentos. En un sistema qua integra sus interferenclos debidns al azar,
la sorpresa, la aleatoriedad o lo Impreviste, Ia comunicacién se transforma en tempo, experiencia, vida,

Ciudad de la Cultura, Santiago

v — ek

I | - |
ﬁy@gﬂﬁg@ for a Virtual House. 1997, 3 hfDfat ; 54




Bifurcacion e Histéresis

20/08/2023 J.I. Diaz
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Lo

EDITORES

Cronica de la

Principio de causalidad
“Nada surge sin un plan”
Leucipo y (su discipulo)

Demdcrito de Mileto
(425 a de C)

Matematicas / Tecnologia

J.l. Diaz
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Quehacer cientifico: convivencia del deseo de comprension
racional del mundo con la intencion de actuar o controlar para

consequir fines dificilmente accesibles.

Euclides / Arguimedes: legendarias invenciones, transporte
de liquidos, espejos parabolicos (hace 2.200 afos) ...

Recreacion:
David Wallace
MIT
(4/10/2005)

20/08/2023 J.l. Diaz FPNE 57




Historia de la Tecnologia en Espafia, Dirigida por F. J. Ayala-Carcedo, Valatenea, Barcelona, 2001

PERIODOS HISTORICO-TECNOLOGICOS

~

ERA DE LA TECNICA

CARACTERISTICAS PRINCIPALES

ERA PERIODO/FASE TECNOECONOMICAS SOCIOHISTORICAS
CAZADORA- Cultura del Guijarro y Paleolitico Piedra tallada, hueso, madera Sociedades némadas
RECOLECTORA Fuego desde hace 400.000 afios Mutaciones humanas bioldgicas
Periodos glaciales cada 110.000 anos  (Del Homo habilis al Sapiens sapiens)
Mesolitico Calentamiento del clima y migracion ~ Crisis alimentaria
(12 Transicién Tecnolégica) 10000-7000 a.C. de la megafauna al norte
AGRARIA Neolitico Agricultura y ganaderia. Piedra Aparece el excedente econémico: artesanos,

(12 Revolucion Tecnolégica) 7000-5000 a.C.

pulimentada, cerdmica, tejidos
(19 materiales artificiales). Energia animal

comercio y explosion demografica
Sociedades sedentarias gentilicias

Calcolitico
(2* Transicion Tecnolégica) 5000-3000 a.C.

Cobre, oro, plata
Escritura

Primeras ciudades y estados territoriales
Primeras civilizaciones e imperios
hidraulicos (Mesopotamia, Egipto, India,
China). Esclavitud

| Edad de los Metales
y Edad Media
(22 Revolucion

Bronce 3000-1400 a.C.

Comienzos de la Ciencia
Maguinas simples

Tecnolégica) Hierro d. 1400 a.C.

1% Redes de transporte internacionales
1 Periodo de la manufactura

2* Revolucion Agricola, ss. XIII-XIV d.C.

12 Revolucién Cientifica (Grecia)

Civilizaciones e imperios clasicos
maritimos (Grecia, Roma). Esclavitud
Sociedad feudal medieval y servidumbre
Gremios

Protoindustrializacién
(3% Transicion Tecnoldgica) (1500-1765)

Uso intensivo de las energfas naturales:
hidraulica y edlica. Apogeo de la
manufactura.

2? Revolucion Cientifica (s. XVII)
Imprenta (1455)

3* Revolucion Agricola (ss. XVII-XVIII)

d. 1400: Periodo de descubrimientos e
imperios maritimos (Portugal y Espafia
principalmente). Renacimiento

2* Revolucién Comercial

2* Revolucion Urbana
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Primera Revolucion Industrial
(1765-1885)

Revolucién Industrial
(3 Revolucion Tecnoldgica)
(1765-1960)

Energfas artificiales (maquinas de vapor)
y no renovables (carb6n)

Auge del uso de metales

Telégrafo electromagnético

Nuevas ciencias: Quimica,
Electromagnetismo, Geologia

Fabricas y produccion en serie

Explosion demografica y urbana en
Europa (d. 1700).

Caida continua de la poblacion agraria
relativa y aumento de la obrera asalariada
Revoluciones democraticas en Europa
Apogeo del liberalismo econémico
Liderazgo inglés. Paz internacional

Segunda Revolucion Industrial
(1885-1960)

Petréleo e hidroelectricidad. Plasticos
Electrificacion

Cine, radio, television, teléfono
Aviacion, automdviles

Nuevas ciencias: Relatividad, Mecanica
Cudntica, Fisica Nuclear. Ciencias
frontera simples. Apogeo de la fabrica
y la produccion en cadena

Proteccionismo e intervencion del Estado
en la economia. Estado del bienestar

y sociedad de consumo. Capitalismo de
Estado (URSS, etc.)

Guerras mundiales

Estados emergentes en las antiguas
colonias

Liderazgo norteamericano (aleman hasta
1944; ruso d. 1944 hasta 1990)

Apogeo de los imperialismos

Completada la sustitucion del trabajo
manual por la maquina

Transicion a la Era de la Inteligencia Artificial
(4* Transicion Tecnolégica)
(1960-9)

Ordenadores y Telematica

Energia nuclear. Biotecnologia

Era Espacial

Ciencias frontera complejas

Era de la Produccién Automatizada
Era de la Informacién y de los
Sistemas Complejos

Apogeo de los servicios. Liberalizacion
econdmica y capitalismo oligopdlico y
multinacional

Crisis del Estado del bienestar

Sociedad global mediatica

Integracion politico-econémica y declive
de los estados nacionales

Ascenso de Japdn y China

Liderazgo norteamericano hacia un
mundo multipolar

Lenguas globales (inglés, espanol)
Sustitucion del trabajo intelectual por el
computerizado
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