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1. Introducción: sistemas
SistemaEntrada Salida

Objetivo: mejorar el comportamiento del sistema 



J.I. Díaz 320/08/2023
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Modelización.

Proceso similar 
en el arte
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El arte de la modelización
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1.1. Hitos históricos en Sistemas Dinámicos: caos
1.1. En Mecánica Clásica

Hildebrandt-
Troma

Sir Isaac Newton (1642-1727)
1687
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Tipos de problemas
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Péndulo no lineal

Sólidos Rígidos

S.D. 
Discreto
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MODELO MATEMÁTICO DE UN AMORTIGUADOR

f1+f2+f3= m        + r       + kx = 0d2x  dx
dt2 dt

f1=m d2x
dt2

dx
dt

f2=r

kxf3=

r

[7] SISTEMAS DINÁMICOS LINEALES
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Problema de los

3 cuerpos, ...
Henri Poincaré (1854-1941)

En 1908, H. Poincaré (1854-1912),

“puede ocurrir que pequeñas 
diferencias en las condiciones 
iniciales produzcan otras muy 
grandes en el fenómeno final. Un 
pequeño error en las primeras 
producirá otro enorme en las últimas. 
La predicción resulta imposible"
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Proceso determinista

Sistemas dinámicos no lineales
Trayectoria errática

Atractor

Hipersensible a las condiciones iniciales

Objeto fractal

[24]
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S. IX – XX HENRI POINCARÉ (1854-1912)

ESCUELA RUSA

S. XX KOLMOGOROV (1903 – 1987)

LORENZ (USA) 1961
1961 – 75 EXPLOSIÓN DE LA TEORÍA DEL CAOS 

1975  - 2000 POPULARIZACIÓN
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Daniel Bernoulli (1700-1782)

También en otros problemas:
Caos: el péndulo 
múltiple
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Caos en el 
péndulo variable 
(botafumeiro)

En Sistemas Dinámicos Continuos se 
necesitan al menos 3 grados de libertad 
para que ocurra el caos
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Papel crucial de los parámetros: 
Bifurcación de equilibrios estacionarios

Otro ejemplo: 
Péndulo en rotación
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1.2. Motivación en circuitos eléctricos: van der 
Pol (1926): Teoría cualitativa de EDO, 

Andronov(1930),Kolmogorov (1903 – 1987), …
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Criterios de soluciones periódicas:
Teorema de Poincaré-Bendixon,..
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1.3. Una variante en Mecánica de Medios Continuos

Mecánica de Fluidos

Elasticidad
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Diferentes perfiles de una columna

Validación (regreso a la modelización): Sección no despreciable (y no homogénea)

Teoría de la Elasticidad tridimensional

Navier, St. Venant,…
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Observaciones sobre la dinámica (J.J. Stoker 1950)
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Con peso: dos equilibrios

Ecuación de Duffing
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Takoma Narrows 
(Washington, 1940)

S.D. en espacios de 
dimensión infinita
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1.4. Caos en Meteorolgía 

( ) 0

0

0

dx x y
dt
dy y rx xz
dt
dz bz xy
dt

σ+ − =

+ − + =

+ − =
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Modelos atmosféricos (barotrópicos) 
Claude Navier (1785-1836), Sir George Gabriel Stokes (1819-1903)
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( ) 0
1· ( )

e

u u u p u T T g
t R

¶ + Ñ = - Ñ + D + -
¶

Boussinesq

Células de Rayleigh-Benard

Otros temas de Mecánica de Fluidos conduciendo al 
caos:

Turbulencia (Kolmogorov)
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En su forma más general, un sistema dinámico discreto 
definido en un conjunto X no vacío es una aplicación Φ
de  N x X en X que verifica:

1.− Φ(0 , x) = x,  para todo x de X.

2.−Φ(n , Φ(m , x)) = Φ (n+m, x)  para todos n,m de N, 

y  para todo x de X.

También suele usarse la notación Φ (n , x) = Φn (x) 

1.5. El papel del ordenador: sistemas dinámicos discretos
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Richardson. Super-odenadores: Cálculo 
paralelo. 

Las 64.000 máquinas de 
Richardson

Ley de G.E. Moore (1965) : “La 
potencia de computación se duplica 
cada año”
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El ejemplo más simple de sistema dinámico discreto definido 
en un conjunto X es el obtenido iterando una aplicación de X 
en sí mismo:

Si  f :X         X  y se define

)),1((),(
)(),1(

),0(

xnfxn
xfx

xx

−Φ=Φ
=Φ
=Φ

obtenemos un sistema dinámico sobre X.

Nótese que  Φ(n , x) = f(f(f(…(f(x))…)) = f n(x) , si se 
conviene en que f 0 es la aplicación identidad.
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Dado un punto x0 el conjunto de sus imágenes por  f ,

O(x0) = {x0 , f (x0) , f 2(x0) ,….} 

se denomina la órbita de x0.

Si f (x0) = x0 , el punto x0 se llama punto fijo de  f.

Si para algún natural  k > 1 se verifica  que f k(x0) = x0 , 

el punto x0 se dice periódico , y la órbita correspondiente 
órbita periódica. El menor k que verifica la relación 
anterior se llama período de la órbita.

Un punto x0 se llama eventualmente periódico si existe un 
natural s tal que el punto f s(x0) es periódico.
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Sistemas dinámicos discretos en diversos contextos.

Un ejemplo de sistema dinámico discreto (no caótico) en un 
contexto inesperado: los números de Leonardo Fibonacci
(sigloXII). 

Modelo de crecimiento de esa 
población basado en las 
siguientes reglas:

(a)  Un par de conejos se 
reproducen por parejas 

(b) Una pareja da lugar a otra 
nueva)

(c) No se mueren
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nFSea el número de Fibonacci de parejas en la 
generación n

{Fn}= {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, …}

1 2n n nF F F− −= + n>2

También se aplica al crecimiento de las hojas (y 
frutos) de ciertas plantas

Por ejemplo, los lirios y los diafragmas tienen 3 pétalos, las primaveras y los 
ranúnculos tienen 5 pétalos, las flores del maíz tienen 13 pétalos, y las margaritas 
pueden tener 34, 55 y 89 pétalos.
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1/n nF F −

Se tiene que

f® =1.61803398… 

11 φφ = +

(1 5 )
2φ +=

Partenon (Grecia)
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Otra conexión inesperada con sistemas dinámicos 
discretos: 1( ) 1 xf x = +

1

1
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No. de 
iteraciones

Valores de la 
órbita

0 1

1 2

2 3/2=1.5

3 5/3=1.66666…

4

5

6

7

8

9 89/55=1.61818
…

1
x

1
11 2+ =

1
1

1 51
1 31

1

+ =
+

+

.   

Si estudiamos la órbita de x=infinito basta con 
despreciar los términos en

( ) 1f ∞ =

( ( ))f f ∞ =

1
1

1 3( ( ( ))) 1
21

f f f ∞ = + =
+

( ( ( ( ))))f f f f ∞ =



J.I. Díaz 4620/08/2023

Sensibilidad a las condiciones 
iniciales

El sistema dinámico  obtenido por iteración de la aplicación f de 
X en X es sensible a las condiciones iniciales si existe una 
distancia r >0 tal que para cualquier punto  x0 de X y cualquier 
entorno U de x0 existen un punto  y de U y un entero positivo k 
tales que   

ryfxfd kk >))(),(( 0
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Transitividad

El sistema dinámico  obtenido por iteración de la aplicación f de 
X en X es transitivo - o tiene la propiedad de mezcla - si para 
cualesquiera abiertos  no vacíos U y V de  X existe un natural k 
tal que  

φ≠∩VUf k )(

Este hecho significa, hablando informalmente, que en 
cualquier entorno de cualquier punto hay puntos cuyas órbitas 
visitan en su recorrido a casi todo el espacio.
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Sistemas caóticos

• Es sensible a las condiciones iniciales
• Es transitivo
• Las órbitas periódicas son densas en el 

espacio

Un sistema dinámico discreto es caótico si:
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Catastrophe Theory, E. C. Zeeman: 
Selected papers 1972-1977

Psicología: mecanismo de agresión

rabia

miedo

Muchos otros 
contextos:
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EL PAIS, 17 de enero de 2005 Suplemento, Exposición en el 
Centro Conde Duque

Peter David Eisenman *1932
Premio Bienale de Venezia, 2004
Complejidad creciente

Competition for a Virtual House. 1997, Staten Island Institute of Arts and Sciences. 1997 

Ciudad de la Cultura, Santiago
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Bifurcación e Histéresis

Q

u

Equilibrios del Modelo 0-dimensional

( )uβ

( )A Bu Q uβ+ =
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Principio de causalidad

“Nada surge sin un plan”

Leucipo y (su discípulo) 

Demócrito de Mileto 
(425 a de C)

Matemáticas / Tecnología
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Quehacer científico: convivencia del deseo de comprensión
racional del mundo con la intención de actuar o controlar para
conseguir fines difícilmente accesibles.

Euclides / Arquímedes: legendarias invenciones, transporte 
de líquidos, espejos parabólicos (hace 2.200 años) …

Recreación:  
David Wallace 
MIT 
(4/10/2005)
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Historia de  la  Tecnología en España, Dirigida por F. J. Ayala-Carcedo, Valatenea, Barcelona, 2001
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