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Matemáticas no muy lejanas al arte del Encaje de bolillos

1



Antonio Díaz Sastre (1915-1999) y Rafaela Díaz Prestel (1912-2011)

Dedicado a tres maestros: dos toledanos

y una maestra “madrileña”

Carmen Gandasegui Aparicio

Toledo, Promoción de 1936

UCM, 2º mejor expediente de la Promoción de 1976 2



Introducción

El acto protagonista de la jornada es la 
inauguración de la 

Exposición de pañuelos de novia 
elaborados por las alumnas del Taller de 

Encaje de Bolillos del Centro Cívico de 
Palomarejos, de Toledo, 

organizado por la 
Asociación de Vecinos “La Voz del Barrio”
bajo la dirección de la monitora y maestra de 
encaje de bolillos 

Dª Antonia Arquero Jávega
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Como se dice en el díptico preparado para la exposición:

El objetivo de esta conferencia es dar buena fe de esa “mentalidad refinada” que es 
requerida para llevar a cabo el encaje de bolillos. 

Mostraré algunos temas matemáticos que tienen mucho en común con el arte del 
encaje de bolillos.  

Contacto personal con ese difícil arte a través de la afición de mi hermana Rosa 
María desde hace ya muchos años:   

Pañuelo elaborado por 
Rosa María Díaz Díaz

bajo la tutela de 
Antonia Arquero Jávega. 

1664: Johannes Vermeer
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Plan de la conferencia:

1. Las diferentes etapas del arte del encaje  de bolillos.

2. Punto de la Virgen y Teoría de grafos.

3. Nudos  en los encajes:  Teoría  matemática de nudos.

4. Simetría en los patrones de encajes: Grupos cristalográficos.

5. Reflexiones finales: ¿papel de los ordenadores en el diseño de nuevos 
patrones de encajes?

El tema daría, al menos, para tres 
conferencias de matemáticas
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1. Las diferentes etapas del proceso de bolillos

Patrimonio cultural material e inmaterial de nuestra cultura: ¿órigenes?
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Web del museo de Camariñas
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Los bolillos se dejan en suspensión, colgados de alfileres, para mantener el hilo
tirante.

Para operar muchos hilos  sin crear una maraña cada extremo del hilo (del orden de 
4 veces lo que se espera utilizar y 8 veces en el “par guia”) se enrolla sobre cada 
uno del par de bolillos (comúnmente de madera o de hueso, de aproximadamente 
10 cm de longitud). 
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Preparación del picado (cartón, patrón) . 
El encaje se trabaja en la parte superior de una almohadilla alargada
Los hilos serán trenzados juntos manteniendo su origen inicial  por medio de alfileres  
clavados en la almohadilla
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El punto medio de cada hilo está  enganchado en un alfiler pasador con el par de bolillos 
que cuelgan a ambos lados. 

Vuelta (pasar de la izquierda a la derecha) 
Cruce (El bolillo de la derecha del par de 
la izquierda entre los dos bolillos de la 
derecha)

Los nudos: Movimientos básicos de los bolillos:
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Trenzado

Ejemplos
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La primera “regla” del encaje de bolillos: la labor va de arriba 
hacia abajo y de derecha a izquierda. 



Fijación de los nudos
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Estructura (diagrama de puntos y  segmentos: grafo) 
La posición de los alfileres se indica mediante  puntos. A veces se emplean  segmentos más gruesos para resaltar zonas distintas . 
En algunos modelos, las líneas se dibujan en las zonas donde los caminos de los hilos son complicados o ambiguos. La mayoría de 
los patrones se acompaña con  instrucciones adicionales en la forma de texto o  diagrama de trabajo.  
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2. Punto de la Virgen  y Teoría de grafos

Diagrama de pares del Punto de la Virgen y su versión como grafo con 
direcciones

http://alacelover.blogspot.com

Hay 39 variaciones diferentes en el libro de Uta Ulrich 
Gründe mit System, 
2ª edición. Barbara Fay Verlag, Gammelby, Alemania, 2011.
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https://www.youtube.com/user/alaceloveryt
https://www.youtube.com/user/alaceloveryt


Una versión-juguete con algún parecido a los encajes de bolillos:

The string art kit
https://www.annwilliamsgroup.com/

Eryk Díaz Wadek
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¿Qué es un Grafo?

• Es un conjunto de: puntos (NODOS o VÉRTICES) 
unidos por líneas (ARCOS o ARISTAS)
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• Porque permiten estudiar interrelaciones entre elementos
que interactúan unos con otros

• Dado un problema ideal (o escenario), donde ciertos objetos 
están relacionados entre si, se puede “modelizar el grafo” y 
así crear algoritmos para “resolver” ese problema

• Son aplicables en:
Ingeniería de Sistemas,
Modelización de Redes,
Ingeniería Industrial, Electrónica,
Química,
Geografía, etc.

¿Cuál es el interés de los Grafos?
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Modelizar: palabra propuesta
por mi a la RAE (Junio 2004) y
aprobada en Junio 2006.



• Red de Ordenadores
• Conexiones de vuelo de una aerolínea
• Carreteras que unen ciudades
• Actividades de un proyecto
• Circuitos electrónicos
• Representación de un mapa
• …

¿Qué podemos representar con un 
Grafo?

Impresora

Modem

PC2

Servidor

PC1
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 Recorrer cada carretera
exactamente una vez y regresar
al punto de partida

 Recorrer cada ciudad una vez
y regresar a la ciudad de origen
y todo al menor costo posible

 Encontrar el camino más corto
entre 2 ciudades cualesquiera

Ejemplo de Aplicación de los Grafos

26



Grafo – Definición formal

 Un grafo G = (V,E)

 V=conjunto de vértices o nodos
 V={v1, v2, ..vn}

 Representan los objetos

 E=conjunto de aristas
 Representan las relaciones

 E ={vivj, vmvn, ..}

V = {1, 4, 5, 7, 9} 
E= {(1,4), (4,9), (9,7), (7,5), (5,1), (4,1), (1,5), (5,7), (7, 9), (9,4)}

1 4

5

7 9

Vértices Adyacentes: 2 vértices unidos por un arco
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Grado de un Grafo 

 Grado de un NODO: Es el # de arcos que terminan en un vértice
 Caso especial (lazo): se considera 

 Grado de un grafo: Suma de los grados de los vértices. 
 Teorema (Grado de un grafo): La suma de los grados de los 

vértices es el doble del número de aristas. 

C E

D

F

H

Grado (D) = 3      Grado (F) = 3

Grado (H) = 3       Grado (C) = 3

Grado (E) = 4

Grado del Grafo = 16 = 2 * 8 arcos

28



29



Tipos de Grafos

� Mulitgrafo
� Es un grafo que tiene arcos múltiples 

(paralelos) o lazos

� Grafo Simple
� Es un grafo o digrafo que no tiene 

bucles y que no es un multigrafo
x u

y z

Grafo simple

x u

y z

Multigrafo

Lazo o bucle

Arcos múltiples o paralelos
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Conectividad

� Grafo Conexo
� Existe un camino entre cualquier par 

de nodos
3

9

5

72

Grafo inconexo

Grafo conexo

Grafo conexo
31
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Caminos: Trayectorias en Grafos

� Camino / recorrido
� Un camino P desde u hasta v en el grafo 

G es una secuencia finita de vértices 
que empieza en u y acaba en v.

� Cada par de vértices consecutivos son 
adyacentes

� Longitud de camino
� El número de arcos que lo 

forman
� Camino Simple

� Todos los nodos que lo forman 
son distintos (no se repite 
nodos)

4 7

96

10

11

Camino entre 4 y 7
T1 = {4, 6, 9, 7}

Longitud: 3
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Trayectorias en Grafos
� Ciclo / Circuito (camino cerrado)

� Es un camino que inicia y termina en el mismo nodo
� No se recorre dos veces por la misma arista

A B C

D E F

Camino A y A
P = {A, E, B, F, A}
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� ¿Es posible hacer un recorrido partiendo de cualquier 
lugar (A, B, C o D), caminando sobre cada puente 
exactamente una vez, y regresando a la posición inicial? 

Puentes de Königsberg

7 Puentes

2 Islas: B y C

2 Orillas: A y D

Ciclos de Euler y Hamilton
“Hacer el recorrido sin levantar el lápiz del papel…”
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Leonhard Euler (1707-1783)



� Modelización como de los puentes de Königsberg

Puentes de Königsberg

5

� Nodos:
� Porciones de tierra (orillas, islas)

� Arcos:
� Puentes

Representación 
mediante un grafo

Origen de los grafos: Euler creó la Teoría de Grafos para ver si era posible
recorrer toda la ciudad sin cruzar cada uno de los puentes más de una sola vez.

36



� Camino de Euler
� Recorre TODOS los ARCOS sin repetirlos
� Los vértices se pueden repetir

� Ciclo de Euler
� Recorre TODOS los ARCOS sin repetirlos 
� Los vértices se pueden repetir
� Inicia y termina en el mismo vértice

� Grafo Semieuleriano
� Es aquel grafo conexo que admite un camino de Euler

� Grafo Euleriano
� Es el aquel grafo conexo que admite un circuito de Euler

Caminos y Ciclos de Euler
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� Teorema 1 (Grafo Euleriano)
� Si G es un grafo conexo y TODOS sus vértices tienen 

grado PAR, entonces existe un circuito de Euler en G.

� Teorema 2 (Grafo Semieuleriano)
� Si G es un grafo conexo y tiene exactamente 2 

vértices de grado IMPAR y el resto de grado PAR, 
entonces existe un recorrido de Euler en G. Cualquier 
recorrido de Euler debe comenzar en un vértice de 
grado impar y terminar en el otro.

Teoremas de Euler
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3. Nudos  en los encajes:  Teoría  matemática de nudos.

800 a.C.

Villa de Piazza Armerina (Sicilia) Siglo IV.39



Primera aparición en Matemáticas

Es independiente de la forma de esos nudos y un 
número entero = Número de enlace
(cuaderno de notas personales: no publicado)

Acuñó el nombre de Topología

Teoría del átomo como vorticidad

Reencontró el número de enlace de Gauss40

Karl Friedrich Gauss (1777-1855). 

Lord Kelvin (1824-1907) Peter Guthrie Tait (1831–1901) 



13 horas del 29 de julio de 2009: bordeando los 38 grados. 

(Fotos del 30 de julio)

EL PAÍS, 25 de Octubre de 2009

Nota al margen: un “importante” 
descubrimiento histórico 

Retomemos el hilo …



Intento de hacer una clasificación de los átomos (como la tabla periódica: ordenados por su 
número atómico (número de protones), por su configuración electrónica y sus propiedades químicas. 

Dmitri Mendeléyev: primera versión 1869 (versión actual Alfred Werner (1866-1919))
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1900: Se deshecha la teoría del átomo.  Teoría de nudos estrictamente parte de las 
Matemáticas

1980: Biología del ADN

Renacimiento de la teoría de nudos 
más allá de la Matemática

Replicación del ADN y sacos 
de nudos (nudos 
controlados por proteinas)
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La teoría de nudos es junto a la de grafos y la de superficies el núcleo central
de la Topología (Leibniz, Euler, Moëbius, Riemann, Poincaré, Cantor, Ricci).
Numerosas conjeturas siguen abiertas (otras han sido probadas tras más
de100 años de espera: Perelmann 2014-Poincaré 1907)

La Topologia es una de las ramas de la Geometria, probablemente una de las
ramas mas “jóvenes” de la Matemática pues nace en el siglo XVII con el
nombre de Analisis situs o Análisis de la posición.

El topólogo considera los mismos objetos que el geómetra pero de modo
distinto: no se fíja en las distancias ni en los ángulos de la posición de los
puntos, ni siquiera en la alineación de sus distancias.

Al contrario que para el resto de los mortales, una taza de desayuno y un
donuts no se diferencian. Son topológicamente equivalente pues se puede
pasar de una forma a la otra mediante una deformación continua y reversible

44



45



Hay otro tipo de transformaciones que se permite “casi todo”: cambiar de
proporciones en diferentes direcciones y eso hace que la idea de “igualdad de
figuras” sea ahora mucho más amplia.

Para un topólogo un cuadrado y una circunferencia son equivalentes.

Ahora, en esta parte de la Geometría lo menos importante es “medir” (pues esas
mediciones no se conservarían por deformaciones), lo importante son las
“propiedades topológicas”

El mismo 
nudo girado 

y 
estrechado
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De manera intuitiva: la Topología es como la Geometría de la página de goma
(en la que los objetos se pueden deformar con las limitaciones de que no se
puede separar lo que estaba unido, ni pegar lo que estaba separado).

La “visualización de los conceptos de la
Topología” puede convertirse en algo
muy complicado y a veces inaccesible:

Términos básicos: Variedad, dimensión,
proximidad,…
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Variedades de dimensión 1 y 2

Dos posiciones distintas de un brazo articulado corresponden a dos
“puntos” en un espacio de dimensión 7 (si es que hay 7 articulaciones)
unidos por una deformación continua
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Nudo: curva continua cerrada sin puntos dobles  en 
un espacio de dimensión 3 
(no se pueden hacer cortes para estudiarla)

Se catalogan según su complejidad, dada por el número 
de cruces

El más simple: nodo trivial (nº de cruces 0)

Nudo de la Ermita templaria de San  
Bartolomé en el Burgo de Osma 
(anterior a 1477).

Nudos relacionados: desplegando el primero en 5 pliegues es lo mismo
que desplegando el otro en 2 pliegues.
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Gran dificultad para saber cuando dos nudos son “idénticos”
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Tablas de Tait

10 → 165
Ayuda de muchos 
voluntarios: por carta
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Gran dificultad en la elaboración de tablas: Quilaridad

Cruces al revés: Imagen reflejada 
en un espejo

Pero… antiquileridad

Cruces al revés: pero no por simetría por un espejo52
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