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s . 2. ' la Unidn Internacional de Matematicos

Los anillos de Borroneo

Simbolizan la unién de mas de 300 ramas de la Matematica




4. Simetria en los patrones de encajes

Dinastia Nazari (1238-1492)

Arte islamico: no figuras de seres vivos. Decoraciones geométricas (formas
simétricas repetidas)



Transformaciones planas: isometrias

Traslacion ..
Rotacion

R o

—¥>

Reflexion Reflexidon con deslizamiento

K| A ‘RTF(ISH

Estructura de Grupo (vida cotidiana / precision matematica)



Frisos (simetria de en una sola direccion)

Simetrias de reflexion, rotaciony
traslacion

Todas las simetrias

Fs



Teselacion: patrén de figuras que recubren o pavimentan completamente una superficie plana que
cumple con dos requisitos: que no queden espacios y que no se superpongan las figuras.

Se crean usando transformaciones isométricas sobre una figura inicial, es decir, copias idénticas de una
o diversas piezas o teselas con las cuales se componen figuras para recubrir enteramente una superficie.

Grupos cristalograficos planos

(formas de papeles pintados :wallpaper patterns)

Simetrias en dos direcciones (arriba/abajo, izquierda/derecha)

Ninguna rotacion, linea de deslizamiento
distinta a un eje de reflexiéon

Grupocm

Ninguna reflexidn, rotacion de un cuarto de
vuelta

Grupo p4




Grupo p4

Dos ejemplos de la misma clase de
grupos pueden ser muy distintos
entre si

También en techos

Rotacidn de cuatro pliegues y reflexion

Grupo pdm



Rotacion de seis pliegues sin reflexion

Grupo pb6
¢ Cuantas clases de grupos critalograficos planos pueden
existir?

A finales del siglo XIX: hay tan solo 17 grupos cristalograficos planos distintos
E. S. Fedorov (1885), A. M. Schenflies (1886), W. Barlow (1894)



I :Hay recra de simetria vertical?

si no
l :Hay recta de simertria horizontal? | ¢Hay una recra de simetria horizonral o
. simetrfa deslizante?
si no si o
pmm2 ¢Hay una simetria ;Hay una recra iHay una simerria
et et | de 180% haorizontal . de 1807
=3 =~ (==
) lﬁﬂ ino si l no
pmit rlat pi11
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e IS |
sf sf
v h L 2 v
pmal plmil p112
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En matemadticas, un friso es el cubrimiento de la regién del espacio
de longitud infinita pero de anchura finita, limitada por dos rectas
paralelas, obtenido a partir de la aplicacién de movimientos en el
plano a una determinada figura o agrupacion de figuras.

La combinacion de los movimientos de traslacion, reflexién, y
rotacion permiten obtener siete subgrupos de frisos diferentes:
Frisos de las traslaciones;

Friso de las traslaciones y la simetria horizontal;

Friso de las traslaciones y la simetria vertical;

Friso de las traslaciones y del deslizamiento;

Friso de las traslaciones y del giro de 1809;

Friso de las traslaciones, el giro de 1809 y las simetrias horizontales;

Si el motivo plano se repite sin
solaparse ni dejar huecos, el friso se
denomina mosaico (o teselacion)
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Friso de las traslaciones, la simetria vertical y el deslizamiento; Clasificacién de |OS 17 grupOS CritalogréfiCOS

Solo hay 17 teselaciones regulares distintas

planos

Comparable al descubrimiento de Urano por
matematicas y sin observaciones previas



En 1986 se habian hallado en la Alhambra 13 de los 17 grupos
(B. Griinbaum y C.G. Shepard)

En 1987, Rafael Pérez Gomez (Univ. De Granada) encuentro ejemplos de los 4 grupos
que faltaban

Riqueza y esplendor de la geometria Nazari

Testimonios del uso de matematicas por los artesanos nazaries:

Libros de geometria de Al-Farabi (870-950), Abu
Kamil (850-930), Abu’l-Wafa’ al-Buzjani (940-998),...

Documentos concretos sobre reuniones y
discusiones entre matematicos y artesanos



Los 17 grupos de teselaciones regulares en la Alhambra
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Nombre Poligono Base

Hueso  Cuadrado

’
-~
r\l

Pajarita Tridngulo equilitero

Pétalo Rombo
// %
XS

VAV,

.

Transformacion

Poligono Nazari

Inspiracion de

M. C. Escher (1898-1972)
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Algunos ejemplos en Toledo

Sinagoga del Transito (siglo XIV)

Figura diédrica finita de orden 16

*  Motivo central: Grupo cm

Laterales: Grupo pm
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Monasterio de San Juan de los Reyes

Figura ciclica de
orden 8

Grupo pdm
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La mezquita del Cristo de la Luz
Venerada desde muchos puntos de vista
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La Mezquita de Bab al-Mardum o Cristo de la Luz, nombre con el que se la conoce hoy
en dia, es una mezquita de la €época califal de los Taifa. aproximadamente del afio 1.000 d.C. y
fue construida como oratorio ligado a una puerta de acceso a la ciudad (Bab al-Mardum. que se
traduce como puerta del mayordomo) para uso de los recién llegados a Toledo o para la

preparacion a la salida.

Estudio matematico de las bévedas: Ascension Mortalla de la Hoz y Agripina
Sanz, UPM, Segundo Congreso Internacional de Matemadticas en Ingenieria y

Arquitectura, UPM, Madrid, Abril, 2008: Actas, pp. 63-74.

En la época del rey Alfonso VI (1200
d.C.) fue transformada en un templo de culto
cristiano dedicado al Cristo de la Luz.
realizandose entonces la construccion de un
abside en su parte posterior de estilo mudéjar.

siendo este la mas antigua muestra de arte

mudeéjar de la que se tiene constancia.
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8 metros de altura

En las proyecciones de las bovedas
aparecen ejemplos de elementos del

Grupo de transformaciones isométricas de
Leonardo da Vinci

G={f, f isometria del plano, f(F)=F}

Si el giro con centro P y angulo o estd en S(F) también estaran los giros con centro en P

y angulo ka. Por ser un grupo finito para k=n obtendremos que no=27 por tanto o=2m/n.

r

Entonces S(F) contendra los giros que se obtienen por composicion reiterada de Gjﬂ.T A este

ot g

grupo se le conoce por grupo ciclico generado por GP? y lo designaremos por C,

2,

C, =G ,k=12,..n

1
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Dos cuadrados girando y
generando una estrella
de 8 puntas

Dos cuadrados: uno
conteniendo a otro

/"“*«-"‘ KT AN ..
| - “}% Combinacion de
// l~—§ N diagonales de los
17 i o BRniasir s cuadrados exterior e
) 5“""'“”'_'*; interior
& S gl de oy B N .'{
4 05 i ;.'.__n_ '

L i A LN I



Diagonales resaltadas en el
cuadrado interior

S e e LR BN, e W,
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i s Reproduccion de la propia
TR W planta central de la
R M Mezquita

.1.—,,;—-.;-..—-—..;... q__:'._'_:,_:__' ._._-,..I:I
i e e
i
)
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R

Combinacién de cuadrados
y diagonales




El conjunto de 1sometrias que dejan invariantes los disefios de las bovedas anteriores,
esta formado por cuatro simetrias axiales. cuyos ejes se cortan en el centro de la figura, y giros
de amplitud k90°, para k=1.2.3.4, con centro en dicho punto, cuya descripcion es D.={G",
G G GS.. S, LS5 L S, +. El grupo de simetria al que da lugar este conjunto de
transformaciones se conoce como grupo ciclico de Leonardo Dy cuya caracteristica principal es

que la figura tiene un punto fijo respecto a las isometrias que la dejan invariante que coincide

con su centro.

Ig.‘:‘x ‘n,;r,l‘ -f_,

Ry 42 .

{ ',ﬁ‘.' f#"'-" t\-_ Y 0

(0, S A ¥ Apariencia estrellada: grupo
8 G G M I e : )

R LV de simetria D,

i AT S R -

i‘. Il"l. ™ & ]

) £ ™ .-r-\_

YA AN :
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Aplicacion al punto de cruz

making mathematics with needlewori

ten papers and ten projects

edited b
SARAH-MARIE BELCASTRO
CAROLYN YACKEL

A K Peters, Ltd,

Matick, Massachusetts

2008

symmetry patterns in
Cross-stitch

MARY D. SHEPHERD

1.1 The Basic Transformations

Before we look at the different types of patterns pos
sible, let's discuss the four types of symmetry transfor-
mations that can occur in plane figures. All symme-
try transformations keep the basic figure the same size
and shape without stretching, shrinking or distorting
the shape of the figure,

The first transforration we will consider is transla-

tion, & transkation moves the basic figure without turn-
ing or flipping it as shown in Figure 5,

P i

Figura 5, Translation of a single figure within the boxed arza.

For a pattern to have tranglation symmetry, the en-
tire pattern must match up after a translation, 25 in Fig-
ure 6,

~FRPPPP-

Figure 6, Repetition of a figurewith translation symm etry ex-
tending infinitelyin two directions along a singleline,

Ina rotation & single point remains fixed while all
other points move (rotate) about that point by a specific
rumber of degrees, the angle of rotation, See Figure 7,

T [P

Figura 7. Rotation by 90° of a single fiqure withinthe boxed
area about the point marked in green.

In general (although not in cross-stitch), any angle
of rotation that evenly divides 360° is possiblz Fora
pattern to have rotational symmetry, the entire pattermn
rnust match up after rotation, asin Figure 8,

riills

Figure 8. Two figures with rotational symmetry. The one on
theleft has 80° rotational symmetry, and the one on the right
has 180°,

o

Ina reflection, aline is fixed (see Figure 9) and acts
like & mirror, reflecting sach side to the other,

P q

Figure 9. Reflection of a single figure within the boxed area.

Ina pattern with reflection gemmetry, the sides will
rratch if the pattern is folded along the line of reflection

asinFigure 10.

Figure 10, A figure with reflection symmetry. The line of re-
flaction is shown in black,

The fourthand final transformation isa combination
of ranslation and reflection and is called & glide reflec-
tion, As can be seen in Figure 11, the line of reflection
and the line along which the patternistrandated are al-
ways parallel,

| |
=] =]

Figure 11, & glide reflaction transformation with the line of
refection shown,

20



T ¥

Vi

5

R

¥

EHEE

Fa

<

Figure 13, Thres demonstrations of the possible rosette patterm s in aross-titch,
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Figure 14. The seven basicfrieze pattarns.
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Figure 15, Thetwelve possiblewallpaper pattems,

Code || Rotation | Reflection |  Glide | Notes
Reflection

pl none Mo Mo

Pg none Mo Yes -

pm || none Yas Glide reflaction axis along fine of
teflaction,

an || none Ve Glide reflection axis not along line
of reflection,

pl 180° Mo Ho

pag || 180° Mo fes |-

pmg || 180° Yas Allveflections paralld,

enm || 180 Yes Non-parallel reflactions, some ro-
tation centers not on reflaction
aes,

prm || 180° Yas Non-parallel reflactions, all rota-
tion centers on reflaction axes,

A 0 | Mo .

pdg | 90° Ve Lins of reflection do notintersect
at45”,

pdm [ 90° Yes Lins of reflectionintersect at 45°,

Table 1. The twelve wallpaper patterns realizable in cross-stitch, coded using Intemational Union of Crystallography

nomenclature
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c1

reflaction lina

d1

rotetion point =

c2

reflection lines

reflection lines

Figure 18. Rosatte pattarns, labelad, with lines of reflection and centers of rotation marked.

Figure17. The sevenfrieze patterns, label ad, with the symme

trias shown,

pmd {==usrtical mirnors shown

pigl

pimi-horizonial mirnor shown

P11 B==centers of rdation shown with paing

pmg2--mirrars and centers shown
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Ejemplos de patrones regulares
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Figure 25, Lower-left quadrant

Figure 26. Lower-right quadrant.
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5. Reflexiones finales: é artesania popular con los ordenadores del siglo XXI ?

Cambios y evolucion del encaje de bolillos en los ultimos 500 afos

Meétodos de “ensayo y error” para descubrir nuevos estilos y puntos por parte
de las encajeras mas expertas

Dos canadienses, en 2014 han propuesto un “modelo matematico” para
identificar y disefar patrones de encaje por medio de un ordenador.

v

- e/f Er " Resumen (1 pagina) en
Developing & Mathematical Model for Bobbin Lace %“ ay P4z - \yelta y Cruz, n® 19

......... (atencion de Anje Gonzalez)

Veronika Irvine*and Frank Ruskey!
Department of Computer Secience

University of Victorio, British Columbia, Canado
December 4, 2014
Los problemas que consideran son:

1. ¢éPuede un modelo matematico “identificar” correctamente fondos de encaje conocidos?
2. ¢(Puede usarse el modelo para descubrir nuevos (y bonitos) fondos nuevos?
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Para disefiar un fondo hay dos retos:

a) ¢Qué se puede hacer con 4 hilos: una trenza, una hoja
de Guipur, o un simple medio punto?

b) ¢éQué pares de hilos deberiamos combinar para :
conseguir esos 4 hilos?

El primer reto: hacer una vuelta-cruce o una vuelta-cruce-alfiler-vuelta —cruce ya ha sido
muy experimentado por las encajeras (39 variaciones del Punto de la Virgen)

En todas las variaciones el diagrama de pares es el mismo, pero los puntos realizados varian
desde medio punto a trenzas.

El segundo reto es realmente el objetivo de esa pareja de canadienses.

Utilizan la Teoria de Grafos y han definido una “lista de propiedades que todos
los fondos de encaje han de tener y traduciéndolo asi a propiedades matematicas
de ese tipo de grafos dirigidos.

Han llegado asi a la “propiedad de conservacion de hilos” (no tener que ainadir o
quitar hilos para rellenar un patrén de forma rectangular)

Ademas, han desarrollado un programa de ordenador para crear diagramas de grafos
de manera sistematica y examinar si cada diagrama reune todas las propiedades de
un fondo de bolillos apto de ser trabajado
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El programa identific6 mas de 100.000 diagramas de fondos de encajes diferentes y
aptos de ser realizados .

Al comprobar sus resultados con catalogos de fondos de encaje (como el del libro de
Uta Ulrich (Griinde mit System, 2011) antes citado , que incluye 449 patrones de
fondo de encaje comprobaron que el programa “sélo puede crear diagramas de grafos
bastante sencillos y no pueden generar todos los fondos: por ejemplo, estrellas y
arafnas son imposibles con su programa.

Ademas, la gran mayoria de los patrones generados por ordenador no presentan
simetria, a parte de la repeticion de cuadraditos.

Pese a esas “pegas” encontraron nuevos patrones (que no estan en listados de
patrones conocidos) como estos:
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Pero ese modelo matematico no ha

logrado descifrar completamente El encaje de bolillos

todos los encajes posibles. asignatura del Magisterio y artesania popular



Cracias por

vuestra
atencion
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