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TECHNIQUE OF LOCAL SUPERSOLUTIONS FOR NON-LINEAR STATIONARY PROBLEM.
APPLICATION TO THE STUDY OF SUBSONIC FLOWS.

ABSTRACT.

The main purpose of this work is the presentation and sis-
tematization of a technique (which we call technique of local supersolutions)
for the obtention of estimates on the localization and geometry of the coin
cidence set (9, = {x: u(x) = 0}) of the solutions of very different non-1i
near problems in stationary partial differential equations.

Estimates on the set €, play an important role in problems
of free boundary as those of Variational Inequalities. For these class of
problems, several mathematicians (the author among them) have previously esta
blished several estimates on o by means of the construction of suitable
super and subsolutions defined on the whole domain in which the Inequality
is posed. The main idea of the technique developed here, consists in con-
sidering super and subsolutions defined only in small neighborhoods of sui-
table points of the domain. The mentioned technique is then applied to a
large class of different situations, and the estimates obtained 1in this way
are notably finer than those previously known.

Finally, as an illustration of the importance of the consi-
dered problems, as well as the power of this technique, we take several pro-
blems of subsonic flows crossing plane profiles with prescribed velocity
at the infinity. Such problems, already classic, can be formulated in an
equivalent way in form of Variational Inequalities by means of the hodograph
transformation, and so the estimate of the localization of the free boundary
30, 1s very important because it represents the distribution of velocities
" of the flow on the boundary of the profile.



RESUMEN.

E1 prop6sito principal de este trabajo radica en 1a presen

taci6n y sistematizacién de una técnica (que denominamos técnica de superso

luciones locales) para la obtenci6én de estimaciones sobre la localizacibn y

geometria del conjunto de coincidencia (@, = {x: u(x) = 0}) de las solu--
ciones de muy diversos problemas no 1ineales en ecuaciones en derivadas par

ciales estacionarias.

Estimaciones sobre el conjunto Qo desempefian un importan
te papel en problemas de frontera libre tales como las Inecuaciones Varia--
cionales. Para esta clase de problemas,diversos matemticos (entre los que
se cuenta el autor) habfan establecido anteriormente diversas estimaciones
sobre Q, mediante la construcci6n de adecuadas super y subsoluciones defi
nidas sobre todo el dominio en el que es planteada la Inecuaci6n. La idea
esencial de la técnica aquf desarrollada consiste en considerar super y sub
soluciones definidas Gnicamente en entornos pequefios de adecuados puntos
del dominio. Dicha técnica es aplicada a una gama muy variada de situacio-
nes y las estimaciones asf obtenidas son notablemente mds finas que las co-

nocidas hasta el momento.

Finalmente, a modo de ilustraci6n de la transcendencia de
los problemas considerados, asf como de 1a potencia de la técnica desarrolla
da, se abordan diversos problemas de flujos subsénicos atravesando perfiles
planos con velocidad determinada en el infinito. Tales problemas, ya clési-
cos, pueden ser formulados equivalentemente en forma de Inecuaciones Varia-
cionales mediante la transformacién hodografa y asf la estimacién de la lo-
calizaci6n de 1a frontera libre 59, tiene una gran importancia por repre-
sentar esta G1tima la distribucién de velocidades del flujo sobre l1a fronte

ra del perfil.



§1. Introducci6n.

A 1o largo de este trabajo nos ocuparemos de diversos pro
blemas no lineales planteados en términos de ecuaciones en derivadas par--
ciales estacionarias. Una clase de tales problemas a 1a que dedicaremos
una atenci6n especial es la constitufda por las Inecuaciones Variacionales

del tipo

-Au tou> f en Q

u>a en Q
(1.1)

(u)(-Autou-f) =0 en @

u=g en 3N

donde 2 se supone abierto regular de RN de frontera 92, A designa

al operador de Laplace y o es una constante no negativa.

Problemas del tipo del (1.1) aparecen en numerosas situacio
nes concretas de la Ffsica, Qufmica e Ingenieria (véase a este respecto la
monograffa de Duvaut-Lions [11]). E1 problema (1.1) puede expresarse de di
versas formas equivalentes y asf en concreto no es diffcil mostrar que su so
lucidn minimiza un cierto funcional sobre un conjunto cerrado y convexo del
espacio H'(Q) 1o que justifica en alguna manera la terminologfa de Ine_
cuacidn Variacional atribufda a tal problema. Sin temor a equivocarnos po
demos afirmar que desde los trabajos pioneros de J.L.Lions y G.Stampacchia
en la década de 1os sesenta hasta nuestros dfas tal tipo de problemas ha
atrafdo la atencién de un gran nimero de especialistas constituyendo uno de
los temas de m&s radiante actualidad tanto por la novedad de su formulaci6n
matemdtica como por sus relevantes aplicaciones concretas.

Una de las caracterfsticas tfpicas de las Inecuaciones Va-
riacionales radica en 1a generaci6n de "fronteras libres", es decir, regio-

nes de Q (caso de (1.1)) o de 32 distinguidas de una manera peculiar del
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resto de 2 o de 90 pero desconocidas a priori. Asf por ejemplo si wu

es solucidn de (1.1) el dominio 2 es dividido en dos regiones

R = {x e 8: u(x) = 0} (conjunto de coincidencia)

2 = {x eq: u(x) > 0} (conjunto de continuacién)

La trascendencia y significacién de conocer o estimar tales conjuntos es

muy variada, (Obsérvese p.e. que en 1 u solucibn de (1.1) satisface 1a

ecuacidn
-Au + au = f),

E1 principal objetivo de este trabajo radica en la obten-
cibn de estimaciones "a priori" sobre el tamafio y localizacién espacial de

esas fronteras libres (como p.e. la frontera de ).

La obtencidn de tal tipo de resultados fue inicialmente con
siderada de una manera sistemitica por H. Brézis en [ 4] cuando 0 es sy-
puesto no acotado, mostrando 1a 1lamativa e importante conclusién de que 11,
es compacto si f es supuesta estrictamente negativa en el infinito y p.e.

g = 0. De hecho su resultado es enunciado en términos mis generales que (1.1)

mediante 1a formulacién

(1.2) { L d SR R 1

u=g an

con B grafo maximal mon6tono de R? multfvoco en 0 ().

(1) v&ase 1a definicién exacta en la seccién siguiente.

LU

La técnica utilizada por &1 reposa en el principio de comparacifn de solucio
nes para (1.2) asi como en la construccién de super y subsoluciones u y u
con soporte compacto obteniéndose entonces l1a desigualdad a priori u(x) <

< u(x) < u(x) y de aquf la conclusién. Tras su lucido trabajo han sido va-

rias las direcciones en las que se han extendido sus resultados (2).

* Otras condiciones de contorno: Redheffer {113, Dfaz [1]

G. Dfaz [ 3], Veron [1]1, ...

* Operadores diferenciales de 22 orden mds generales. Bre-

zis (4], Dfaz [1], G. Dfaz [1], Veron [ ... (caso
de operadores lineales), Dfaz-Herrero [ 1], [2], Véz-

quez [ 2], G. Dfaz [ 31... (éaso de operadores no linea-

les).

* Caso de B no necesiariamente multfvoco. Benil&n-Brezis-

-Crandall | 1], Dfaz | 5|, Dfaz-Herrero | 1[,| (|

Vizquez | 1|, Benilan-Brézis| i|,...

* Ecuaciones de orden distinto a dos: Bidaut-Veron [11],

(42 orden), Dfaz-Veron [ 1] (15F orden)...

Un comiin denominador a los trabajos anteriores consiste en que las funciones
auxiliares u y u son construfdas sobre todo 2 (super y subsolu-

ciones globales). En la mayorfa de los casos u y U son escogidas entre
las funciones radiales (e.d. no dependiendo mis que de |x|), obteniéndose

asf estimaciones radiales sobre la localizaci6n y tamafio del conjunto M

(= soporte de u).

(*) Una exposicidn panordmica conteniendo gran parte de la informacibn exis

tente hasta 1977 se tiene en Dfaz [2]
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Més recientemente Bensoussan-Brezis-Friedman [1] han obte
nido estimaciones sobre Qo para (1.1) mis finas que las ofrecidas por la
técnica de supersoluciones globales e incluso de interés para el caso @
acotado.Sus ideas (mis tarde mejoradasen Nagai [1 1, Yamada [1], [2] y
Dfaz-Herrero [2 ]1)radicanenla construccién de funciones de comparacién de

la forma
(1.3) ulx) = hi([x-xo])s u(x) = -ha(]x-xo|)

donde h; es una funcidn real no decreciente tal que h1(0) =0, (i =1,2)
Y Xo ha de escogerse adecuadamente para que U y U sean super y subso-
luciones obteniéndose asf estimaciones de 0 mediante el conjunto de ta--

les Xx,.

En este trabajo se pretende mostrar como es posible obtener
estimaciones mds finas,y de hecho en condiciones mis generales que las de los
trabajos precedentes mediante 1a aplicaci6n de funciones de comparacién de la

forma (1.3) pero no necesariamente definidas sobre todo 2 E1 espfritu que

nos anima es el de sistematizar una técnica (que podrfamos denominar de super-

soluciones locales) capaz de ser aplicada en muy diversas situaciones. Tal in

tento nos parece incluso de un mayor interés que el de la novedad o gran gene
ralidad de los resultados que expondremos en secciones siguientes y que en
realidad pese a su importancia en sf mismos pueden ser considerados sélo como

{lustrativos.

Este &nimo de dar una mayor preponderancia a la técnica que

a los resultados nos ha conducido a 1a consideraci6n de muy variadas formula

ciones y también a pasar con una mayor rapidez sobre cuestiones tales como las

de existencia, unicidad y comparacién de soluciones de una naturaleza diferen
te y en general bien conocidas para los modelos tratados.

L]

ieie

En un intento de poner en evidencia la potencia de la técnica
presentada se abordan diversos problemas de flujos subs6nicos atravesando per_
files planos simétricos con velocidad determinada en el infinito. Tales impor
tantes problemas han atraido la atencidn de numerosos matemdticos, ffsicos e
ingenieros y pueden ser ya calificados como problemas cldsicos de la mecénica

de flufdos y de la teorfa de ecuaciones en derivadas parciales.

Nuestra aproximaci6n a tales cuestiones se basa en el método
(también cl8sico) de la hodografaque permite reducir el problema considerado
(ya sea para flufdos incompresibles como compresibles) al caso de ecuaciones
en derivadas parciales (elfpticas gracias al cardcter subsénico). Sin embar
go la aparicién de una frontera libre (y por tanto desconocida "a priori")
en esa nueva formulaci6n impedfa un tratamiento riguroso de dicha situacién
hasta que 1a moderna teorfa de Inecuaciones Variacionales arroj6é luz sobre la
escena. Esto fué 1levado a cabo en Brezis-Stampacchia [1], [2 ], Brezis-
-Duvaut [1] y mds recientemente Simborsky [1] , reduciendo el problema
a adecuadas Inecuaciones Variacionales sobre las que se apoya nuestra trata-

miento matemdtico.

En dichas Inecuaciones Variacionales la frontera 1ibre 3Q,
representa la distribucién de velocidades a 1o largo de 1a frontera de per-
fil o del canal y es por tanto de una importancia capital. Nuestra aportacibn
original a este respecto radica en la obtencién de estimaciones sobre el tama
fio y localizaci6n de dicha frontera mejorando las anteriormente establecidas
por los citados autores.

Por Gltimo se hacen diversos comentarios referentes al caso de datos no
acotados y a otros tipos de resultados sobre la naturaleza del conjunto de

coincidencia Q.

E1 plan del resto del trabajo es el siguiente:



§2. Técnica de supersoluciones locales para ecuaciones mul

§3.

54,

§5.

Sega

tivocas.
2.1. E1 problema de Dirichlet.
2.2. Condiciones de contorno generales.

2.3. Otras ecuaciones multfvocas.

Ecuaciones estacionarias no necesariamente multfvocas.
Aplicacién a flujos subsdnicos:

Comentarios finales.

N

§2. Técnica de supersoluciones locales para ecuaciones multivocas.

Tal y como ya se ha sefialado en 1la Introduccidn el objetivo
de 1a presente seccibn radica en la obtencién de estimaciones sobre 1a loca-

lizaci6n y tamafio de 1a frontera libre 3Qq.

Un hecho importante a sefialar a este respecto radica en que
el cardcter no vacio del conjunto Qo serd debido a la no linealidad de
los problemas considerados,ya que son muchos los criterios que muestran que
&sto no sucede para el caso de problemas en ecuaciones en derivadas parciales
lineales. (Propiedad de continuaci6n Gnica , principio fuerte del mini

mo, desigualdad de Harnack, etc... B-J-S |1])

Sin mis predmbulos entraremos en materia comenzando por el

estudio de (1.2).

2.1. E1 problema de Dirichlet.

Un problema modelo sobre el que comenzaremos centrando nues
tra atenci6n es el dado por la Inecuacidn Variacional (1.1). Tal problema
puede ser formulado con una mayor generalidad por medio de los 11amados gra-
fos maximales monétonos de RZ. Dichos grafos (o funciones multfvocas de R
en R) vienen caracterizados mediante el grafo de funciones reales b no de
crecientes a las que se les afiade 1os segmentos verticales en 1os puntos de
salto. Mas concretamente se puede asegurar (Brezis [ 3] ) que para todo

grafo maximal monStono de R2 existe b: R +R no decreciente tal que

(<, b(r+ )] si  blr-) = =
g(r) =1 [b(r-), b(r+)1 si =< b(r-) < b(r+) < +o
[b(r-), +=) si  b(r+) = +o

De esta manera el grafo de toda funcidn real continua b y no decreciente
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es un grafo maximal mon6tono de R2. E] principal interés de permitir que

B (como funci6n de R en R) pueda ser multfvoca en algln punto radica

en la aparicién de tal situacién en las Inecuaciones Variacionales. En efec
to, es un simple ejercicio comprobar que si ue Lgoc(n) (para algin p e 3

e [1,2]) es solucién de (1.1) entonces u satisface

-Au +a e u+Bg(u)> f
(2.1) (=(1.2)) ¥ :

u=g N
en el sentido de que 4 w e L?oc(n) con w(x) e B(u(x)) c.p.t. xeq y

tal que -Au+w=f en Q, siendo B el grafo maximal monStono de R2 da
do por 3

(2.2) B(rl =@ si r<o0, 8(0) = (=,0] y B(r) =0 sif r> 0.

E1 grafo B dado por (2.2) es claramente multfvoco en r = 0. Esta condi-
cién (tfpica de los problemas (2.1) que conducen a Inecuaciones Variaciona-
les de algin tipo) sers la Gnica caracterfstica peculiar que supondremos en

esta seccifn sobre la formulacién de (2.1). Una manera de expresar la mul-

tivocidad de B se tiene al recurrir a las siguientes funciones (secciones)

asociadas a B8:

8°(r) = max {z: z e 8(r)} st r e D(B)(={reR: B(r)¢ @})
B7(r) = min {z: z e B(r)} si r eD(B)

85 (r) = 87(r) =40 si re D(B) y r > sup D(B)

B'(r) =87(r) = = si reD(B) y r< inf D(B).

En concreto supondremos a 1o largo de toda esta seccién 1a siguiente hip6te-

sis general:

(Hi) g es un grafo maximal monétono de R® con 0e8(0) y 8(0) < g*0).

digr s

Una variante importante de 1a formulacién (2.1) se reffere

al caso de obstdculos ¥ no necesariamente nulos. M&s concretamente, dado

vy e W*™(q) el problema
-Av + g(v-y)> f Q

\v=0 9]

puede reducirse al (2.1) mediante el cambio u = v - ¥. De esta manera el
conjunto Q, para (2.1) viene dado por el conjunto de coincidencia

{x e g: v(x) = y(x)}. Tal variante puede ser utilizada para estimar el con
Jjunto QA = {x e Q: u(x) < A} supuesto A eR fijo. En efecto basta de-
finir y(x) = A y entonces recordar que si v, es la solucin de P, en-

tonces los teoremas de comparacién (véase p.e. Yamada [4]) permiten asegu-

rar que
u(x) < v, (x)

y de esta manera estimar Q, es equivalente a estimar el conjunto de coin-

cidencia asociado a PA'

Tal y como se ha dicho en 1a introduccién nuestros objeti-
vos actuales son de una naturaleza muy diferente a la de 1a existencia, unici
dad y regularidad de soluciones, y de aquf que nos limitemos a este respec-
to a indicar algunas referencias en donde se pueden encontrar respuestas sa
tisfactorias a dichos temas. En concreto (2.1) puede ser abordado en dife-
rentes espacios funcionales atendiendo a la regularidad de f. Asf,si a >0
para f e L? se obtiene ue ";8: (Brezis [21) y para f e L' se obtie-
ne ueW' con 1<qc< ﬁgi' (Brezis-Strauss [1]). El caso a=0 es
més delicado y requiere hip6tesis adicionales sobre B o sobre Q (véase

p.e. Benilan-Brezis-Crandall [ 1] ¥ Brezis [2]). En nuestro caso y para
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una exposicin mds directa de la técnica que pretendemos sistematizar nos

situaremos en una formulacién cémoda suponiendo de momento

(Hz) o>0
(H)  fel™qa), geW (o)

con 1o cual por los resultados de regularidad de Brezis [2 ] se tiene ase-
gurada la existencia y unicidad de una solucién u de (2.1) satisfaciendo

ue H2(Q) N W P(q) Y entonces continua por las inclusiones de Sobolev.

Una herramienta fundamental de nuestra técnica ser§ la com
paraci6n de soluciones, que nos permite afirmar que si f 5_? y g 5_§
c.p.t. punto, entonces u < i c.p.t. punto de © (U solucién de (2.1) co

rrespondiente a f y §). (Véase p.e. Brezis [2]).

Tal y como ya se ha indicado en la Introduccién, la técni-
ca que emplearemos consistird en la construcci6n de supersoluciones U de

la forma
(2.3) u(x) = h(|x-xo|)

con h funcibn real no decreciente con 0 = h(0), y con la particularidad
de que U no necesita estar definida en todo 2(°). Observemos que si u

es solucién de (2.1) entonces necesariamente ha de ser
(2.4) f(x) e 8(0) c.p.t. x e Qo.

Veremos que 1a condicién (2.4) es "casi" suficiente a 1a hora de determinar

0. En concreto si para € > 0 fijo introducimos los conjuntos

(3) Como se vers mis tarde el problema de la construccibn de subsoluciones

u es completamente andlogo.

i
(2.5) S(f,e) = (x e a: 87(0) + ¢ < flx) <8 (0) - ¢}

nuestros resultados afirmarén que basta "adentrarse" suficientemente en

S(f,e) para tener la seguridad de que se estd en Q.

Se exigird pues que la funci6n u de (2.3)sea supersolucibn
de 1a ecuacién (2.1) pero sbélo sobre S(f,e). Finalmente la comparaci6n de
i con u estari asegurada si podemos afirmar que u < U sobre 3S(f,e).
Ahora bien 3S(f,e) puede involucrar fronteras "artificiales" en @ distin

tas de 2 por lo que en dichas partes de 3S(f,e) bastard exigir que se

tenga

(2.6) ulx) < llullpe(q) < u(x)

En virtud de lo expuesto, la mayor o menor fidelidad de las

estimaciones obtenidas ser& funcidn de dos factores distintos

a) el mayor o menor grado en que U satisface la ecuacibn

de (2.1)
h) la mayor o menor optimalidad de las estimaciones sobre

lull = obtenidas"a priorit

E1 punto a) motiva la introduccién de diferentes funcio-
nes h que originan supersoluciones locales u con distinto grado de veri
ficacidn 1a ecuacién de (2.1). Para poner &sto en evidencia observemos que
unos célculos sencillos muestran que si u es dada por (2.3) con he c2(R")

entonces
(2.7) AU+ o+ U= -h"(|x-Xd]) - T;gi%r h*(Ix-xo|) + ah(|x-xo|)

Por otro lado el exigir que U sea supersolucién local de la ecuacién (2.1)

se reduce a obligar que se verifique
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(2.8) -Au+ o O+ gT(0) > f en  S(f,e)
Y por tanto en funci6n de la monotonfa de B~ se tiene que como U es >0
MG+ o U+ 87(T) > -ad +a - d+ g*(0)
Yy por tanto (2.8) se tiene asegurada exigiendo que h sea tal que
(2.9) he(e) + ML hi(e) - a e nit) ce.
Una primera eleccién de h puede ser

(2.10) h(r) = —£—r

(Bensoussan-Brezis-Friedman [ 1]) y entonces en (2.9) se tiene 1a desigual-
dad estricta en t > 0. Recientemente Nagai [ 1] ha abordado el problema
de la determinaci6n de h verificando en (2.9) 1a igualdad en ¥t > 0.
Tal eleccién de h conducir§ a mejores estimaciones que las obtenidas por
h dada en (2.10) y de ahf que centremos nuestra atencién en ella. En con

creto, eligiremos h solucién del problema de Cauchy
" N‘l (]
h"(t) +—t~h (t) =a - h(t) = ¢ en (0,)
(2.11)
h(0) = h'(0) = 0
con € >0 fijo. Mediante adecuados cambios de variables es posible mos-
trar (véase p.e. Watson [ 1]) que Ta solucidn de (2.11) viene dada por
N
1
€ [n(Ny(_Yat \*72 17
() = & {r(h -5t 'y L - 1}
1 /a— t \2m & 1 }
N 25
m=0 m:r(z' +m)

€ N
= ;{F(z’)
donde Iv(t) es 1a funcibn modificada de Bessel y T es 1a funcién gamma.

Gracias a las propiedades bien conocidas de las funciones de Bessel se obtie

ne sin dificultad que

W 1

(2.13) h(t) > 0, h'(t) >0, oh'(t) > h'(et) para © e [0,1] y t2>0,

Otras propiedades menos inmediatas y que serdn de utilidad mis tarde estédn

recogidas en el siguiente lema técnico (*):

Lema 1. (Nagai [11).

Para toda constante positiva &, existe una (inica constan-

2.12) entonces
te positiva Ry = RG(a) tal que si h es dada por ( )

(i) h(Rg) =6 y h(t) >8 si t>Rg
(1) Ry < (2Xy'/2

(1) Rgla) + (29'/2 cuando o + 0.
(iv) Rgla) + 0 cuando a4 +=.,

Comenzaremos estimando 9o en el interior de :

Teorema 1.

Supuestas (H,), (Hz) y (Hs) entonces

(2.14) {x e S(f,e): d(x, 95(f,e)) 2Ry} € @
con

G 1 -4
(2.15) 8, = maxts,, 6} y &, =max {Ig" s g I I}

Y R61 dado a partir del Lema 1.

(*) Para tranquilidad del lector anticipamos ya que s610 las propiedades
(2.13) y las del Lema 1 serén utilizadas en 1o que sigue pudiendo pres

cindirse de 1a "horrorosa" expresién (2.12).
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Demostracidn.

Comenzaremos considerando (2.1) formulado mediante los da

.t ~ +
tos f=f >0y g=g > 0, cuya soluci6n(necesariamente no negativa,)

denotaremos por u,. Sea ahora x, e S(f,c) para ¢ fijo y definamos

d(x) = h(|x-xo|) con h solucién de (2.11). Se tiene entonces que

AU+ o« U+ BT(0) > - +87(0) > F(x) c.p.t. xeS(f,c).
Consideremos § = BR(xo) con R escogido de manera que
(2.16) Q c S(f,e)

(2.17) h(R) = s,

Observando que si u, es solucién de (2.1) correspondiente a ¥ y g se
tiene

" u+ "oo S. 6...

(razénese por comparacién en Lioc(n)) se concluye que

-AU+ageU+g(@)>Ff en @

U flugfl, >u, en 39
Y entonces por los criterios de comparacién se concluye
0 < u.(x) < h(]x-xo]) c.p.t. xeQ

Las condiciones (2.16) y (2.17) son obviamente satisfechas si

(2.18) Xo e {x e S(f,e): d(x, 35(f,e)) 3-R6+}

con R = R6+ y entonces u,_ es nula en el conjunto de (2.18). Razonando

andlogamente con respecto a f = -f, 5 = -g" y denotando u a la solu

- 15 =

cién de (2.1) correspondiente se obtiene que

u_(x) < u(x) <ux) en BR(xn). R = min {R6+' Rs }

y de aqui la conc1u516n.#

Obsérvese que la estimaci6n (2.14) es independiente de la
anulaci6n o no del dato g sobre 3Q. Tal tipo de comportamiento no habfa
sido puesto de manifiesto anteriormente para (2.1) 10 que en cierta manera
es debido a la utilizacién de funciones de comportamiento radiales y a la

vez globales.

E1 Teorema 1 contiene al Theorem 4.1. de Nagai [ 1] al ha-
cer Q acotado, S(f,e) = Q para algin ¢ >0 y B dado por (2.2). Por
otra parte el apartado (i11) del Lema 1 muestra que la estimaci6n (2.14) es
mis fina que las de Bensoussan-Brezis-Friedman [1] y Yamada [ 1] (corres-
pondientes a h dado por (2.10)). También los apartados (i11) y (iv) del
Lema 1 permiten estudiarautomiticamente 1a evolucibn de la estimaci6n (2.14)

cuando se hace o + 0 o bien a + t=,

Tal y como se coment§ anteriormente a prop6sito de la desi-
gualdad (2.6),es posible obtener estimaciones mis finas que (2.14) con solo
obtener estimaciones menores que &, sobre [lu|l, . (A este respecto &,

podrfa ser comparado con la cota superior
(2.19) 82 = (87) max (Ifll,» B CNO N ).

Nos ocuparemos ahora de la obtencibn de extimaciones sobre

Qo hasta la frontera. Como una primera aproximaci6n a esta problemdtica ob

servémos que si en 1a demostracién del Teorema 1 se elige

(2.20) @ =a n Bylxo)
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con R tal que se tengan (2.16) y (2.17) entonces es posible "1legar" hasta
la frontera si se conoce alguna informaci6n sobre el soporte de g puesto
que si un trozo de 3 coincide con 9N-S0p g sobre dicha frontera se tie-

ne U>u de una Mmanera automdtica gracias a la positividad de h. En con-

secuencia se tiene:

Teorema 2.

Supuestos (Hy), (H,) y (H;) se tiene
(2.21) {x e S(f,e): d(x, 3S(f,e) - (an-sopg)) 2-R61} c

R(S1 dado en el Teorema 1.

#

Nada mejor que un sencillo ejemplo graifico para ilustrar la
estimacién (2.21)

Figura 1.

Otra técnica diferente para obtener estimaciones hasta la
frontera para Q0 estd inspirada en otras funciones de comparacién intro-

ducidas por Yamada [11, [2] y Nagai [1 1.

By

Teorema 3.

Supongamos (H;), (Hz) y (Hs) . Supongamos también que

(2.22){3xo €3 y Ir> Rs, talque g=0 en 30 n B.(xo) y

@ N B.(xo) = S(f,e) con Rs, dado en el Teorema {}u Entonces wu(x) =0

para (2.23) x e S(f,e) tal que [x-xo| <r - RG;‘

Demostracidn.

+ +
De nuevo basta suponer (2.1) formulado con f y g como

datos. Dado x, e S(f,e) definamos la funcién

0 st |x-xo| g_r-R61

(2.24) u(x) =
h(]x-x,| -r+R51) s |x-xq| > r-RG!

con h solucibn de (2.11). Observando que l1a funcibn By h(t-a) satis-
face

h" o+ ﬂ%l.ﬁ- -ah<e en (a,»)

se tiene entonces que

Ai+ta e G+p(E) > -e+87(0) 2F(x) cop.t. xeS(fe)
Escojamos ahora & = S(f,e) N B(xq,r). En 3 se tiene

u(x) > u,(x) sobre 3% n 3 (por la positividad de h
y (2.22)) ;

i(x) > u,(x) sobre 32 n aa (por la eleccibn de 1)
La demostracién concluye a partir de 1a comparacién u, <u en Q y razonan
do como en el Teorema 1.#

Finalizaremos este apartado sefialando que el caso de

a = 0 puede ser abordado por estas técnicas de supersoluciones locales ope
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rando con h dada por (2.10) ¥ tomando como estimacién de lull, 1a dada
en (2.19),

2.2. Condiciones de contorno generales.

En este apartado nos ocuparemos inicialmente de] problema

-Au +o . u+p(u)df en Q
(2.25)
au
= e y(u) en 50

donde n es el vector normal unitario exterior a aQ y

(Hw) Y ©s un grafo maximal mon6tono de R?2 con 06 y(0) .

Mas tarde nos Ocuparemos también del caso de condiciones del

tipo de (2.25) pero no necesariamente homogéneas.

De nuevo 1a cuestién de existencia y unicidad de soluciones
para (2.25) ha sido estudiada en Brezis [1] (f e L2) » Brezis-Strauss [ 1]y
Benilan [1] (f e Lq. 1<p<+)., También Para este problema son bien co-
nocidos los teoremas de comparacién correspondientes a diferentes f y Y

(véase p.e. Brezis [2], Dfaz [5] y Yamada [11).

Con el fin de obtener desigualdades del tipo (2.6) sers de
gran utilidad conocer estimaciones"a priori“sobre 1a norma I I, de1a

solucibn. A este respecto, si a > 0, se tiene

1 - 1 +
(2.26) >t e ulx) bl A4 ST T
asf como para o >0 y R(g) =R = D(B)

(2.27) B USlCAl s, S T e

Ambas estimaciones pueden obtenerse por comparaci6én con adecuadas constantes.

1), 5
La (2.26) también puede ser justificada mediante la teorfa de tipo (M) de

Benilan [2].

Dado el cardcter interior del Teorema 1, la estimaci6n (2.14)

§ or
permanece vdlida para la solucibn de (2.25) con solo substituir &; p

min {max { %’ | R %’”f+ lobe max (-G8 NIF71,)
L L L

(2.28) 65 =

Las estimaciones hasta la frontera requieren un tratamiento

: Dado
diferente. Para 1levarlo a cabo utilizaremos la siguiente notacidn

Xo € &Y y T'caQ definimos
(2.29) 0(xg,T') = inf {cos(n(x), x-x¢), Xx €T'}

9]
donde n(x) = (n;(x),..s nN(x)) es el vector normal unitario exterior a
onde = §s
-Xo. E1 nd
n xer' y (n(x), x-x,) designa el &ngulo entre n(x) y x-xo I
e
* lo si
mero O(X,, T') depende pues de la "geometrfa" de Q y asf por ejemp
0

0.
Q es convexo y acotado, y si x, e @ entonces 0(xo430) >

Se tiene
Teorema 4.
Supongamos (H,), (Hz), (Hi) Yy

) f e L”(q).

Sea T' =230 n 93S(f,e) y supongamos que
=€

¥xo € S
(2.31) 356 C s(f,e) tal que e(Xo.ré) >0 €

Entonces

= Q
(2.31) {x & Slfoch: dls, 33 —— bz Ry b c B
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Demostracién.

De nuevo bastar§ suponer f = > 0 y u, solucién co
= + 5

rrespondiente de (2.25). Dado x, e S(f,e) definamos la funcién

u(x) = h(|x-x0|)

con h solucién de (2.9). Esco Q
jamos Q = 9 n BR(xo) con R escogido de

manera que se tenga

(2.32) QGBS
€

(2.33) u(x) > 65 sobre i - ag

Por otra parte, en 32 n 30 se tiene que

B it U
s (%) 121 o, (xIng(x) = h'(]x-xo|) * cos(n(x), x-xo) > h'(|x-xo])-

9()(0, I") 2 0.
En conclusibn se tiene
-dug +a . u, +gY(u,) i U+ 8 (d Q
i v u) <-Au+a-u+g(u) en
u, <u

. im 5
S A en 3NN

en 3Q-30

y entonces por los resultados standard de comparacibn se tiene que

-~

0 < u.(x) < u(x) c.p.t. xeQ.

La demostracién concluye como en el Teorema 1 y con la observacién de que
(2.32) y (2.33) son satisfechas si

Xo € {x e S(f,e); d(xo, 85, - 32 ) > LIS
D 3

2] =

La hip6tesis (2.30) es satisfecha en particular si se supo
ne Q convexo 0 p.e. las componentes de S(f,c) cercanas a 3R conjuntos
convexos. De nuevo un sencillo ejemplo grdfico nos permitird {lustrar el

significado de la estimacidn (2.32).

Figura 2.

E1 Teorema 4 extiende resultados similares de Nagai [1] ¥y

Yamada [ 1], establecidos en diversas situaciones concretas.

Supuesto @ abierto no acotado de RN el Teorema 4 permi-
te concluir que si se supone S(f, €) de complementario en Q acotadoy €
p.e. convexo entonces la soluci6n de u de (2.25) tiene soporte compacto.
Esta misma conclusién ha sido obtenida en Dfaz [ 5] sustituyendo l1a hipSte-
sis de convexidad sobre Q por otra expresando un crecimiento positivo de
y en 0 (véanse los detalles en el Teorema III de la anterior referencia).
Sin embargo ya se sefialé en Dfaz [ 2] que la técnica al1f utilizada permitfa
también substituir l1a hip6tesis sobre y por otra sobre la "geometrfa" de
30. Dado que tal afirmacidn fue s6lo presentada (y no mostrada) en [ 2] ¥
en virtud también de que el tipo de supersoluciones involuctrado es de un ca-

racter diferente al hasta ahora utilizado aquf expondremos tal resultado a

continuacifdn.



