Sy
Teorema 5.

Supongamos (Hy), (Hs) y (Hs). Supongamos también que

(2.38) Je>o0 tal que @ - S(f,e) es acotado. Impongamos por G1timo
la hip6tesis

(He) xo ¢ RN q
. P Y 3R > 0 tal que si TR, = {x e 32| |x-xo|> Rp}
entonces O(x,, Tr )<O0.
ntonces e

Entonces la soluci6n de (2.25) tiene soporte compacto.

Demostracién.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer f > 0. Supon-
gamos que i

R R
S(fae) € 2a®, Q€= (xeT| |x-x| 2R} .

La conclusi6n se obtendrd construyendo una supersolucién u(x) = G(|x-x,|)
verificando

+, A
butacu+tp(u)<-AU+a-U+8 (1) en @

au au

- — )

an 2~ Tan en 30

- o R

y tal que u(x) =0 en Q" = {x eTj |x| > R} para algin R adecuado.
(Obviamente en dicho caso se tendrfa que 0 < u(x) < i(x) y de aquf 1a con-
clusi6n). La funcibn G es explicitada en el Teorema III de Dfaz [5] aten-

diendo a la dimensi6n del espacio. Asf por ejemplo si N > 2 entonces

1
-z ar? +c; si 0<r<R
43 € 2-N -
G(r) = n ' log r + cyreN 4 ¢, st R_<rcR
0 si R<r

-t 23

donde las constante Ci, C2, C3» €4 ¥ R (R > Ro) son elegidas adecuada-
mente de manera que entre otras condiciones se tenga G e C!([0,@)). En cual

quier caso G es siempre decreciente y entonces si se supone (por simplici-

dad) R, = 0, en 23Q se tiene que
au L 3u = Gt '
e Wkl 121 T (x) + ny(x) = G'(|x=xo|)cos(n(x),x-xo) > 6" (1x-xq)

« O(xe, 3Q) >0

du_, _ _3u
an — an p

construir U definida Gnicamente sobre Q € 'y razonar de manera aniloga al
R

y de aquf la desigualdad - En el caso de ser Rp > 0 basta
RE

Teorema 4 sobre las fronteras o € N aQ ¥y aq © - 3Q. E1 resto de los deta

1les (determinacién de las constantes de G, caso de N =2, etc.) transcu-

rren de manera andloga al citado Teorema III de [5] y se dejan a la pacien-

cia del 1ector.#

La hip6tesis (H¢) es satisfecha en particular si el comple-
mentario de Q es convexo (en cuyo caso Ro =0 y Xo es cualquier punto
de RN-Q). Rudamente hablando 1a hip6tesis (H¢) incluye a aquellos abiertos
cuya frontera (salvo quizds una parte acotada de ella) puede ser "iluminada"
desde un punto exterior. Tal condicién también aparece en el tratamiento de

ciertos problemas de evolucién (Dfaz [31]).

Consideremos ahora el caso de condiciones de contorno gene-

rales y no necesariamente homogéneas:

-Au+oaeu+plu)sf en
(2.35)

Z —%%— (x) + o(x) e y(u(x)) - 6(x)) en 30

Supuestas f e L°(Q), ¢, Oe W' () es bien conocida la existencia y

unicidad de soluciones u e H*(Q) N W (@) (Brezis [2], Yamada[1) . Tam
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bién serd Gtil recordar el criterio de comparacién segiin el cual si se supo

nen
f2f, weth 0<8 c.p.t. punto

/) +

(2.36) ¥ (r) <y (r) ¥r e D(¥) N D(y)

entonces u < U c.p.t. punto de @ (i solucién de (2.35) correspondiente).
Tal resultado se puede encontrar en Yamada [1] v *ambién en Dfaz [5] en &s-

te G1timo con una condicién m&s general que (2.36).

Las estimaciones hasta 1a frontera para (2.35) son sensiblemente

mds delicadas que para (.2.25) o siendo de utilidad el siguiente resultado técnico:

Lema 2. (Nagai [ 1])

Sea h soluci6n de (2.11). Entonces para toda constante existe

RE = RE(a) >0 tal que

(1) h'(R=¢ y h'(t)>€ para txRe.
(1) Rela) < B&

(ii1) Rg(a) +0 cuando a ¢ oy

Para 1a estimaci6n en el interior para (2.35) necesitaremos

una estimacién L~ de 1a solucibn de (2.35)Y con
s

(2.37) Y(r)=9 si r<o, Ys(0) = (2,01, v (r) =0 si r>0
Esto es recogido en el siguiente resultado:

Lema 3.

Sea ug e w"z(n) n w"“(n) solucibn de (2.35)Y supuesto
s
o, ©e W *(a0) Yy fel®@a). Sea wew**(a) n W'™(Q) la solucién Gni-
ca del problema
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-MmM+ta-w=0 en @
- -%%— =0 en Q

Entonces

(2.38) pligre

con

(2.39) 6y = lwll,+ max {min g Tl 87 CUFIIY o Mol o o) -
Demostracién.

La funcién z = u-w satisface
Az +aecz+tp(ztw)2f en Q

9z -0 en 3
i € ys(zﬂl )

cons-
y entonces los teoremas de comparacién aplicados a z y a la funcibn

tante

-l 4
2(x) = max fmin & IF 16TV IRNY o w0l o )
aseguran la desigualdad z <Z y de aquf (2.38).#

Establezcamos por fin la estimaci6n en el interior para (2.35):

Teorema 6.

Supongamos (Hy), (Hz)s (Hi) y(Hs): SewiTo = BN i

y supongamos también que

(2.40) 6(xo,TL) > 0 Vxo 6 S(f,€)

Entonces
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(2-41) {x e S(f €): d(X R
(f.e): , 35(F,¢e)) __1_5;
€)) > max {RG:.' oo T } < Q
siendo
el = ol .

L™ (an)

Demostracifn.

Bastard considerar el caso de datos no negativosy por tanto

u> 0. Observemos que si 'y satisface (H,) entonces

vs(r) <y'(r) ¥redly) ndly) y rxo0

En virtud del resultado de comparacién comentado anteriormente se tendrfa que
0 < u(x) <
< u(x) __us(x) c.p.t. xeQ (us solucibn de (2'35)Y) y por tanto la con
4 n
clusi6n deseada se tendrd automticamente mostrando la estimaci6n (2.39) para
el Qo as
o asociado a (2.35)Ys . Para obtener ésto (1timo definamos como en oca
siones anteriores la funci6n
u(x) = h(|x-x4])

con h solucién de (2.11). Sea & = BR(x,) con R escogido de manera que

(2.43) & € S(f,e)
(2.44) h(R) > 84 si Bplxe)cc g y
(2.45) h'(e(xe,T2IR) > €1 st 2N ad £ 9.

Observemos que en ré se tendrfa entonces que
2L () 121 5 (dny(x) =
lh'(e(xo.ré) o x=xo]) 2 Jle ||, 2 &(x).
En resumen se tendrfa
-dug + a - ug + e+(us) <-Mi+a-.u+pg(d) en @&

Ug £t en a0 - 3Q

G9x£Vs x5y en 30 N aq

h* (| x=xo|)cos (n(x),x-xo) 2 h*(|x-xo|)0(x0,T}) >

w27 -

y entonces por los teoremas de comparacién 0 f_us(x) < u(x) c.p.t. xeq.
La eleccién de R satisfaciendo (2.43), (2.44) y (2.45) determina finalmen-

te la estimacidn (2.41).#

E1 Teorema 6 admite diversas variantes que comentaremos a
continuacién. En primer lugar, si se supone S(f,e) = 0 entonces la estima
ci6n (2.41) puede ser expresada en términos mis cémodos substituyendo &

por

55 i 0
I ”L"(an)

ya que ahora se podrfa tomar 8 =0 en la anterior demostracién y por tanto
no aparecfan fronteras artificiales. Tal situacién junto con B dado por
(2:2) 'y v* N y/o y =0 coincide con los Teoremas 4.2 y 4.3 de Nagai
f11.

Otra importante variante del Teorema 6 corresponde al hecho
de mayorar a la solucién u (o de hecho us) de una manera diferente sobre
cada una de las fronteras de 3S(f,e). Mediante tal procedimiento se obten-
drfa sin dificultad la siguiente (sofisticada pero también muy fina) estima-

cién hasta la frontera:

T O [x e S(F.e): dlx,35(f,e)-30) > Ry , (region ®
d(x,35(f,e) N (30-(sop® U sopg )) >0, @
d(x,35(f,e) N (sopd-sopd)) > —Ere. T (©))

e
d(x,35(f,e) N (sope-sop®)) > Rg. ég)
d(x, S(f,e) n (sope-sope)) > max {Ry._, é‘G%‘J”@)

He aquf una ilustracibn gréfica de la situacidn

Fiqura 3.
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Finalmente sefialemos que la hipStesis (2.40) (que hace refe
rencia a una cierta convexidad sobre S(f,e)) puede ser substituida por una

del tipo

(2.46) dm > 0, [¥°(r)| > m|r| si |r| <e
o bien
(2.47) ®Lislee) convexo

cuando 1o que se estudiaes concretamente la compacidad del soporte de la so-
Tuci6n de (2.35). En efecto, en tales casos bastarfa adaptar la técnica de

supersoluciones globales de manera semejante p.e. al Teorema 5.

2.3. Otras ecuaciones multfvocas.

Los resultados expuestos en las secciones anteriores son re
presentativos del tipo de conclusiones que son mostradas mediante la técnica
de super y subsoluciones locales. EIl aplicar entonces esta técnica a otros
problemas diferentes se reduce a encontrar la funcién u(x) = h(|x-xo]|) (6

mds exactamente a encontrar h) de manera que U sea una supersolucién de

1a ecuacién.

Asf G. Dfaz [1] ha mostrado que la funcién

(2.48) Ux) = g [x-Xo|?  (e.d. h(t) = & t2)
es una supersolucién local sobre S(f,e) de la ecuacibn
(2.49) Lu + g(u) 3 f

donde B satisface (H;) y L es un operador elfptico de segundo orden e.d.

N 2 N
) u
il 132 it _—"71%?1“+ 121 3 B AR

e o)
con a5 e C(@), a;, e L®(2), ao(x) > 0 tales que
N
) ai.(x) E; &y > v|g|? para algin v > 0
i,3=1 J J b
(1a constante K de(2.48) viene dada por K = ; § . lla1j “Lw). De esta mane
> =
ra es posible obtener sin gran dificultad resultados similares a los Teoremas

1,....7, para(2.49) junto con las correspondientes condiciones de contorno.

También para la ecuaci6n no lineal

e + u)3 f
(2.50) By B(u)
con
A ) | u lp-z 3u
(2.51) -Bgu = - 121 3% 3%, 3%,

y B satisfaciendo (M) y R(B) =D(B) =R, es posible hallar una super
solucibn local de la ecuacién sobre S(f,e). En concreto en el Teorema 2

de Dfaz-Herrero.[ 2] es mostrado que ¥p, l<p<e= Tla funcidn

1
“BT 'gT 1 oeipEl
(2.52) G(x) = c|x-xo|P™* (e.d. h(t) = ctP™*) con c= 95— (ﬁ)p

satisface las condiciones requeridas.

Es de sefialar que dado el cardcter local del estudio 1leva
do a cabo, este serfa ficilmente adaptable al caso de condiciones mezcladas

e.d. a problemas de la forma

-Autocu+pluyadf en 0
(2.53) - g:,‘: + ¢, € Y)(U-el) en NN
- gﬂ + 92 e v2(u-02) en 920 = 9Q - 1f

situaci6n que aparece con frecuencia en las aplicaciones.
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§3. Ecuaciones estacionarias no necesariamente mult{vocas.

La técnica de supersoluciones locales desarrollada en la
secci6n anterior también puede ser aplicada a diversos problemas de la Me
cdnica, Fisica e Ingenierfa que se formulan mediante ecuaciones en deriva

das parciales no lineales pero no necesiamente multfvocas.

A modo de ilustracién consideremos el problema:

(3.1)

{ -Au + g(u) 3 f en Q
u=g en 3Q

donde B es ahora supuesto grafo maximal monStono de R? con 0 e g(0) y
R(B) = D{g) = R. De nuevo nuestro objetivo es dar alguna estimacién sobre la

Tocalizacion  del conjunto @, ={ x e @ | u(x) = 0}.

La primera respuesta en este sentido fue dada por Benilan-
-Brezis-Crandall [ 1] para el caso de @ = & y fel®"). (e.d. feL‘CRN)
y con soporte compacto.) En concreto su resultado afirmaba que dada feLa(RN)
la condicién necesaria y suficiente paraquela soluciénu de (3.1) (existente

en un cierto sentido débil en L‘(RN)) tenga soporte compacto es que

(3-2) J W_;_)_—- < too
s s

supuesta j primitiva del grafo g, e.d. 3j = g. Tras este transcenden-
tal trabajo han sido varios los autores que han extendido el anterior resul-

tado en diversas direcciones:

* caso de n\_‘tRN (Dfaz [ 51, Veron [11], Vizquez [1], [2])

* caso de Q gRN y de c. de contorno como en (2.25) (Dfaz

[51,Veron[11).

* caso de un operador no lineal en lugar de A (Dfaz-Herrero

[11 , y Dfaz-Veron [11).
* caso de B concreto e hipétesis diferentes (Benilan-Brezis

[11)

Leaple

Un denominador comin de los citados trabajos es el uso de
supersoluciones globales para concluir la compacidad del soporte de la so-
lucién 1o que limitaba el interés de este tipo de resultados al caso de do
minios @ no acotados. Sin embargo en Diaz-Herrero [2] se muestra como
Ja estimaci6n del soporte de la soluci6n juega un importante papel en el ca
so de ciertas ecuaciones no lineales unidimensionales, apareciendo en la teo

rfa de flufdos no newtonianos y planteadas en dominios acotados.

Al igual que en la seccibn anterior, un elemento fundamental
en 1a técnica es 1a construccidén de una funcidn u(x) = h(|x-%o|) supersolu-
cién local de 1a ecuacién. La obtencién de una funcién h es posible cuan-

do es supuesta la hipétesis (3.2). Para mostrar ésto consideremos la funcibn

(3.3) wB(r) = JT —————95—177— para Tt eR
o (23(s))
y definamos entonces h = w;’. Es obvio que h es no decreciente y h(0) = 0.
Ademéds
h'(r) = VZ3Th(r))
y

h"(r) e B(h(r))

c.p.t. re R(ws). Obsérvese también que podemos suponer sin pérdida de ge-
neralidad que R(ws) =R pues en otro caso bastarfa truncar B8 obteniendo
entonces otro B con R(wé) =R y teniéndose ademds que iy C T

si Qo denota al conjunto de coincidencia de u solucién de (3.1) para 8.

(Véanse los detalles en el Lema 6.5 de Benilan-Brezis-Crandall [ 11).
Si denotamos ahora por

S(f,0) = {x e o | f(x) =0}
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entonces un simple ejercicio muestra que u(x) satisface

(3.4) -AU(x) + 87(i(x)) > f=0 c.p.t. p. de S(f,0)

y por tanto U es una supersoluci6n local para la ecuaci6n y de hecho una

supersolucién del problema (3.1) (u otros problemas de contorno) si ©

satisface adecuadas condiciones de contorno sobre su dominio de definicibn.

En funci6n de los anteriores consideracfones y repitiendo
paso por paso los razonamientos de l1a secci6n anterior es posible "traducir"
cada uno de los resultados de dicha secci6n a 1a formulacién presente con

el sigufente "diccionario".

Hipbtesis (H,) B satisface (3.2)
S(f,e) para algln >0 S(f,0)

RG(“) del lema 1 Vg (8)

(87")* (maxg |I£* 1,87 C llgll.D),
(87" )* (max{ [1£7 1| 8% 1971l ).

max {(8™)YCNET 1) =(B™) (- lIF 110}
R, del Lema 2 vgli7'(52))

lwil, + (87")" max( |If 1l o 87 [Iw-6 "r(

(3.5) 6,4 del Teorema 1
&8s del Teorema 4

6y del Lema 3

A modo de 1lustracién explicitaremos la versi6n anfloga del
Teorema 1.
Teorema 7

Sea B grafo maximal monStono de R? con 0 e 8(0),
R(8) = D(B) =R y satisfaciendo (3.2). Sea felL™(R) y g e W (an).

(3.6) {x e S(f,0): d (x,35(f,0)) 34)8(6)} C Q

con & =max { §, 8} y &, dados a partir de la traduccién (3.5).,

)

)
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Al igual que en el caso multfvoco, la estimaci6n (3.6) ex-
presa la anulacidn de 1a soluci6n en una cierta regidn interior de @ inde
pendientemente de la anulacién o no del dato g en la frontera. Este com-
portamiento habfa sido puesto anteriormente de manifiesto por L. Veron [1]
en el caso particular de @ = Rﬁ = {x e'RN: Xy > 0}. En concreto su resul-
tado (de una naturaleza abstracta) se obtiene al interpretar (3.1) en dicho

caso como un problema de evoluci6n de segundo orden

3%u 5 . pN-1
e bu+a-u +8(u)?0 t>0, Xe

(3.7) u(0,%) = g(%)
U(+°°n') < 4o

siendo t = % ¥y X = (x15...5 Xy_1). En concreto 1a estimaci6n (3.6) ex-
presa entonces las existencia de un tiempo finito de extincion . (e.d.

u(t,*) =0 ¥t >To, paraalgin To < +o) enlazdndose asf con tal propie-

dad tfpicamente no lineal (°).

Es también importante de observar que si se supone 1a hipé

tesis adicional

ds &
(3.8) r___- 10
entonces se pueden lograr estimaciones absolutas (e.d. v&lidas para cuales-
quiera datos f, g, ¢ © 0) (véase a este respecto una respuesta de esta

{ndole obtenida para supersoluciones globales en Vézquez [2 ] y también en

Veron [11).

-

(%) Para un tratamiento exhaustivo de 1a prooiedad de tiempo finito de ex-
tincibn pueden consultarse, Dfaz [ 41, {61, [ 8], G. Dfaz - Dfaz [ 1]
y la bibliograffa de estos trabajos.
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También para la ecuaciones doblemente no Tineales como i(x) = ? lxg=x, 41) st x=(xqs..xy) ¥ X0 =
i=1 i

por ejemplo
-Bgu * Bu)> f en 0 i ("o,n’--' Xo 420 "o,u)

es una supersolucin local de 1a ecuacién (3.10) obteniéndose asf una inme

(-Ap dado en (2.51)) es posible construir supersoluciones locales u(x) =

= h(|x-Xo|) cuando se supone diata extensi6n del Teorema 1 de Dfaz-Herrero|2|(La existencia de solucio-

i£6) : 1 . nes para (3.10) habia sido establecida anteriormente por Attouch-Damlamian
: Bt I-l _3123175_ T (23=8) - [1] y también por Benilan [1 ] bajo adecuadas hipStesis sobre B ). Ob-

En efecto en dicho caso basta definir sérvese que incluso es posible obtener estimaciones "unidireccionales" cuan
do s6lo es conocido que
1
N ds

i d RRYU
Wil e emed 1
ERN 1<1i<N tal que I-l W<

0
y entonces h = w;l (E1 resto de 1os detalles resultan de una f&cil modi-
ficacion de los cdlculos contenidos en el Teorema 1 de Dfaz-Herrero|2 |). cuando se toma u(x) = hy(|x;-x,4|). Tal tipo de estimaciones han sido tam
bién obtenidas para ecuaciones no lineales de primer orden en Dfaz-Veron [1 ].

En algunos casos puede ser de interés el construir otro ti

po de funciones locales de comparacién. Este es el caso p.e. de 1a ecuacibn.
ps=2
ou | J du

(3.10) '§ gL
4 y=1 X4 g Y LA

+8(u)>f en con l<pyciw
i=l,..., N

y donde se supone B grafo maximal monStono de R*> con 0 e B(0) y satis-

faciendo
'[1 —dsﬁy—— < 4w ¥i=1,..., N
1 {ats)™M
Entonces definiendo 1
T p;-1 o
w (I) % cds co % i 4 1
Py Io GGIeT T e
y
-1
hi(t) = wpi(t), Piimiagis S0 0N

un simple c&lculo muestra que l1a funcién
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§4. Aplicacién a flujos subsénicos.

En esta seccifn se pretende mostrar como la técnica de su
persoluciones locales, puede ser aplicada al estudio del flujo de un fluido
subsénico a través de un perfil simétrico en el plano. Tales consideraciones
tienen su punto de partida en los trabajos de Brezis-Stampacchia | |,|2 |,
Brezis-Duvaut |1 | y Shimborsky |1 | en los que diversos problemas de flujo
subsbnico son formulados de manera equivalente en forma de adecuadas Inecua
ciones Variacionales para las que 1a frontera del soporte de 1a solucién

tiene una transcendental importancia.

E1 problema del flujo a través de un perfil dado y con una
velocidad determinada en el infinito es un problema ya cl&sico estudiado por
numerosos autores bajo muy diversos enfoques. (Véase p.e. los tratados de
Bers [ 1] y Ferrari-Tricomi [ 1] y sus extensas bibliograffas). Sin embargo
uno de los métodos clésicos y de mayor interés (el de la “"hodografa") condu-
ce a un nuevo problema con ecuaciones mds sencillas que las originales pero
introduciendo una "frontera 1ibre" con 1o que dicha nueva formulacién no nu
do ser rigurosamente abordada hasta la sistematizacién de la teorfa de Ine-
cuaciones Variacionales. Dada la importancia del modelo ffsico parece inte
resante recordar muy brevemente como se reformulaba tal problema en térmi--
nos de Inecuaciones Variacionales (que es donde se centra nuestra 6ptica),
con el fin de poder interpretar nuestros resultados matemdticos en términos
del problema ffsico, aunque ésto no sea mis que un intento de poner en evi-
dencia la aplicabilidad e interés del tipo de problemas considerados en sec
clones anteriores. Es importante matizar que nuestra aportacién original
se limita al modelo matemitico finalmente obtenido mediante té&cnicas bien

conocidas (para cuya exposici6n nos basaremos en parte, en la debida a Brezis

Sia7i

[51).

Sea pues P un perfil dado en el plano, convexo y simé-
trico con respecto al eje x. Consideraremos flujos simétricos alrededor
de P que son uniformes en el infinito y con velocidad determinada q_

paralela al eje x.

1
Sea § = (q,,9;) 1a velocidad y q = |a] = (qi+q3) /2,

Las ecuaciones b&sicas para determinar el flujo son

(4.1) div(pq) = 7%; (pg) + 7%7 (pq2) = 0 (ecuacidén de continuidad)

(4.2) rot § = -—%‘xz-— - _aaqf =0 (ecuacién del potencial),

donde p es la densidad. Usando el teorema de Bernouilli se obtiene
(4.3) p = h(q)

donde h es una funci6n conocida no creciente dependiendo de las propieda

1/v-1
des fisicas del flufdo (p.e. para algunos gases h(q) = (1-cq?) ). Se

define entonces la funcién de corriente y mediante

3
(4.4) i T —33— = pqs.

1
Entonces dado que qh(q) = [w; + w;] /’. se puede considerar q como fun-

ci6n de ¥, ¥y wy. Usando (4.2) se obtiene

i ; i =0 R2-P
(4.5) (1- 'a"q(lﬂ')"’xx + (1 - a—zg(zﬂ)‘llyy 3%‘&'3‘ Yy en
siendo

a%(q) = -q a—s-‘ﬂ%,—

(a(q) es la velocidad local del sonido). La ecuacién (4.5) admite una impor
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tante simplificaci6n cuando se supone p constante (fluidos incompresi -

bles) pues en dicho caso (4.5) se reduce a
(4.6) Ay = 0.

En todo caso se supone la condicién de contorno
(4.7) V=0 en  ab.

La ecuacién (4.5) es cuasilineal de tipo mixto, siendo elfp
tica si q < a(q) es hiperbélica si q > a(q). Si q. es la solucién de

foie a(qc) (qc es la velocidad del sonido) entonces (4.5) es eliptica en el

rango sobsénico (q < qc) e hiperb6lica en el rango supersénico (q > qc).
Utilizando estimaciones a priori y el toerema de punto fijo de Schauder diver
sos matemdticos han mostrado la existencia de soluciones para (4.5), (4.7) en
el caso elfptico (Schiffman, Bers, Finn, Gilberg,Bery 1]1). En todo caso sus

técnicas no eran constructivas.

Es bien conocido que si consideramos ¢ como funcidn de E
en lugar de (x,y) 1a ecuacién (4.5) se vuelve 1ineal en las nuevas varia-
bles. En concreto en coordenadas polares (q; = q cos 6, q; = q sen 8) se

obtiene la ecuacién de Chaplygin

g o o ook, TR
(4.8) 94 (———(—)—qh 5 ) =5 3 (—("-)—,I 5 Bq)
Y que en caso incomprensible se reduce a

2 3%y £l 3%y
(4'9) q an i q aq + 392 = 0.

La ecuaci6n (4.8) degenera en q = 0 y entonces es conveniente introducir la

nueva variable o en vez de q mediante

q
(4.10) c:Ic_h_(Tl)_dT
q

aiqg.

con 1o que (4.8) toma la forma
2 32
(4.11) k(o) 2+ 2= 0

siendo

g ciggilely

1
K(o) = tger (- =E(ato))

y q(o) 1la funci6n inversa dada a partir de (4.10). Entonces K(c) >0 en

el rango subsonico y K(o) < 0 en el supersénico.

La ecuaci6n (4.11) pese a ser lineal presenta una importan
te dificultad en su resolucién y es el que ha de ser resuelta en un dominio
que es desconocido a priori (1a imagen del perfil P bajo la transforma-
ci6n hodografa no es conocida ya que sobre 9P s6lo se conoce que Y =0

pero no la distribucién de velocidades).

Debido a la simetrfa se tiene que ¥ = 0 sobre el eje x
y por tanto basta estudiar el problema en el semiplano superior donde es

¥ > 0. Supuesto el flujo totalmente subsénico el perfil P es transforma

do en una curva T contenida en la regi6n [0 >0]. T es pues una fron-

tera 1ibre cuya ecuacifn suponemos O = 2(6).

Ra \(D

Figura 4. Figura 5.
Dlann ffcicn Plano hodégrafo.
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Pese a ser T una frontera 1ibre se sabe que sobre ella

¢ = 0 y ademds es posible expresar e —g%L- en funcién de 2'(e) ¥y

90
el radio de curvatura R(e) de P en el punto peP donde P forma un

&ngulo o con el eje x. (Se tomard R(p) < O dado que P es convexo).

Nos restringirémos ahora al caso de fluidos incompresibles
para los que los cdlculos son menos molestos que los correspondientes al caso

comprensible.

Definamos el conjunto D mediante
(4.12) D= {(6,0): o> 2(e), 6g <0 <0y, 6FO0IU{(0,0): £(0)<oco,}

9% _h(s
con o = I ——(;L ds en generaly o_ = - log q, en el caso de fluf

q
dos 1ncompres°¥b'l es .

Inspirados en un método desarrollado por Baiocchi para la
resolucién de ciertos problemas de frontera 1ibre que aparecen en hidrodind

mica, Brezis-Stampacchia [ 2] introdujeron la nueva inc6gnita
a

(4.13) u(e,0) = e'GI (6) eS y(e,s)ds 4 (6,0) e D.
2(6

mostrando que

(4.14) U>0 en D
(4.15) U= Ua = Ue =0 en T
32U 2y - w
(4.16) v gaz =M =-e%(6) en D y Uec D uT)

(4.17) U es continuaen O y U(0,0) = He™® si g > g (2H=altura de P).

Sea ahora

(4.18) m < Min 2(e)
eB<6<eA

o
y definamos
(4.19) Q= (6, 8y) x (m, +=).

Extendamos U a Q escogiendo U(8,0) =0 en Q - D. E1 resultado funda-
mental que enlaza con la teorfa de Inecuaciones Variacionales es recogido en

el siguiente resultado

Teorema 8 (Brezis-Stampacchia [21).

Sea
(4.20) X = (V(6,a) eHi(2); V>0 en @ y V(0,0) = He™® para o> o)}

Entonces U definida por (4.13) pertenece a K y ademds ¥YWe K se tiene

que

(4.21) IQ —gg— 2 (v-0) + —g‘c’,—%—(v-u))de do > fﬂ R(8)e™(V-U)de do.,
Como CONCLUSION de 1o visto hasta el momento, consideremos
la Inecuacione Variacional (4.21), que estd bien formulada ya que €, O
H y R(g) son conocidos (y dependen s6l0 de propiedades de P (a través de
gs Og» H Y R(e)), de g, (o, = - log q,) yde m (definici6n de @
en (4.19)). Entonces si se conocen P, q_  y M (e.d. una cota superior
de Max |E|) entonces por los resultados estandar de Inecuaciones Variacio
nalesap(véase p.e. Lions [11) (1a coercividad es satisfecha a partir de l1a
desigualdad de Poincaré pues Q es acotado en la direccién 6)) se tiene
una Gnica solucién de U de (4.21). Finalmente, la curva que separa los
conjuntes {U >0} (=0') y {U =0} (=q,) determina la frontera libre T
y describe "ipso facto" la distribucibn de velocidades a 1o largo de 3P, sf
es que se tiene que 0' n {o=0}=@. Si §' intersecta al eje {o = 0}
entonces se concluye que q_ €S demasiado grande y no exite un flujo total-

mente subsénico atravesando P.
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La | j ;
estimaci6n del conjunto §o tiene pues una gran trascendencia Lema 4 (Brezis-Stampacchia |2| ).

tal y como se acaba de sefialar . E1 siguiente resultado da una primera res_ sea w(e) 1la funcién definida por

puesta a esta problemdtica:
(xp - X(e)). senp + Y(g) cos g Si 08>0

Teorema 9 (Brezis-Stampacchia |2| ). (4.26) wl(e) =
(xg - X(e)). seng + Y(o) cos @ Si 6<0
Supongamos
dond : son las x -coordenadas de Ay B y (X(e) ;Y(s)) son las coor-
(4.22) Min |R(®)] =r>0 donde X, » Xp
gie fAe denadas del punto Q de 9P, en el que la tangente a 3 , en Q forma un
ingulo con el eje de las x. Dado T> m (m dado en 4.18) , sea 2.=( 8, 0,)x(m,T).
Entonces
Bajo estas condiciones , si Uy € H'(ag) satisface
(4.23) Min 2(8) > o_ + oo(r)
8<0<0 = e LA AR Rgle™ ° en Q
B~ A St e Al (o) y
U.(0,0) = He™® si g_<o<T
Y _por tanto (4.27) T( ) o
UT(B,O') =0 si (9 ;O')G {BA}x(m’T)U{eB}x(m)T)U ( eBi eA)x {m}
(4.24) Max 4] < qe™%%(r) =1 <9 <0
3p g UT(e,T) = w(d)e si og A

donde e« 0 o6 1o Gnfca solucion de “(l+oulr)) e 00ha 1 % !} + (con 8 dado por (2.2)) , entonces 0 < U(9,0) ¢ Up(6,0) c.p.t. (8,0) € By

La demostracién de 1a conclusién (4.23) es mostrada mediante la La funcién w(6) tiene una clara interpretacin geométrica pues re_

comparaci6n de la solucién U (no negativa) con 1a funcibn presenta la distancia entre A (si 6>0) o B( si 8<0) y la recta tangente a

-0 -0 - P =
re 4re "o °°(r)(0-0,,)+He Oore™ o si o >0+ oo(r) 3 P, en el punto (x(e) , Y(8)). Ademds se tiene que para ©>0 y 6<0

(4.25) 0(o,8) = Ur(a) =
wu(a) o+ W(e) = _R(e)
(4.28) { w(By) = w'(8) =0
w(eB) = W' (OB) =0.

0

que asf construida es una supersoluci6n para (4.21).

si o>g,_ +0o(r)

i ol nestaudoe euimnBei Dretindonts BOLERE S S PR A continuacién ilustrarémos 1a aplicabilidad de la técnica de superso

pgersolutinnes locales puste sofatecusdaments Bulicedlcen Jo o Ml SR luciones locales por medio de un caso particular sirviendo de modelo. A este fin

estimaciones similares a (4.23). Como en secciones anteriores, tales estima_ supongamos que 1a funcibn R(g) viene dada mediante

ciones son expresadas por medio de distancias a fronteras (ya sean estas natu

80 - H si 8 6 |-b,m, 0]
rales e.d. de 9R , o artificiales) 1o que contrasta con la estimacién (4.23)
(4.29) R(s) =
que di una estimacién sobre el minimo de £(8) uniforme en 6 . %- H si 8 6 |0,an|

Antes de entrar en materia necesitaremos el siguiente resultado: donde H, 6, ayb son pardmetros positivos tales que § bm-H < 0. (6)

(6) En la practica existen unos cuantos “tipos" de perfiles de un especial interés
y cuyas caracteristicas son completamente explicitas (véase p.e. los modelos
expuestos en Abbott-Von Doenhoff [1])
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Un simple cdlculo muestra que la funcién w viene dada en este caso

mediante

-(H+ 8bm) cos (6 + bm) + Ssen(6 + bwr ) + H- 80 si -br <9 <0
w(e) =

-(H--agl) cos(an-e)-%sen(aw-e)JfH-% si 0<8¢ ar

Obviamente la funcidén (4.29) satisface que Min |R(8)| =86 mb -H < 0
-mbgb<Ta
y entonces el teorema 9 puede ser aplicado. Observemos también que si definimos

e1 i=1,2,3,4,5 mediante

91=-b1\',92="‘)21l » 03= 0 oe'o=921 » 65 = am

entonces se tiene que Min [R(e)| = ry siendo
184:64+1]

ri= 8mb - H ’ r2=6i2b--H s, rs3=H ’r“=ﬂ.-u.

Definamos ahora @, = ( Bys 01+1) x (my0_) y sus fronteras
3191 = {91} X |m.c°°| ’ 3291 = {91+1} xlm"’oo' ’ 33!'21’[9.' 991+1|x{m}i
31.91 =|9.|. 81+1I X {Um}

Teorema 10 - Supuesta R(6) dada por (4.29) entonces la solucién (8,0)

se anula sobre el conjunto 21 s

= {(90'00) € 91 d((eo,co) ,(91,0 )) 2 Z'IELQ‘)" Voe |91s 91+1| ’

max (d((60,00) » (91:0' ))s d((80500) » ( 914.1:0' ))) 3 2,/—LL)-eTV ce |m.o “

si 1=2,3,

Z1= {(00,00) € &1 : d((80,00),(0 10,)) > 2/ L ¥ 6 efoy .0l

—_—
d((60500) , (825 0)) 3 2/ ——Eﬁfgl-e Z Voe|mgo]}

£,= {(80,00) € Qu = d((60,00); (6 40,) > 2./1(%)- Voelow,04 ,

d((eo,co) s (eu,O' )) 3. 2/—2-“—(1)-&—2_ v oé€ Imacm'}

LB

Demostracién.

Introduzcamos la funcién

—o’u
g (8,0) = r—’-e—;— (|6 - 80]2+ |o-00]?)

con (89,00 ) € Z;. Es claro que la funcién 61 satisface

%u 8% % 4
_a'e'}"T;'+B(”) rieomzR(e)-ea en @

rie % .
ig(6,0,) = ——‘—Z— (18-00]2#]00-0, D) > w(6) €% si 0,40 & Byyy
@ r =0 po,

Ug( 8400 ) = _.i:_ (|e- e1|2+|on-c|’)> U”(c) si m¢og o

- r ‘0@
"1( °1+1’°) 7 e4 (lo - 91+1|2+|00-0|2) 3 Ur1(°) si m<ogoy
'-11 (61, o) 30 s U, (65,0)3 0 si mgo<o,

61(6 ,m) 30 si By €6 < 0y,

Ahora bien, por el lema 4 es sabido que

0<U (8 ,0,) ¢« w(o) e c.p.t. 6 e(61,0s)
y andlogamente , la demostracitn del Teorema 9 muestra que
0<U® ,0) ¢ U'i(q) c.p.t. 8e (8,08, ,0ce€(ma).

En cada 91 se tiene 1a mayoracion 0 £ U < 61 sobre 9 91 y por tanto la

conclusién deriva de 1a aplicaci6n de los resultados de comparacidn.g

La naturaleza del resultado anterior queda ilustrada mediante la si_

guiente figura:



bo +oo(ry)
93} Q2 a Q3 Qy
6
- 7b - %? 0 %% ma
Figura 6

Obviamente 1a estimacién del Teorema 10 con s6lo repetir su demostra_
cibn para particiones del 1nterva1o.|- br , an| mas finas que la anteriormente
utilizada. Finalmente podrian ser utilizadas técnicas de Andlisis Numérico para
la obtencién de una estimacién "numérica" de la curva p(8) y por tanto del mi

ximo de 3 sobre oP.

También para el caso de flujos comprensibles Brezis y Stampacchia han
encontrado resultados similares a los Teoremas 8 y 9 (véase Brézis |5|) y de esta
manera la técnica de supersoluciones locales puede ser también adaptada en la ob_

tencibn de estimaciones sobre la frontera libre £(8).

Otros problemas de flujos subsénicos en los que la estimaci6n del con_
junto de coincidencia de la Inecuacibn Variacional correspondiente desempefia un
papel transcendental corresponden a los problemas de perfiles con estela (Brezis-
Duvaut |1] ) y de flujos a través de canales (Tomarelli |1]|) y Simborsky |1]).En
todos los casos anteriores la técnica de supersoluciones locales podrfa ser apli
cada mejorando asf las estimaciones en general formuladas en términos similares

al Teorema 9.
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§5. Comentarios finales.

5.1. E1 método de supersoluciones locales utiliza de una manera fundamen-
tal estimaciones "a priori" sobre 1a norma en L” de la solucién del pro-
blema considerado. Tal y como se ha puesto de manifiesto en secciones an-
teriores ésto conduce a suponer acotados a los datos del problema y enton-
ces la estimacién deseada es obtenida mediante técnicas ligadas al princi-

pio del mdximo.

Sin embargo, el método de supersoluciones locales también
opera para aquellos casos en 10s que no siendo los datos acotados es posi-

bles estimar localmente la norma L® de la solucién.

Este tipo de proceder ya habfa sido utilizado en alguna ma
nera por Benilan-Brezis-Crandall [ 1] al abordar el problema (3.1) sobre
Q= RN y fe Lb(RN). En dicho caso se puede suponer B grafo maximal
acotado de R* y por tanto sobre S(f,0) se tiene que Au = B(u) e.d.

Au e L°(S(f,0)) y entonces por las estimaciones LP se sabe que

u e WP(S(£,0)) ¥1<p<e yenparticular u e C°(S(f,0)).

De manera aniloga también el problema (2.1) (p.e. con g = 0)
se puede suponer £ e L2(S(f,e)) puesto que sobre dicho conjunto se tiene
que -Au, + aug g_f+ - B+(0) < -e Yy entonces la técnica iterativa de Moser
muestra (véase p.e. Gilbarg-Trudinger [1 ] Theorem 8.15) que ue L7(S(f,£))
obteniéndose incluso una estimacién de 1a norma de u en L”(S(f,e)) en fun-

cion de Il 2.

En los dos casos anteriores desgraciadamente las estimacio-
nes sobre la norma L* de u en alguna regibn, son establecidas en funcién

de las normas de los datos (no acotados) haciendo intervenir constantes que



Lvagie

no son facilmente computables 1o que hace que las estimaciones sobre el con
junto de coincidencia no sean de gran validez a menos que 1o @inico que se
cuestione es la compacidad o no del soporte de 1a solucién del problema con
siderado (Esto d1timo es 1o que sucede p.e. en Benilan-Brezis-Crandall [1 ]1).
Dejamos al lector el formular los resultados de compacidad del soporte para
datos no acotados obtenidos mediante la aplicacidn de la técnica de superso
luciones locales. (Obsérvese que la mayorizaci6én de la supersolucién local
sobre 1a estimaci6n de 1a norma L™ de la solucidn es sélo necesaria en las

fronteras "artificiales" del sub-conjunto local D de S(f,e) & S(f,0)).

5.2. E1 caracter local de la técnica desarrollada en este trabajo permite su

aplicaci6én a problemas incluso diferentes de los sefialados en otras secciones.

Asi por ejemplo existe una clase importante de Inecuaciones Variacionales en

los que el obstdculo ¥ de la formulacidn Pw de la seccibn 2.1 no estd de

finido en todo @ siendo posible también estimar el conjunto de coincidencia.

(Para una correcta formulacién de esta clase de problemas véase Kinderleher-

-Stampacchia [1 ] pdg. 137).

Otros tipos de Inecuaciones Variacionales tales como el pro-
blema de Signorini (multivocidad s61o en la condicién de contorno) y el elas-
tico-plastico (restricciones sobre el gradiente de u) pueden ser también
abordados mediante nuestra técnica para obtener diferentes e importantes pro

piedades (1o que serd objeto de un trabajo posterior).

Incluso para algunas ecuaciones de evolucidn la técnica aquf
desarrollada es de gran utilidad en el estudio de la propiedad denominada de

localizacién. (Véase a este respecto, los resultados de Dfaz-Herrero [ 21).

5.3. Por Gltimo es importante sefialar que la consideracién de otro tipo de

propiedades concernientes al conjunto de coincidencia Qo ha atrafdo l1a aten
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cibn de prestigiosos especialistas. Asf p.e., la regularidad de 9o,
es exhaustiva tratada en 1a reciente monograffa de Kinderleherer-Stampacchia
[1]1 donde se encontrard una larga lista de referencias asf como otras pro-

piedades del conjunto de coincidencia asociado a diversas Inecuaciones Varia

cionales.
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