
J.I. Díaz 
RAC, IMI (UCM)

Modelización: de la justificación matemática 
de sencillos juegos mecánicos a las 

aplicaciones industriales

X Ciclo de conferencias de divulgación científica: Ciencia para todos

Madrid, 5 de junio de 2014



J.I. Díaz 2 21/08/2023

Gobierno o control

La “Trilogía Universal” de la  Matemática 
Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis
matemático 

Cálculo

numérico
Control 
matemático

Validación

1. Introducción.



No confundir con el “proceso de modelado” típico de los artistas. Esta es la razón por 
la que este conferenciante propuso, en Junio de 2002, a la Real Academia  Española, 
acuñar la palabra “Modelización” 
(inexistente hasta entonces en castellano) 
y que tal y como le comunicó su entonces Vicepresidente,  (y Presidente de la de 
Ciencias)  A. Martín Municio, fue aprobada en tan sólo unos meses. 

La primera de las etapas a la hora de abordar matemáticamente  un problema 
"real" la constituye  su modelización. 

Modelo= conjunto de relaciones utilizado para representar y estudiar de forma 
simple y comprensible un objeto o fenómeno de la realidad.

La experiencia muestra que obtener un modelo "correcto" no es siempre una 
tarea fácil y de hecho puede equivaler a haber resuelto ya más de la mitad del 
problema. 

Su carácter constructivo involucra inevitablemente otras componentes ligadas a 
la experiencia, intuición y sentido estético. 

Estas son quizás las razones por la que numerosos autores se refieren a ese 
proceso cómo "el arte de modelizar". 



En esta conferencia se comenzará por reproducir tres sencillos juegos mecánicos que 
suelen llamar la atención a quienes los observan: la peonza Estas son quizás las razones 
por la que numerosos autores se refieren a ese proceso cómo "el arte de modelizar". 
“peonza invertible” (Tippe Top),  "la piedra celta" y "el disco de Euler".  

Muchos de esos  juegos  son una sencilla y directa visualización de procesos bastante 
más complejos que aparecen en  la esfera de las aplicaciones industriales.

Leonardo da Vinci (1452-1519)
Notebooks, v. 1, ch. 20.(1489-1508) 

Analizaremos  los grandes rasgos de su modelización matemática (sin entrar en detalles 
excesivamente técnicos)  y  sus  insospechados comportamientos comunes. 

Incluso en cursos  académicamente reglados,  habitualmente no son tenidos en 
cuenta. 

La Mecánica es el paraíso de las ciencias matemáticas pues 
por medio de ella surgen los frutos de la matemática.

Al final de la charla se expondrán algunos problemas matemáticos “de origen industrial “ 
que tienen ciertos rasgos comunes con los  sencillos juegos mecánicos anteriores.



L'enfant au toton (1708: en el Louvre))   
Jean Siméon Chardin (París, 1699–1779) 27 de Abril de 2014

Niño absorto ante una peonza 306 
años más tarde 

Valores eternos y universales: curiosidad y afán de comprender



Wolfgang Pauli  (1900-1958: PN 1945) y Neils Bohr (1885-1962: PN 1922), disfrutando de 
la observación de la tippe-top, University of Lund, Mayo 31 1951.
¡¡ Un precedente muy distinguido de la curiosidad por los giros de objetos singulares !! 



http://vimeo.com/49101839

Tope top (la peonza invertible) 



Más tradicional pero menos vistoso: rotación de huevos duros 

Ya en la década de 1800 , Sir William Thomson (Lord Kelvin, 1824, 1907) y su amigo 
Bailie Hugh Blackburn (1823-1909) experimentaron girando “piedras con forma de 
huevo” (eggshaped) que se encuentran en la playa. Vieron propiedades similares a 
las de la Tippe Top (peonza invertible) , que aún no se había  inventado .

Una referencia más moderna sobre el estudio matemático de giros de huevos 
duros:



En 1891, Helene Sperl patentó  (en Munich)  una peonza con estas propiedades. 
Denominada  como " Wendekreisel " en Alemania .
Pero la patente venció se acabó al año siguiente por impago de la cuota de la patente .

Sobre la historia de la peonza invertible

En el libro del Prof.  Ayudante de Lord Kelvin,  John Perry (1850-1920) [Spinning Tops 
and Gyroscopic Motions, 1890] se describe un pequeño objeto esférico con un centro 
de masa que no coincide con el centro de la esfera. 
Cuando el objeto se coloca sobre una mesa, el centro de masa apunta hacia abajo, 
hacia la mesa. Tras el giro, su centro de masa se levanta (al igual que en una Tippe
Top).

En 1950 una tal peonza invertible  fue re-patentada por el ingeniero danés Werner 
Ostberg (quien la denominó " tippe-top ") . 

Tuvo la idea durante una visita a América del Sur, donde había visto a la gente 
jugando  con una fruta pequeña y redonda. Cuando giraban por el tallo como 
una peonza giraba por un segundo y luego  se invertía y  giraba  sobre  el tallo . 

Produjo en masa la Tippe Top  y ganó gran popularidad en todo el mundo  
(En Canadá de venta en farmacias, y a partir de 1953 en las cajas de cereales: Nabisco , 
General Mills,…)



¿De donde saca la energía para girar invertida?

¿Por qué cambia el sentido de giro una vez que se invierte? 

En 1952 comienza ya el estudio matemático  sobre la Tippe Top con el artículo de 
C.M. Braams (Rijks University, Utrecht).



La “piedra celta” (rattleback, anagyre)

Mi viaje a Cardiff (2007): museo de la ciencia



Emmanuel Péluchon
ébéniste – boisselier
Place Excelsior
110 rue Rivière – Suite #3
Bedford, Québec J0J 1A0

www.facebook.com/emmanuelpeluchon.com

De nuevo: 

¿De donde saca la energía para cambiar el sentido de giro?



Comprado a Damert Company, Auburn, Alamaba, USA.

Mi conferencia en Paris VI ( 2004), H.K. Moffat (Newton Institute, Cambridge) 



¿Por qué el ruido puntual antes de 
pararse?

¿Por qué gira más rápidamente 
antes de parase ? 



Principios fundamentales

Leyes constitutivas

Modelo “bien planteado en sentido de Hadamard”

¿Solución exacta? (sistemas integrables por cuadraturas)

Estabilidad (comportamiento para tiempos grandes)

Principio de estabilidad linealizada

Estabilidad de Lyapounov

Segunda Ley de Newton + Variación del momento angular 

Forma del sólido rígido,  Movimiento con ligaduras

Existe solución del modelo y depende continuamente de los datos 

2. Modelización y análisis matemático: aplicación al sólido rígido



Leonhard Euler (1707-1783)

Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
Carta a Euler de 12 de agosto de 1755  (19años)

Nacimiento del Cálculo de Variaciones

"Du mouvement de rotation des corps solides autour 
d'un axe variable." Mém. de l'Acad. Sci. Berlin 14, 154-
193, 1758.

“Principes generaux de l'etat d'equilibre des fluides”, 1755 

“La teoría queda reducida a unas ecuaciones diferenciales: solo falta el cultivo de su 
análisis matemático".

El problema del movimiento por la gravedad de una peonza no es, en general, resoluble 
exactamente en términos de cuadraturas. 

Durante muchos años los únicos casos integrables conocidos fueron: 1 (Euler ) peonza con 
punto fijo coincidiendo con su centro de gravedad (para que la gravedad no influye en el 
movimiento) y 2 (Lagrange) caso en el que el punto fijo de la peonza y el centro de 
gravedad se encuentran en un eje de simetría. 



C. G. J.  Jacobi (1804-1851).

C. G. J. Jacobi, "Sur la rotation d'un corps." Comptes Rendus 
de l'Acad. Sci. 29, 97-106, 1849.

General  de Ingénierons 
Zarco del Valle (1785-1866



Consolidación: rigor matemático: Problemas sin 
solución,...

Karl Weierstrass (1815-1897)

Sofia Vasílievna Kovalévskaya
(Moscú, 1850- Estocolmo, 1891) 
Primera matemática rusa de gran relevancia
Primera mujer que consiguió una plaza de profesora 
universitaria en Europa (Suecia, 1881).

S. Kovalevskaya (188); una solución analítica para el caso de una peonza en la que 
dos de los principales momentos de inercia en el punto fijo son iguales y el doble de 
la tercera y cuando el centro de gravedad está en el plano de los momentos iguales 
de inercia (Whittaker 1944, p . 164 ) .

Funciones elípticas de Weierstrass ,…, 



Rudolf Otto Sigismund Lipschitz
(1832 – 1903) 

Universidad de Bonn desde 1864
Alumno de Dirichlet

Director de tesis de Felix Klein

Teoría general de ecuaciones diferenciales ordinarias

Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857)

G. Peano, Sull’integrabilità delle equazioni differenziali del primo 
ordine, Atti Accad. Sci. Torino, 21 (1886) 437–445.

Giuseppe Peano (1858-1932)



Estabilidad: sistemas conservativos y sistemas disipativos

• P. G. L. Dirichlet (1805-1859),
• H. Poincaré (1854-1912),
• A.M. Lyapunov (1857-1918),...

t →+∞



Cuerpo con tres momentos de inercia 
diferentes en ausencia de fuerzas 

Un caso sencillo pero enigmático

Elipsoide de Louis 
Poinsot (1777 - 1859) 





Una herramienta genial: ángulos de Euler

El vector velocidad angular y los ángulos de Euler



3. Estudio de la peonza reversible

Ley constitutiva de la 
fricción

Adaptado de W.A. Pliskin (1958)



despreciable

si

Velocidad angular del punto de 
contacto C respecto del eje Z

Tercer momento 
de inercia casi 
igual a los dos 
primeros 



Algunas referencias sobre la peonza reversible

Braams, C. M. "The Symmetrical Spherical Top." Nature 170, No. 4314.

Braams, C. M. Physica 18, 503, 1952.

Braams, C. M. "The Tippe Top." Amer. J. Phys. 22, 568, 1954.

Cohen, R. J. Amer. J. Phys. 45, 12, 1977.

Ebenfeld, S. and Scheck, F. Ann. Phys. 243, 195, 1995.

Hart, J. B. "Angular Momentum and the Tippe Top." Amer. J. Phys. 27, 189, 1959.

Hugenholz, N. M. Physica 18, 515, 1952.

Isaeva, L. S. J. Appl. Math. Mech. 23, 572, 1959.

Kuypers, F.; Meyer, G. P.; Freihart, J.; Friedl, C.; Gerisch, M.; Kraus, H. J.; and 
Seidel, K. ZAMM 74, 503, 1994.



Leutwyler, H. Eur. J. Phys. 15, 59, 1994.

O'Brien, S. O. and Synge, J. L. Proc. Roy. Irish Acad. A56, 23, 1954.

Or, A. C. SIAM J. Appl. Math. 54, 597, 1994.

Pliskin, W. A. "The Tippe Top (Topsy-Turvy Top)." Amer. J. Phys. 22, 28-32, 
1954.
Animación basada en el modelo matemático: realidad virtual



4. Sobre la Piedra Celta Adaptado de Routh (1904) y P. Bérest (1997) .
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bifurcaciones de soluciones ( estacionarias o periódicas)

Comportamientos no lineales

Aleksandr Mijáilovich Lyapunov (1857 –1918) 

"Problème générale de la stabilité du mouvement" (1892)

Teorema de Ph. Hartman (1915-) – D.M. Grobman,  o 
teorema de linealización (1960 y 1959  respectivamente)





Animación basada en el modelo matemático: realidad virtual



5. Sobre el Disco de Euler









































6. Algunas Investigaciones matemáticas conectadas con la “industria”: 
6. 1. Cohetes espaciales

Lee-Markus, SIAM, 1989

Misión Rosetta El PAÍS, 4 de junio  2014



Algunas Investigaciones matemáticas conectadas con la “industria”: 
6. 2. Contrato con ADSA



Un problema inverso emergente en el estudio de 
los movimientos con rotaciones intrínsecas no 
coaxiales de un disco
Gabriel Barceló, Advanced Dynamics, S.A. nnn
Jesús Ildefonso Díaz, Universidad Complutense de Madrid
Ángel Manuel Ramos, Universidad Complutense de Madrid

Sevilla, 24 de septiembre de 2007

MOMAT (UCM): Modelos Matemáticos en Ciencia y Tecnología

Universidad Complutense de Madrid



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
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1 Motivación de ADSA

Profundización en el estudio de los fenómenos de 
Rotación y Orbitación 
del sólido rígido



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
64

 De acuerdo con la Mecánica Clásica:

• Si a un sólido con movimiento de rotación se le aplica un
par de fuerzas externas, éstas causaran una nueva rotación en el
sólido que se sumará vectorialmente a la ya existente, pero que no
modificará la trayectoria del centro de masa del sólido.

• En otras palabras, si no se aplica una fuerza neta al centro de masas
del sólido, éste no modificará su trayectoria, ni siquiera si se le
aplica un par de fuerzas externas. De hecho, se modificará
únicamente su giro intrínseco, como resultado de la suma vectorial
de la rotación inicial y de la rotación producida por el par.



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
65

 De acuerdo con la Teoría de Interacciones Dinámicas de
ADSA (y en contradicción con la Mecánica Clásica):

Puede existir correlación entre rotación y orbitación.
Si un cuerpo con momento angular intrínseco y 
velocidad de traslación es sometido a un par no coincidente de 
fuerzas, éste modificará la trayectoria de traslación.
En caso de que el par fuese constante, se generará una órbita cerrada (sin 

ser necesaria la acción de una fuerza central)



angel@mat.ucm.es
Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas 
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1 Motivación de ADSA

Cuando se producen simultáneamente una rotación intrínseca y un
movimiento orbital, podría ser debido a que existen interacciones
dinámicas generadas por un par que actúa sobre el cuerpo dotado de
rotación intrínseca sin que resulte requisito necesario la existencia de
una fuerza central, aunque el movimiento resultante sería semejante al
que describiría un cuerpo sometido a fuerza central.

Conclusión de ADSA: hay indicios de que pueda 
demostrarse la siguiente Conjetura



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
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Experimentos de ADSA:

“Submarino
sin timón”



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
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Experimentos de ADSA:

Submarino
sin timón



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
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δϖ ⋅=V

Disco de simetría axial en 
rotación propia

Velocidad tangencial constante debida 
a la rotación

Disco tras añadir una rotación no 
coaxial con la rotación propia

θδ cos⋅⋅Ω=zV

A la anterior velocidad tangencial constante se añade
ahora una velocidad variable según la posición de la
partícula

Disco homogéneo de masa m, radio r y anchura despreciable



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
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Problema planteado por ADSA. 
Analizar si la descripción de velocidades anteriores era compatible con las 
ecuaciones de algún movimiento del sólido rígido

Formalización matemática del problema:

{ }1 2 3R O; , ,   Sistema de referencia inercial= e e e

 { }1 2 3R( ) O( ); ( ), ( ), ( )   Sistema de referencia solidario al sólidot t t t t= e e e  

tal que R(0) R=

1 2 ( , , ) (cos( ),sePunto arbitrario n( ),0) cos( ) + sen( en 0 ):t x y z δ µ µ δ µ δ µ= == e e

1 2 ( ( ),Trayec ( ), ( )) cos( ) ( )toria del punto arbitrario: + sen( ) ( )x t y t z t t tδ µ δ µ= e e 



2 Descripción del problema
Velocidad en el punto arbitrario: 1 2 3= + +V V V V

Problema:
¿Es la velocidad V compatible con las ecuaciones de algún movimiento 
del sólido rígido?



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
72

Descripción de grados de libertad del movimiento:

Es bien conocido que para determinar el movimiento del sólido rígido
basta con 6 grados de libertad



Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
73







Pb inverso en Rotaciones Intrínsecas
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4 Simulación numérica
Test numérico: 

1,  1  10w y TΩ = = =



 aproximación numérica 

para calcular ,
nn

+

E w

Disco en instantes
0,  1,  2 y =3.t t t t= = =



6.3. Un fenómeno similar al del disco de Euler: Proceso de maduración de Ostwald.

El estudio de la precipitación de cristales es un tema central en Ingeniería Química 
que ha atraído la atención de especialistas de muchas disciplinas (incluida la 
Matemática), sobre todo después de los trabajos pioneros del Premio Nobel, en 1909, 
de F.W. Ostwald.

Friedrich Wilhelm Ostwald (1853-1932)

* Riga (Imperio ruso, hoy capital de Letonia), familia de 
alemanes del Báltico.
* Universidad de Dorpat (hoy Universidad de Tartu), hasta 
1881. 
* Instituto Politécnico de Riga (1881-1887) 
*Universidad de Leipzig (1887-jubilación 1906) profesor de 
química-física.

Pintor, escritor, filósofo, defensor del esperanto, …

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d7/Wilhelm_Ostwald.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/d7/Wilhelm_Ostwald.jpg


La llamada maduración de Ostwald en cristalizadores reactivos (persistencia de un único 
tamaño de cristal a medida que avanza el tiempo en soluciones que inicialmente 
contienen cristales de muchos otros tamaños). 



Varios modelos matemáticos pueden ser introducidos a este respecto. 

Ejemplos cotidianos

•re-cristalización del agua en el helado (textura arenosa, crujiente: cristales de hielo más grandes 
crecen a expensas de los más pequeños en el helado, creando así una textura más gruesa),…

• gastronomía: emulsiones,…  

•geología: megacristales de feldespato (ortoclasa),… 

•química: los cristales más pequeños actúan como combustible para el crecimiento de grandes 
cristales. síntesis de solución de los puntos cuánticos, análisis gravimétrico,…

• fabricación de películas de fotografía,…

N.S. Tavare, Simulation of Ostwald Ripening in a Reactive Batch Crystallizer, AIchE J. 33, 
(1985), 152-156.

L. Ratke and P.W. Voorhees, Growth and Coarsening: Ostwald Ripening in Material 
Processing. Springer. Berlin. 2002

A. Friedman, B. Ou and D.S. Ross, Crystal Precipitation with Discrete Initial Data, J. 
Math. Anal. Appl. 137, (1989), 576-590.

J.I. Díaz, R. Gómez, Measure-valued solutions to a nonlocal conservation law arising in 
crystal precipitation, CEDyA, 2008. 



Modelo  matemático simplificado:  el número de cristales, es fijo.  

Como veremos; sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. 

Un modelo más realista  lleva a un problema en ecuaciones en derivadas 
parciales de primer orden (de tipo hiperbólico, no lineales y no locales) en los que 
la solución viene dado por deltas de Dirac (peores que funciones discontínuas): 
matemática muy sofisticada, más allá de lo inicialmente esperado.

Dinámica muy opuesta a la de la  reacción B-Z:

el proceso de maduración de Ostwald termina (se alcanza el equilibrio) casi 
totalmente o de hecho completamente en un tiempo finito (y no sólo 
asintóticamente cuando t → + ∞).











Pequeños parámetros









Simulación numérica

Realidad virtual

Diseño y control en el crecimiento de nuevos cristales,…



Algunas Investigaciones matemáticas conectadas con la “industria”: 
6. 3. Un comportamiento similar en MEMS

John A. Pelesko and David H. Bernstein. Modeling MEMS and NEMS (2002)

Modelos matematicos de sistemas micro-electro-mecánicos y nano-electro-
mecánicos (MEMS and NEMS).



Gracias por su 
atención 
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