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0. Introducción

Antes de entrar en materia, sin entrar aún en detalles técnicos, esta conferencia (de 
carácter interdisciplinar) pretende subrayar el poder anticipativo de la matemática, su 
“irrazonable efectividad” y el gran valor poético y estético de su universalidad. 
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1. Cuasicristales (Premio Nobel de Química de 1984)
2. Cristalografía regular
3. Simetrías imposibles
4. Revisión del concepto de cristal vía la difracción de rayos X (Premios Nobel de 

3 años): desembarco en el Análisis de Fourier.
5. Prehistoria matemática de los cuasicristales: Roger Penrose e Yves Meyer
6. Idealización: cuasicristales como medidas cristalinas exóticas
7. Una insospechada conexión: medidas cristalinas exóticas y ondas de Riemann 

El gran protagonista de esta conferencia, en realidad, es 
Yves F. Meyer (Tunez, 1939-) 

Medalla Abel 2017
Académico Correspondiente Extranjero de la RAC 2018

https://en.wikipedia.org/wiki/Yves_Meyer

Conferencia Fundación Ramón Areces-RAC, 25 de Octubre de 2018 



Cuando en 2011 se otorgó, el Premio Nobel de Química a Dan Shechtman (Tel Aviv 
1941) por su descubrimiento, en 1982, de una aleación con una simetría de orden 10, 
y por tanto imposible desde el punto de vista de la Cristalografía, se estaba premiando 
también la profunda y viva relación que la Matemática venía manteniendo con la 
Cristalografía desde tiempos anteriores a Kepler y con implicaciones que recuerdan 
incluso las bellas ornamentaciones de la Alhambra y de otras muchas obras de la 
cultura árabe.

1. Cuasicristales (Premio Nobel de Química de 1984)
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Aquí no nos referiremos a las importantes propiedades 
físico-químicas de los cuasicristales (….otra conferencia)



¿Qué es un Cuasi-cristal?

Uff !!!!     
Empecemos por algo más sencillo: 
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Cuarzo
Cristal

Hasta 1990 el Estado Sólido consideraba que las redes atómicas, moleculares o
iónicas podían ser: ordenadas (redes cristalinas) y desordenadas (redes de
vidrios, de polímeros, amorfos etc.)

Obsidiana
Vidrio

Pirita Cristal dodecaedro 
pentagonal
Cuasicristal

¡Fuera esa clasificación!

2. Cristalografía regular

Cualquier material está formado por átomos, iones o moléculas, organizados o
enlazados entre si para formar redes tridimensionales.

Los átomos e iones se encuentran organizados de forma simétrica en redes
elementales, que se repiten indefinidamente formando una estructura cristalina.



7

Un sólido cristalino se construye a partir de la
repetición en el espacio de una estructura
elemental paralelepipédica denominada celda unitaria. En
función de los parámetros de red, es decir, de las
longitudes de los lados o ejes del paralelepípedo elemental
y de los ángulos que forman, se distinguen siete sistemas
cristalinos:

En función de las posibles localizaciones de los átomos en la celda unitaria 
se establecen 14 estructuras cristalinas básicas, las denominadas redes de 
Bravais (1850: Auguste Bravais (1811-1863)).



Las 14 
estructuras 
cristalinas 
básicas (redes 
de Bravais)

Auguste Bravais
(1811-1863) de la 
misma promoción 
que Evariste Galois
(olimpiada 
matemática) . 
Descubrimiento de 
que eran solo 14 
tipos en 1848 
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Simetría de traslación
Estructura repetitiva periódica



Los grupos espaciales en tres dimensiones están formados por combinaciones de los 32 grupos
de puntos cristalográficos con las 14 redes de Bravais, y cada una de estas pertenece a uno de los
7 sistemas de redes. Esto muestra que cada grupo espacial es una combinación de la simetría de
traslación de una celda unitaria incluyendo el centro de redes, las operaciones de simetría del
grupo de puntos de reflexión, rotación y/o rotación impropia (también llamada rotoreflexión), y
el eje helicoidal y el plano de deslizamiento de operaciones simétricas. La combinación de todas
estas operaciones de simetría dan lugar a un total de 230 grupos espaciales diferentes que
describen todas las posibles simetrías cristalinas.

230 grupos 
espaciales en 
3 dimensiones

https://es.wikipedia.
org/wiki/Grupo_esp
acial
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Fedorov, 1891
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A partir de las teselaciones simétricas se pueden construir teselaciones asimétricas  
(arte árabe, …Escher,…)

Señalemos que en el plano solo hay 17 grupos, e.d., 17 únicos tipos de
teselaciones (distribuciones planas de un conjunto de figuras que se repiten sin
límite, sin superponerse y sin dejar ningún hueco).



Los 17 grupos de la Alhambra

http://www.alhambra-
patronato.es/elblogdelmuseo/i
ndex.php/geometria-
matematica-alicatados/

J.M. Montesinos, Classical Tessellations and Three-Manifolds, Springer-Verlag Berlin, 1987. 
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http://therese.eveilleau.pagesperso-
orange.fr/pages/jeux_mat/textes/pavage_17_types.htm

Denominación matemática de 
cada grupo.



M. C. Escher (1898-1972)

Del arte nazarí a Escher:



Un teselado, regular o teselado con polígonos regulares es un teselado del plano que 
emplea un solo tipo de polígonos regulares. Estos patrones geométricos han sido 
ampliamente utilizados con fines decorativos desde la antigüedad. Solo son posibles 
teselados regulares empleando triángulos equiláteros, cuadrados y hexágonos 
regulares. El primer tratamiento matemático sistemático del tema fue el de Kepler.

!!! Imposible ¡¡¡
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3. Simetrías imposibles

No es posible teselar sólo 
con pentágonos

Teorema de restricción cristalográfica: Las 
simetrías de rotación de orden 2, 3, 4 y 6 son 
las únicas permitidas.



Pero, …, se pueden hacer teselaciones pentagonales a base de que no sean 
regulares: 

Percy Alexander MacMahon New Mathematical Pastimes 1921.

Teselación de El Cairo: aparece frecuentemente en las calles de esa ciudad 
(y en los murales y arte islámico).
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5. Revisión del concepto de cristal vía la difracción de rayos X (Premios Nobel de 
tres años diferentes): desembarco en el Análisis de Fourier

Para ir más allá de la periodicidad tridimensional (manteniendo unos ciertos patrones)
hemos de pasar por las técnicas de reconocimiento de estructuras por medio de la
difracción de rayos X (o similares).

La idea de que los cristales son una repetición periódica de un grupo de moléculas ya
existía anteriormente a que Wilhelm Conrad Röntgen descubriera los rayos X en 1895
(Primer premio ´Nobel de Física, en 1901).

Ya se había superado la polémica sobre la teoría geométrica de la luz (Fermat, Newton,..) 
y su interpretación por Maxwell como ondas electromagnéticas.



Los experimentos de Young condujeron al estudio de la difracción como un  
fenómeno característico de las ondas que se basa en la desviación de estas 
al encontrar un obstáculo o al atravesar una rendija de un tamaño del 
orden de su longitud de onda.
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Recordemos que todas las radiaciones electromagnéticas se
transmiten a la velocidad de la luz (300.000 km/segundo) en forma
de ondas.

Mientras más corta sea la longitud de onda, más alta es la
frecuencia de la misma. Onda corta, significa alta frecuencia. Onda
larga, baja frecuencia.

La energía electromagnética en una particular longitud de onda λ
(en el vacío) tiene una frecuencia f asociada y una energía de fotón
E. Por tanto, el espectro electromagnético puede ser expresado
igualmente en cualquiera de esos términos.

Por lo tanto, las ondas electromagnéticas de alta frecuencia tienen
una longitud de onda corta y mucha energía mientras que las
ondas de baja frecuencia tienen grandes longitudes de onda y
poca energía.

Aunque las distancias típicas entre los planos de la red cristalina se desconocían, se
sabía que debían ser muy pequeñas comparadas con la longitud de onda de la luz
visible. Esto le dio al físico alemán Max von Laue (1879-1960) [Premio Nobel de
Física de 1914, discípulo de Max Planck] la idea de utilizar cristales de sulfato de
cobre para determinar si los rayos X se componían de partículas u ondas: dedujo
que, si fueran ondas, deberían generar un patrón de difracción al atravesar los
cristales. 18



Difracción y red cristalina dual (o recíproca) de von Laue

http://toutestquantique.fr/en/crystallography/
(experimentos de1912, con W. Friedrich y P. Knipping, antiguos estudiantes de Röntgen
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https://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Walter_Friedrich&action=edit&redlink=1
https://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Paul_Knipping&action=edit&redlink=1


Además, la difracción cristalina es inseparable del fenómeno de interferencia

El fenómeno de difracción cristalina tiene su origen en la dispersión elástica o 
scattering elástico del haz de rayos X por los átomos del cristal. En este tipo de 
interacción, el electrón desvía los rayos X, que toman exactamente la misma 
trayectoria que un rayo de luz visible reflejado en un espejo, es decir, los rayos 
dispersados emergen a un ángulo 2θ con respecto a la dirección de los rayos 
incidentes.

W.L. Bragg (1890-1971) 
[Bragg, W. L. (1913), Proc. Cambridge Phil. 
Soc. 17, 43-57. The Diffraction of Short 
Electromagnetic Waves by a Crystal]. 

2 d sen θ = n λ

Premio Nobel de 2015 (junto a su padre W.H. Bragg 
(1862-1942). Ambos fueron matemáticos de formación 20



Indices de W.H. Muller (1801 –1880) y el retículo dual

Para que se cumpla la ley de Bragg para un grupo de planos
de reflexión paralelos, estos deben cruzar los ejes de la
celda unidad un número entero de veces.

Las reflexiones cristalinas se identifican mediante tres
números y iguales al número de intersecciones de los
planos con los ejes a, b y c de la celda.

Los números h, k y l reciben el nombre de índices de Miller.

Matemáticamente, los índices de Miller describen un
vector perpendicular al plano de reflexión en el sistema de
coordenadas definido por la red cristalina.
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Una célda elemental de un cristal está determinada por 
un triedro formado por tres vectores básicos a, b, c, 
formando los ángulos α, β, γ entre ellos. 
La red de nodos se representa mediante los vectores n = u 
a + v b + w c (u, v y w son enteros). 
A esta red directa corresponde una red recíproca: los 
vectores a *; b *; c * con 
a. a * = 1, b. b * = 1, c. c * = 1, a. b * = 0, a. c * = 0, b. a * = 
0, b. c * = 0, c. a * = 0, c. b * = 0. 
Los nodos de la red recíproca son: n * = h a * + k b * + l c * 
(h, k y l son números enteros, llamados índices de Miller)., 
Un vector de fila de la red recíproca es normal a un plano 
reticular de la red directa.
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Los diferentes vectores de las dos redes se 
representan  aquí para el caso particular de un 
sistema hexagonal (a = b ≠ c y α = β = 90 ° y γ = 120 °).

Se comprueba, por ejemplo, que el vector a * es 
perpendicular al plano reticular (b, c).



En la malla elemental

Base dual o recíproca

Volumen elemental

Y llegamos al Análisis de Fourier: 

En matemáticas, una serie de Fourier es una forma de representar una función como la suma de ondas
sinusoidales simples. Más formalmente, descompone cualquier función periódica o señal periódica en la suma
de un conjunto (posiblemente infinito) de funciones oscilantes simples, a saber, senos y cosenos (o, de manera
equivalente, exponenciales complejos) .

Las series de Fourier reciben su nombre en honor a Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), quien hizo
importantes contribuciones al estudio de series trigonométricas, (memoria de 1807, libro de 1822), después de
las investigaciones preliminares de Leonhard Euler, Jean le Rond d'Alembert y Daniel Bernoulli.
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Otro tipo de notación:

Desde un punto de vista más actual, los resultados de Fourier son algo informales debido a la falta de precisión
en la noción de la función matemática y la integración a inicios del siglo XIX. Después, Peter G. L. Dirichlet y B.
Riemann expresaron los resultados de Fourier con mayor precisión y formalidad.



https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series

Este tipo de función f puede ser, por ejemplo, 
el potencial efectivo que un electrón "siente" 
dentro de un cristal periódico.
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Siendo K la red dual y su intensidad 

C es la celda primitiva 
(aparece su volumen en el divisor) 

Transformada de Fourier sobre C
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La periodicidad en la repetición de la celda primitiva C conduce a idealizarla 
(y representarla) mediante un Toro tridimensional
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En n dimensiones:

Ahora idealizamos aún mas las cosas entendiendo la función de la red como 
una suma de Deltas de Dirac concentradas en sus puntos   
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La “delta de Dirac” (P. A. M. Dirac, 1902-1984)

No es una función estrictamente hablando, puesto requeriría tomar valores infinitos

De hecho

Definición como límite de sucesiones de funciones: 
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