Historicamente, ese “concepto” ya aparece “utilizado y mencionado” en trabajos de
Cauchy (en 1827), Denis Poisson y Gustav Kirchhoff en el studio de la propagacién de
ondas. Hermann von Helmholtz lo utilizd como limite de campanas de Gauss, y Lord
Kelvin para modelizar una fuente punctual de calor. A finales del XIX, Oliver Heaviside
lo utilizd para “manipular formalmente” ciertas series de Fourier. Finalmente, Paul
Dirac lo sistematizd como una “notacién muy util” en su memorable libro de 1930 (lo
llamo "delta" pues decia que era una version analoga a la delta de Kronecker discreta.

Pero el verdadero tratamiento matematico coherente se lo dio Laurent Schwartz
(1915 -2002) al sistematizar la Teoria de Distribuciones (serie de trabajos
iniciados en 1945). Medalla Fields de 1950.

Por ejemplo, el mayor inconveniente de la transformacidn clasica de Fourier es que esta
definida para una clase bastante limitada de funciones: es necesario que estas funciones
disminuyan rapidamente a cero (en la vecindad del infinito) para asegurar la existencia de
la integral de Fourier.



Por ejemplo, la transformada de Fourier de funciones tan simples como los polinomios
no existe en el sentido clasico. La extension de las transformaciones clasicas de Fourier
a las distribuciones amplioé considerablemente la clase de funciones que podrian
transformarse y esto elimind muchos obstaculos.

Forma lineal y continua

C.(R") = R, ¢ — ( qu)dé— 0),

Es la derivada de la distribucion asociada a la funcién discontinua de Heaviside
(T 8) = (T, ) = — [ HE =~ (8] = 9(0) = (6,6).
Su transformada de Fourier (como “distribucidon temperada”) es 1:

Vy € R" /e_im'y dé(z) = e 0V =1.

En el estudio de la cristalografia (y también en tratamiento de imagenes) interesa
considerar un conjunto de Deltas de Dirac aplicadas sobre una familia de puntos: el

peine (peigne, comb) de Dirac

Woodward, P. M. (1953), Probability and Information Theory,
with Applications to Radar, Pergamon Press, Oxford, London,
Edinburgh, New York, Paris, Frankfurt. | | . | | |

—a4T —3T —2T — I o . 2T 3T 4T




Ar(t) < i 5(t — kT)

k=—oc

—aT —3T —2T — o T 2T 3T 4T

Al ser periddica esa distribucidn, se puede representar por

1 —
AT(t): ? Z Ez?:rmth.

N==—00
Un resultado matematico pasa a jugar un papel fundamental en el estudio de
estructuras critalinas: la formula de sumacion de Poisson

Sistematicamente usado por Yves Meyer (como expondré a continuacion). Ademas:

Invent. math. (2015) 200:585-606 @ N
DOI 10.1007/500222-014-0542z

Quasicrystals and Poisson’s summation formula

Nir Lev - Alexander Olevskii

Kﬂh:d.ﬂﬁ, J.-P. Man;:lf:lbmjt._ 5. Sugr I’équation fﬂnctidnneﬂﬁ de RiEmann et la formule
sommatoire de Poisson. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 75, 57-80 (1958)

Bombieri, E., Taylor, J. E.: Quasicrystals, tilings, and algebraic number theory: some
preliminary connections. The legacy of Sonya Kovalevskaya. Contemp. Math. 64, 241-
264(1987) (American Mathematical Society, Providence, RI)

Cdrdoba, A.: La formule sommatoire de Poisson. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 306,
373-376 (1988)

Cordoba, A.: Dirac combs. Lett. Math. Phys. 17, 191-196 (1989)



Siméon Denis Poisson (1781 - 1840) fisico, matematico (trabajos en
electricidad, geometria diferencial y teoria de probabilidades).

Su trabajo sobre integrales definidas y su discusion de la serie de Fourier,
preparo el escenario para las investigaciones de Dirichlet y Riemann
(Mem de Acad, 1823) B
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Para ilustrar la formula de sumacién de Poisson, comencemos por recordar
la expresion de la Transformada de Fourier de una funcién de una variable:

VzeR f(z f F(t)e ™ dt.

Sea a>0y sea w, = 21/a. Entonces

o0

Z f(t+na) = —1— i f muwy e,

O bien, con otras notaciones: n=-—00 m=-—o00

> Jm= 3 f fle) = [ " f(z) e 2T dy

Utilizando la Formula de sumacién de Poisson se puede ver que la transformada
de un peine de Dirac es otro peine de Dirac (en el espacio de las frecuencias):

= F 1 = k = 127 fn
Z 5(ﬁ—ﬂT) — ¥k;1l5(f—?) = Z 62 fT.

n=—oc Mn=—0>2C

A Cordoba, Dirac combs, in Letters in Mathematical Physics, vol. 17, n2 3, 1989, 191-196.



En cristalografia, la formula de sumacién de Poisson tiene una interpretacion muy
interesante en términos de los espectros de difraccidon de las estructuras

periddicas.

Una ley basica afirma que sélo las estructuras periddicas presentan "picos de Bragg"
nitidos en su difraccion.

En términos matematicos, la pregunta es si pueden existir otras formulas de Poisson que
no sean una superposicion finita de féormulas derivadas de |la anterior por un cambio
lineal de coordenadas.

79.2° 58.29° 37.38°

F1G. 2. Selected-area electron diffraction patterns taken from a single grain of the icosahedral phase. Rotations match
those in Fig. 1.



6. Prehistoria matematica de los cuasicristales: Roger Penrose e Yves Meyer

e Trabajo de Roger Penrose (1931-) de 1973

e Esposible teselar el espacio de manera no repetitiva, sin huecos
¢ Rombos, poligonos (distintos grupos)

e Ordenamiento aperiddico, sin patrones repetidos

e Meétodo predecible (jerarquia de inflacion — crecimiento)

Roger Penrose descubrid tres sistemas de azulejos aperiodicos en 1973 y 1974.
Su primer sistema. http://www2.spsu.edu/math/tile/aperiodic/penrose/penrosel.htm

Existia ya desde 1974 un ejemplo
en 2D de una estructura formada
por rombos de dos tamafos que
poseia orden traslacional a largo
alcance y ejes de rotaciéon de
orden 5, conocida como el
embaldosado (entejado,
teselado) o patron de Penrose en
honor del matematico britanico
gue la descubrio.




Modelo de Penrose (construidos con la cometa (Kite) y el dardo (Dart)).
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Se ve facilmente que el cociente entre
las areas de la cometa y del dardo es el

numero de oro o.

http://mathworld.wolfram.com/PenroseTiles.html



Conjuntos armoniosos de Yves Meyer introducidos en 1970

Pero independientemente de Penrose, también en 1970 Yves Meyer habia
propuesto una teoria de cuasicristales. Son los conjuntos armoniosos de puntos S

(conjuntos de Meyer). Inicialmente presentado por Y. Meyer en el contexto de

Teoria de niumeros : Meyer, Y.: Nombres de Pisot, nombres de Salem et analyse harmonique. In: Lecture Notes
in Mathematics, vol. 117. Springer-Verlag, New York (1970)
Meyer, Y.: Algebraic Numbers and Harmonic Analysis. North-Holland, Amsterdam (1972)
Meyver, Y.: Quasicrystals, diophantine approximation and algebraic numbers. In: Beyond
Quasicrystals (Les Houches, 1994), pp. 3—16. Springer, Berlin (1995)

éComo pasamos de un conjunto de puntos a un pavimento? gracias al método
de Voronoi: a cada elemento p de S se asocia la celda de Voronoi constituida de
todos los puntos en el espacio que estdan mas cerca de p que cualquier otro
punto en S. Hay también un proceso dual, Delaunay: trazamos un borde de p a
g si sus celdas Voronoi son adyacentes

R - —

\<\

> %
O
<< > <

IS

"
Células de Voronoi Construccién de un diagrama de Delaunay
(G. F. Vorondi (1868-1908) (Boris Delaunay Delone (1890-1990)




Un cuasicristal es, segun Meyer, un conjunto de puntos S que verifica las tres

propiedades siguientes:
1. Es uniformemente discreto (existe r> 0 tal que cada bola de radio r contiene

a lo sumo un elemento de S),
2. Es relativamente denso (existe R> 0 tal que cada bola de radio R contiene a

al menos un elemento de S),
3. Existe una parte finita Fde S tal que S-S c S + F.

Por ejemplo, la red de todos los puntos de coordenadas enteras respecto de una
base fijada es un cuasicristal.

éSe conserva esta propiedad por proyeccion?
Veamos el caso de dimension dos y la sencilla red S ={(n, m); n, m €EZ}.
Proyectémosla ortogonalmente sobre una recta D. Sea esa p proyeccion.

/ | ¢ si la pendiente de D est racional, entonces p(S)
es periodico (cristal),

e si la pendiente de D est irracional, entonces p(S)
es denso (la propiedad 1 no se cumple).




La idea para construir un cuasicristal no es mas que la de proyectar solo los puntos
de S que estén a una distancia menor gue un cierto numero a de D.

Este proceso es general y permite definir lo que Meyer llamd Modelos [“Model
sets”: sets of points constructed by the “cut and project" scheme. Y.M. (1970)]
Asi, el ejemplo de Penrose se puede obtener de esta manera, por proyeccién de una
red de dimension 5.

Las ideas de Meyer han dado lugar a muchos trabajos

e Un teorema de Lagarias (2000) caracteriza los conjuntos de puntos cuyos
pavimentos Voronoi o Delaunay usan un numero finito de formas de células.
Este es el caso de los cuasicristales.

e algunos modelos son repetitivos (en nuestro ejemplo anterior, la condicidén es que
dos rectas a distancia a de D no intersecten con la red S).

La repeticidn musical no es una mera repeticion de elementos idénticas, si
no una repeticion presentando algunas diferencias.
Un ejemplo es el Bolero de Ravel.

La musica tradicional malouf (de Tunez, importada de Andalucia después
de la inmigracidn espafiola del siglo XV) es a veces criticada por ser repetitiva. Pero
cambios sutiles que ocurren en la musica malouf invitan a imaginar mejor que es un
cuasicristal. Los cuasicristales son repetitivos pero no periodicos.



e La imagen por difraccidn de un cuasicristal es un cuasicristal.

Esos conjuntos tienen importantes aplicaciones en Tratamiento de Imagenes (para
muestreo: un conjunto de puntos asociados a una funcion de la que conocemos la
transformada de Fourier y su soporte). Se consiguen asi teselamiento aperiddicos:
cubren el espacio sin huecos. Cierto orden pero no repetitivo.

Aparecen en el arte isldamico. Arquitectura medieval islamica: teselas de Girih (afio
1200), Templo Darb-i Imam (Isfahan, Iran — 1453)
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Teselas de Girih

13



14

s
bt s
..‘.-nll 1

Teselas de Girih



15






Cuasicristales y funciones quasi-periodicas

Existen importantes conexiones entre los cuasi cristales y las llamadas funciones
almost periodic functions cuya teoria fue desarrollada por
Harald Bohr (1887-1951), hermano del conocido fisico Niels Bohr.

lIna funcidn f (x) se dice almost-neriodic si

Ve > 0 v Vx € R™ existe un vector (almost period) P € R™ tal que
f(x)—fx+P)| <e

En general, cuanto menor es el valor de €, mayor ha de ser el tamano del vector de
traslacion P, aunque se requiere que formen un conjunto relativamente denso en IR"

Con esto queremos decir que para cada € existen unos radios valores R y R, tal que cada
bola de radio R, contiene al menos un vector P que satisfaga la condicién anterior, y que
en cada bola de radio R alrededor de cualquier vector de traslacion P que satisfaga la
condicion anterior, no hay otro vector de traslacion distinto a P que satisfaga la condicion
anterior.

Las funciones almost periodic pueden aproximarse uniformemente por series de Fourier

gue contienen una cantidad numerable de frecuencias inconmensurables dos a dos.

Cuando el conjunto de frecuencias requeridas se puede generar a partir de una base
finito-dimensional se dice que la funcidon resultante es cuasiperiddica. r



Consideremos una funcién cuasiperiédica dada por su descomposicion discreta de

Fourier
flx) =) Flk)e™™,
k

Donde los vectores reciprocos vienen dados por
N
k = E le b_j
Jj=1

Si la cantidad minima de vectores de base b; es mayor que tres (es decir, N> 3),
entonces se necesita una descripcion dimensional mas alta para describir la red

reciproca, y la estructura relacionada es un cristal aperiddico. En otro caso obtenemos

un cristal periddico, lo que indica que las funciones periddicas son solo un caso
particular de las cuasiperiddicas.

Un ejemplo de funcion almost-periodic qu eno es quasiperiodica es

N

fl)= Jim ::! sin (;) '

n=1




Un ejemplo unidimensional sencillo de funcion cuasiperiddica corresponde a
f (x) = cos (x) + cos (ox),

donde a es un numero irracional. Es interesante observar que esta funcion cuasiperiodica
funcidon se puede obtener como la proyeccion unidimensional de una funciéon periddica
asociada de dos dimensiones

f(x,y)=cosx+cosy

a través de la restriccion y = a x. Esta propiedad es la base del llamado método de corte
y proyececcion, que se ha utilizado ampliamente en el estudio de cuasicristales.

De hecho, como cualquier funcidn cuasiperiddica puede asociarse a una funcion
periddica en un espacio de mayor dimensidon, muchas de las las nociones basicas de la
cristalografia clasica pueden extenderse adecuadamente al estudio de cuasicristales en
espacios de dimensidn superior apropiados.



7. ldealizacion: cuasicristales como medidas cristalinas exdticas

Para muchos autores un cuasicristal es un conjunto numerable A que es el

soporte de una medida atdmica W, cuya transformada de Fourier
es también una medida atémica.

Recordemos que por la formula de sumacion de Poisson

z f(n) = Z f{n).

ned ned

En particular, si  n=>"5, entonces = up.

nef

También hay una version multidimensional de la formula de Poisson.

Supongamos que L es un (reticula de rango completo), y sea L * su reticulo dual.

Entonces

1
2.5 )= det(L) 25

rel. sel*

Ejemplos concretos de cuasicritales (segun la definicidn matematica) se

pueden encontrar en la Introduccion del articulo de Lev y Olevski (2015)
antes mencionado.
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De hecho, nuevas formulas de sumacion de Poisson fueron ofrecidas en

ese importante trabajo de Nir Lev y Alexander Olevskii y otros anteriores de

2013, pero en particular por Yves Meyer en una serie de trabajos. En un
trabajo de 2015 se centro en una peculiar distribucion que da origen a
nuevas formulas de sumacion de Poisson

_—2—5[} —|—ZT‘3 _1«*2 (f'y;— 5 13'_)

r3(n) be the number of decompositions of the integer n > 1 into a sum of
three squares (with r3(n) = 0 if n 1s not a sum of three squares). More
precisely r3(n) is the number of points k € Z* such that |k|? = n. We
have ry(4n) = r3(n), Yn € N, r3(0) = 1, r3(1) = 6,73(2) = 12,.... Then
r3(27) = 6 if 7 is even and 12 if 7 is odd. The behavior of r3(n) as n — oo 1s
erratic. The mean behavior 1s more regular since

) > ran) = gt + 0
<n<z

This 1s equivalent to

(4) Z ra(n)n~ % = 2wz + O(2'/?)

U0<n<zx

Es la distribucion de A. Guinand de 1954.
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Andrew Guinand (1912 - 1987) was an Australian mathematician

Alumno (Oxforf) 1937 de E. C. Titchmarsch (alumno de Oxford 1937 de G.H. Hardy)

PHYS {94

Mathematician finds his 'new’ solution to
Poisson formula problem buried in 1959

paper

25 March 2018, by Lisa Zyga

Meyer—who has spent his career making
fundamental contributions to wavelet theory and

o o

Zz‘xp{it’.‘ r) = '_':Zu‘(.. 2mm) number theory, and recently won the Gauss Prize
- o —explains that at first he was somewhat
r e embarrassed that somecne else had made the
™\ - same discovery many decades earlier. However,
¥ \/\/ he also interprets the experience as an example of
a more universal pattern: that all of human
. 1 T e discovery builds on what comes before.

"Suddenly | understood what | have been steadily

El tra baJO d e G u | n a nd SOb re doing in my scientific life,” Meyer told Phys.org. "l
(Left) Professor Yves Meyer. (Top right) The original was transmitting a heritage. Today | can express

Poisson formula (this is one way it can be written). my gratitude to Guinand, who was a great person

este prObIema fue OIVIdadO (Bottom right) Sine and cosine waves, whose both as a human being and as a mathematician.",

interference can be understood using the Poisson

en gran pa rte y pe rmaneCiO, formula. Not just one Poisson formula
en |a OSCU ndad hasta que fue Meyer has spent much of his career investigating

(Phys.org)—As Yves Meyer was getting ready to the mathematical properties of oscillations. One
red escu b|e rto po r Yves M eye r publish a detailed mathematical proof that he had question that arises is, what happens when large

spent months working on, he decided do a final numbers of .sm_es or cosines mter'fgre with one .
+ another? This interference occurs in many physical

e n 2015 search of the existing literature. In the reference lis h h x I h
of one of the papers he had just peer-reviewed, he SCENAarios, such as A-ray crystallography, a

O T T T S S technique used to studv crystals. The Poisson

Premio
Gauss



El resultado de Yves Meyer de 2015 afirma:

Corollary 3.1 Guinand’s distribution is the sum of a
linear trend 4mxr and a fluctuation which 1s an almost
pertodic distribution. More precisely we have

(9) o(x)=4drxr+2 Z -?‘3(-11.)?1._1f2 sin(2my/na).
1

We recall that a tempered distribution 7 1s almost peri-
odic 1f for every test function ¢ in the Schwartz class the
convolution product 7 * ¢ 1s an almost periodic function
in the sense of Bohr. This definition was proposed by
L. Schwartz in [15].

Esto arroja nuevas medidas cristalinas exodticas.
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8. Una insospechada conexion: medidas cristalinas exoticas y ondas de

Riemann

El objeto de esta seccidn es dar algunas ideas contenidas en el
articulo: k/%mcan Diaspora Joumal of Mathematics [SSN 1539-8543

harne 20, Number 1, pp. 1-13 (2017 Wi math-res-rub. org/adim

PoissoN SUMMATION FORMULAE aND THE WavE EQuaTion
WITH A FINITELY SUPPORTED MEASURE
As INITIAL VELOCITY
Jests ILpEFONSO Dfaz
Inztituto de Matemdtica Interdisciplinar v Departamento de Matemdtica Aplicada

Universidad Complutense de Madrid
Plaza de las Ciencias 3, Madrid, 280335, Spain.

Yves MEVER
CMLA, ENS-Cachan, CNES, Université Paris-Saclay, France.

Todo empezd con la conferencia de Yves Meyer con motivo de la Jornada por la jubilacion de
Magdalena Walias, el 25 de noviembre de 2016 en Universidad Autbnoma de Madrid.

['he legacy of

En homenaje a

\EEGEIEGERVENE




Escuchando a Yves mino a mi mente (como un chispazo eléctrico) la idea de que el
tratamiento de Yves sobre la distribucion de Guinand podria interpretarse en términos
de Ecuaciones en Derivadas Parciales con datos muy singulares.

En tan solo dos dias, el 27 de Noviembre de 2016, tenia ya un boceto de posibles
conexiones con las llamadas “ondas de Riemann”. Pero faltaban detalles francamente
dificiles. Se lo mandé a Yves y al principio su silencio fue total.

P Yves Meyer yves meyer@cmia ens-cachan r 2 fravés de gmail com 301116 %
ero... .
para Jesis |=
v
a los tres dias: , ~ _ _
?A francés~ > espafiol™  Traducir mensaje Desactivar par:

tu avais raison et a construction de Guinand s'articule merveilleusement & 'éguation des ondes. Je tenvaie e texte dés que ai terming de Iécrire!

Merci pour ta suggestion qui m'a ouvert les yzux!

El acabd (y mejoré enormemente) los puntos mas delicados.

En el homenaje que Yves Meyer en su centro de trabajo él eligié ese tema para su charla:

‘*.. INVITATION

Poisson summation formulae

and Huygens' principle.

Jesis lldefonso Diaz
and Yves Meyer

Universidad Computense de Madnid
Exole Normale Supérieurs de Paris-Sacky

Paris-Saclay

'#‘ ** '* *@@*@’h

‘ Ecole normale supérieure pe 3
J ] : 3 CACHAN, 20 juin, 2017

Interview en la Gaceta de la RSME, 2018 (lreneo Peral)
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La idea principal es utilizar unas soluciones singulares de la ecuacidén de ondas que
ya fueron imaginadas por Riemann.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)

List of things named after Bernhard Riemann

From Wikipedia, the free encyclopedia
{Redirected from List of topics named after Bernhard Riemann)

For music and Hugo Riemann, see Neo-Riemannian theory.

The German mathematician Bernhard Riemann {1826—1866) is the eponym of many things.

Contents [hideg]
1 "Riemann” (by field)

1.1 Analysis

1.2 Number theory . ol . . o e fy . .

13 Physice https://en.wikipedia.org/wiki/List_of things
2 Riemannian _named_after_Bernhard_Riemann

3 Riemann's
4 MNon-mathematical

Bernhard Riemann, « Ueber die Fortpflanzung ebener
Luftwellen von endlicher Schwingungsweite », Abhandlungen
der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu

Gottingen, vol. 8, 1860

Sobre la propagacion de las ondas de aire planas
de amplitud finita
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https://es.wikipedia.org/wiki/1826
https://es.wikipedia.org/wiki/1866

Relacion con el problema de Riemann en dinamica de gases

Una versién simplificada del problema de Riemann en dindmica de gases se
puede formular como

u + Glu), =0 zeRt>0
u(x,0) = H(x) reR

para una funcién continua G, donde H(z) denota a la funcién de Heaviside.
Tomando G(s) = s y derivando respecto de = obtenemos

Uyt + Upy = 0 teR >0
Uy (2,0) = ug(2,0) = dg(z)  z€R.

Derivando respecto de ¢
Utt + Utz = Ut — Ugy =0

y llegamos al mismo tipo de problemas hiperbélicos de segundo orden verificado
por w.
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La solucién de la ecuacién de onda con una velocidad inicial singular

g—;w = Aw in R3 x (0, +00)
w(zx,0) =0, %w(xj(]) = do(x) for t > 0,
tiene como solucién la medida
(1) = ——(t — | 0
WA = 47t * '

(véase, e.o. W. A. Strauss, Partial Differential Equations: An Introduction, Wi-
ley, New York, 2007, paginas 323 y 332). Esto se puede interpretar en términos
de la medida superficial do; sobre la esfera B, C R? centrada en 0 y radio |¢|
(ver Lemma 6.2 de D-Meyer). No es dificil probar que w también puede ser
escrita como

w(e,t) = o 8(F — [2*)sgn(t g

v asi, w es una distribucién que se anula excepto en el cono de luz sobre el que
es una delta de Dirac. Ademds (2) implica la propiedad crucial

w(z, —t) = —w(x, ).

Como w no es una funcién si no una distribucién singular (incluso si es
regular en £, w € CY(R : D'(R?) ) una cuestién muy delicada es saber en qué
sentido se puede entender el valor de esa distribucién en un sélo punto, como
lo es © = 0, para cada valor de t € R. La respuesta es afirmativa: u(0,t) es la
transformada de Fourier de la medida atémica p del Theorem 4.11 de D-Meyer

(2017).
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El enfoque a través de las ondas de Riemann sobre toro tridimensional
nos proporciond una comprension notable de la distribucion y medida de
Guinand. Usando este nuevo enfoque uno puede construir una gran familia de
velocidades iniciales que dan lugar a medidas cristalinas
generalizando la solucién de Guinand

Es de sefalar que hoy dia sabemos que hay muchas otras medidas
cristalinas exodticas diferentes a las construidas en D-Meyer.

Quizas el enfoque a través de las ondas de Riemann pueda dar luz
sobre la optimizacién de medidas cristalinas exoticas siguiendo diferentes

criterios.
Los retos no han hecho mas que comenzar ...



GCracias por su

atencion
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