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El Planeta Tierra: sistema 
complejo con numerosos 
procesos realimentantados

1. Introducción.



Grasse –Departamento francés de 
los Alpes Marítimos- Costa Azul 

Estudios secundarios en Niza, 

Proclamó el año 2000
como Año Mundial de
las Matemáticas.

Padre, André, Resistencia

Un matemático con una visión global 
de la ciencia



Su obra matemática

En contraste con el enfoque matemático del grupo
Bourbaki, Lions se interesó por el tratamiento
matemático de problemas surgidos de la “vida real”,
formulando su modelización, completando el análisis
matemático mediante algoritmos numéricos para los
más potentes ordenadores y analizando las
posibilidades de control sobre el sistema en estudio.

1955, Tesis de Estado (U. París) bajo la dirección de Laurent 
Schwartz (medalla Fields, en 1950, por su Teoría de las 
Distribuciones). 



Reconocimiento histórico.



Relación con España

Alumnos “directos”

Primera visita a España en 1963 (Embajada de Francia: Barcelona, 
Zaragoza y Madrid). Conoce a A. Dou. Notas escritas 

Lions, J.-L., Ecuaciones Diferenciales y Problemas en los Límites. 
Notas de tres conferencias impartidas (los días 21.22 y 23 de 
Marzo de 1963) en la Facultad de Ciencias de la Universidad de 
Barcelona. Publ. Seminario Matemático de Barcelona. Abril 1963.

Antonio Valle Sánchez

J.A. Fernández Viña, J. L. 
Andrés Yebra, C. Fernández 
Pérez y M. Lobo Hidalgo

Contactos con muchos otros españoles:

A.Bermúdez de Castro, J.Hernández, 
F. Michavila, J.M. Viaño, E. 
Fernández Cara, E. Zuazua, E. 
Casas, C. Parés, …



Doctor Honoris Causa por:   U. Complutense (1976),                   
U. Politécnica de Madrid (1982), U. Santiago de Compostela 
(1988), U. de Málaga (1994). Real Academia de Ciencias: (1999)

J.-L. Lions, Le simulateur de la Terre, 
Rev. R. Acad. Cien. Exact. Fis. Nat., 92, 1998, 71-85.



Congreso de los 
Diputados: 

21 de enero de 2000



Periodo de actividad mágica: 
problemas no homogéneos, control y 
problemas no lineales

3 libros en 1968, 1 en 1969 y otro en 1970.

Lions, J.-L., Magenes, E., Problèmes aux limites non homogénes et 
applications, Dunod, Paris, Vol.1 1968, Vol.2 1968, Vol. 3, 1970.



Comienzos en Teoría de control (actividad central: cátedra del 
Collège de France (1973-1998): Analyse Mathématique des 
Systémes et de leur Contrôle)

Antes de Lions: principio del máximo de Pontryaguin, el de 
la programación dinámica de Bellman y la teoría del filtro de 
R. Kalman. Aplicación a ec. dif. ordinarias.

¿es posible “controlar” los sistemas regidos por ecuaciones en 
derivadas parciales?

3 Notas CRAS (1966): Lions, J.-L., Sur le contrôle optimal de systémes 
gouvernés par des équations aux dérivées partielles, Dunod, Gauthier 
Villars, Paris, 1968.



Lions, J.-L., Quelques méthodes de résolution des problémes aux 
limites non linéaires, Dunod, Gauthier Villars, Paris, 1969.

Y más aún:

1959: sistema de ecuaciones de Navier-Stokes que modela la 
dinámica de los fluidos incompresibles

Jean Leray (1906-1998)

Lions-G. Prodi (1959): unicidad dimension2

Fundación Clay (2000): 1 millón de 
dolares.

Libro organizado por métodos: no por 
ecuaciones

Operadores de Leray-Lions del Cálculo 
de Variaciones (1966)

Operadores “pseudo-monótonos”. Haïm Brezis



Duvaut, G., Lions, J.-L., Les inéquations en Mécanique et en 
Physique, Dunod, Gauthier Villars, Paris, 1972.

contextos insospechados: climatización, flujos de fluidos no-newtonianos 
(como los polímeros, la lava, los glaciares, etc.), hasta problemas de 
antenas (ecuaciones de Maxwell)...

Bensoussan, A., Lions, J.-L., Applications des inéquations 
variationnelles en Contrôle stochastique, Dunod-Bordas, Collection 
M.M.I., Paris, 1978.

Bensoussan, A., Lions, J.-L., Contrôle impulsionnel et inéquations 
variationnelles, Dunod-Bordas, Collection M.M.I., Paris, 1982.

1972: creación por Lions del (LABORIA: Director) del IRIA (más 
tarde INRIA: Presidente 1980-1984).

problemas planteados en Economía (premios Nobel)



Ecuaciones de Hamilton-Jacobi y problemas de la teoría de juegos 
asociados a procesos de control estocástico

Pierre-Louis Lions: soluciones de viscosidad,.....(Medalla Fields, 1994)

El interés de Lions por modelos de la Economía se mantendría a lo largo 
de su vida (equilibrios de Pareto 1986-Pareto), de Nash y de von 
Stakelberg (1994) y Díaz-Lions (1999).



Análisis numérico de EDPs
Lions: asociado a “tratamiento matemático de los mayores 
problemas tecnológicos”: INRIA, CNES, CEA, EDF, ....

Sistemas complejos: aproximación cuantitativa en términos de 
algoritmos

Cursos en Nancy (1954-62), Instituto del CNRS Blaise Pascal 
Lions, J.-L., Méthodes d'approximation numérique des 
problémes aux limites de la Physique Mathématique, 
Publications du CNRS, Institut Blaise Pascal, tome 1 1962, 
tome 2  1962, tome 3  1963.                    “Diplodocus”

Diferencias finitas, Elementos Finitos (Tesis de Cea 1960, 
Ingeniería), Estabilidad de algoritmos (Raviart, 1965), 



Métodos de descomposición (paralelismo; trabajos  con Temam y 
Bensoussan), Notas del curso en la Ecole Polytechnique (1966-86),...

Métodos de aproximación para las inecuaciones 
variacionales: Glowinski, R., Lions, J. L., Tremolieres, R., 
Analyse Numérique des Inéquations Variationnelles, 2 
volúmenes, Dunod, París, 1976

Métodos de aproximación en Control de EDPS: Glowinski R., 
Lions J.-L., Exact and approximate controllability for 
distributed parameter systems. Acta Numerica, 1994, 269-378, 
1995, 159-333. Exact and Approximate Controllability for 
Distributed Parameter Systems - A Numerical Approach 
(+He). Cambridge Univ. Press, 2008.

Cálculo paralelo: Serie de CRAS con O. 
Pironneau, R. Glowinski,...(anuncio de libro) 



Perturbaciones singulares y 
Homogeneización
Curso 1970-71: Paso al límite (riguroso) en un pequeño 
parámetro, en (término independiente, datos en el contorno, 
operador diferencial, dominio, etc.)

Capa  límite de Prandtl (1904)

Lions, J. L., Perturbations 
singuliéres dans les 
problémes aux limites et en 
contrôle optimal, Lecture 
Notes in Math., 323, Springer, 
1973.



Bensoussan, A., Lions, J. L., Papanicolau, G.,Asymptotic 
Methods in Periodic Structures, North Holland, Amsterdam, 
1978.

Escalas múltiples: A. Liñán, E. 
Sánchez-Palencia,...



Controlabilidad: el método HUM

1980 Curso en el Collège de France sobre el control de sistemas 
distribuidos singulares (inestabilidades, fenómenos de explosión en 
tiempo finito, soluciones múltiples, fenómenos de bifurcación, etc.)

Lions, J. L., Contrôle des systémes distribués singuliérs, 
Gauthier-Villars, París, 1983.

Filosofía: a medida que un sistema genera más inestabilidades es 
más fácil de controlar

Lions-Zuazua (1997), Díaz-Lions (1998,99),...



Lions, J. L., Contròlabilité Exacte, Perturbations et Stabilisation 
de Systémes Distribués, tomo 1, Contrôlabilité Exacte, tomo 2, 
Perturbations, Masson, Paris, 1988.

Lagnese, J.E., Lions, J.-L., Modelling. Analysis and Control of 
Thin Plates, Masson, Paris, 1988.

Caso de ecuaciones parabólicas:

J.-L. Lions, Remarques sur la contrôlabilité approchée. En 
Jornadas Hispano-Francesas sobre control de sistemas 
distribuidos, Univ. de Málaga, 1991, 77--87.

Conjeturas sobre controlabilidad de las ecuaciones de 
Navier-Stokes:........



Series: P.G. Ciarlet, J.L. Lions en Masson, Paris:

Mathématiques Apliquées pour la Maítrise,  21 volúmenes,  

Recherches en Mathématiques Appliquées, 42 volúmenes. 

Serie H. Brezis J.L. Lions en Pitman-Longman 

Seminario del Collège de France, 12 volúmenes

Handbook of Numerical Analysis, en North-Holland, 9 
volúmenes 



Enciclopedias: Dautray y Ciarlet.
Dautray, R., Lions, J.-L., Analyse Mathématique et Calcul Numérique 
pour les Sciences et les Techniques, En 3 volumenes, Collection du 
C.E.A., Série scientifique, Masson, Paris, 1984 y 1985, reedición en 9 
volumes, Masson, Paris, 1988. Traducción inglesa: Mathematical 
Analysis and Numerical Methods for Science and Technology, 6 
volúmenes, Springcr Verlag, Berlin-Heidelberg, 1988-1990.

Visión actualizada del Courant y Hilbert (1953)



El primer testimonio oficial del interés de Lions por temas de 
Medio Ambiente (entendido en un sentido amplio que incluye 
campos tales como la Meteorología, Climatología, Oceanografía, 
Ecología, etc.) parece ser que fue su conferencia 
Pollution, Atmosphère et Climat 
impartida en el Colloque Présidence de l'Assemblée Nationale, 
Hôtel de Lassay, París, el 4 de marzo de 1989. 

Desde el punto de vista matemático, su interés se acrecentó  a 
medida que iba desarrollando la teoría de los centinelas que 
introdujo para el tratamiento de sistemas con datos incompletos 
(característicos en procesos del Medio Ambiente) en una serie de 
Notas en las Comptes Rendus comenzando en 1988 y que más 
tarde darían lugar a su libro 



Roger Temam subraya en Siam (2012) que quizás fuese el hecho de 
presidir, en 1990, el CNES (Centre National d'Etudes Spatiales) y el 
Consejo Científico de la Agencia Meterorológica francesa lo que le 
llevase a ocuparse de ese tipo de temas. 

En todo caso, lo que me parece digno de reseñar es que fue con motivo 
del curso que impartió en el Instituto de España, del 15 al 19 de enero de 
1990, con el que aparecería el primer trabajo de Lions al respecto. 

Las notas de su curso (que él trajo previamente mecanografiadas en 
francés) darían lugar a su libro de divulgación El Planeta Tierra: el papel 
de las matemáticas y los superordenadores que tuve el honor y el placer 
de traducir al castellano (junto a Miguel Artola). 
Ello me dio la oportunidad de sugerirle algunos comentarios. El libro 
apareció publicado en Espasa-Calpe (<cite>Lions-Espasa</cite>) junto a 
un apéndice, de carácter más técnico, para el que solicitó mi 
colaboración.    
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Instituto de España, 
Enero 1990
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Lions, J.-L., El planeta Tierra. El papel de las 
Matemáticas y de los superordenadores. 
Espasa-Calpe, Madrid, 1990 (M.Artola, J.I.D.)



Colaboración con Lions: Cursos de verano de la UCM 

(El Escorial 1992, Almería 1993)

Díaz, J.I., Lions, J.-L., eds., Mathematics, Climate and 
Environment, Research Notes in Applied Mathematics 27, 
Masson, Paris, 1993.

Environment, Economics and Their Mathematical Models, 
Research Notes in Applied Mathematics 35, Masson, Paris, 
1994.

Advanced Institute de la NATO (Santa Cruz de Tenerife, 
del 11 al 21 de enero de 1995).

Díaz, J. I., ed., The Mathematics of Models for Climatology 
and Environement, NATO ASI Series, Springer Verlag, 
1997.



Díaz, J.I., Lions, J.-L., Matemáticas, superordenadores y control para el planeta 
Tierra 
Contrato con la Editorial de la UCM, 2002  (inacabado) 

En su fax de 29 de julio 
(Lions desplegaba una correspondencia sorprendente por medio del fax de 
mensajes que solía escribir personalmente de su puño y letra: conservo, como 
un tesoro, más de cuatrocientas páginas)
me informaba que le habían propuesto publicar una segunda edición de su 
libro del Planeta Tierra (agotado en menos de dos años) pero que su intención 
era la de preparar todo un nuevo libro incorporando referencias aparecidas 
desde 1990 y añadiendo varios capítulos complementarios . 
Me proponía que llevásemos a cabo tal tarea de forma conjunta dada la 
cercanía de alguno de mis trabajos y mi participación en la preparación del 
texto original. Desde entonces trabajamos duramente en aquel proyecto.
El texto estaba prácticamente acabado a finales del 2000, unos meses antes de 
su fallecimiento. 

Lions hizo explicita mención al libro conjunto en uno de sus últimos artículos

Lions J.-L., Some Remarks on the Mathematical Modelling of Planet Earth System, 
Atti dei Convegni Lincei, Accademia Nazionale dei Lincei, 158, 2000, 73-93.
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelización

matemática
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El problema real = CLIMA:  
componentes externos e internos del 

sistema climático
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Escalas temporales y espaciales: 
Jerarquía de Modelos

Climatología / Meteorología

Espectro de variaciones climáticas
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Importancia fundamental de las escalas

Richard Feymann:

Peso/tensión superficial
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Re VL
ν

=
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Algunas escalas características
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Modelos globales / locales.
Modelos globales de Balance de Energía. 

Clima: Estado promediado de la atmósfera observado como 
tiempo meteorológico sobre un periodo finito de tiempo a lo 
largo de los años (S.H. Schneider,1992) 

Predicción del tiempo 
meteorológico Modelos climáticos

Pronóstico

Modelos realistas

Métodos computacionales

Diagnóstico

Modelos simplificados

Métodos cualitativos

( )

1( , ) ( , )
2 ( )

t

t B x
u x t T y s dyds

B x
τ

ττ
∫ ∫
+

−
=
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Balance de radiación de 
energía

aR eR

D

a eR D
t

Ruc∂ = − +
∂

S. Arrhenius (1896), ....

W.D. Sellers(1969),

M.I. Budyko (1969),....

Albedo
Efecto 
invernadero
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Leyes de estado
( ) ( )a QS x uR β=

Earth Radiation Budget 
Satellite

0.38 si 10 
( )

0.71 si 10
u

u
u

β
<< −

=
>> − u= -10º

Sellers

Budyko

( ) (1 ( )) coalbedou a uβ = −

Satélite (ESA) Ingenio (CDTI),…
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4 Ley de Stefan-Boltzman
 Ley de enfriamento de Newton

R ue
R A Bue

σ=
= +

Sobre el operador de difusión D    
Jerarquía

Sellers
Budyko

Relación empírica, Depende de gases de invernadero, cambios 
antropogénicos,... (variables internas)

21 ( cos ) ( (1 ) )
cos

u uD k k x
x x

ϕ
ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂

Modelo 0-dimensional D=0 ( ) ( )e
duc Q u R u
dt

β= −

Modelo 1-dimensional

cosx ϕ=
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Difusión 
bidimensional

( ( ) )D div k x u= ∇
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Modelos estocásticos :Volcanes
( , )eR x u

Término 
estocástico 
(Ruido blanco)

Cahalan-North, 
1982

0 0

( ) ( , ) ( ( ) )

( , ) ( )

e
uc Q u R x u div k x u
t

u x t u x

β∂
= + + ∇

∂
=
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Modelos más complejos:
• Términos de retardo (promedios,…)
• Acoplamiento con las ecuaciones de de la 

energía interna del océano profundo
• Acoplamiento con las ecuaciones de la dinámica 

de grandes masas de hielo
• Acoplamiento con las ecuaciones de la 

Mecánica Celeste
• Acoplamiento con las ecuaciones del manto 

como medio visco-elástico
• Acoplamiento con modelos para la biosfera
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Teoría de las 
Glaciaciones de 

Milankovitch (1879-1958)

*irradiación solar en
distintas latitudes a
lo largo de las
estaciones,

*cálculo de tablas de
gran precisión.

*estimacionesglobales
sobre la evolución de
lo que él llamó el
clima matemático



49

Curvas de radiación de Milankovitz

Condiciones para 
Glaciación

Veranos,   Hem.Norte

¿Hemisferio Sur?

¿Glaciares de montaña 
hacia el Sur?
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Modelos de salinidad oceánica

Broecker-
Denton(1989)

Stommel (1961)

Rahmstorf 
(1995), 

D(2006)
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis 
matemático 
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Bifurcación e Histéresis en 0-d

Q

u

( )uβ
Equilibrios del Modelo 0-dimensional

( )A Bu Q uβ+ =
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Las frontera libres
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Movimiento de la frontera libre en EBM
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Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis 
matemático 

Cálculo

numérico
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Modelos discretos
•Diferencias finitas

•En tiempo

•En espacio

•En ambas variables

Diferencias finitas 
espaciales
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simétrica y definida positiva
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•Elementos finitos
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Las 64.000 máquinas de 
Richardson

Ley de G.E. Moore (1965) : “La 
potencia de computación se duplica 
cada año”

Super-odenadores: 
Cálculo paralelo. 
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John von Neumann escogió la Meteorología Numérica como futuro 
banco de pruebas del ordenador del Institut for Advanced Study (IAS
Princeton).
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis 
matemático 

Cálculo

numérico

Validación
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Datos pioneros: 1697 
Capitan W. Dampier, 

Transmisión de datos: Francia 1863

Edmund Halley (1686): Astrónomo, Circulación 
general de la atmósfera y convección térmica

Validación: 
toma de datos, 
satélites
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4.500 millones de años
Siglo XXI

Validación…
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Validación…
Willard Frank Libby 

1947

C14: 5.730 años de vida media

U 238: 4.500 millones de años 
de vida media
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Datos Incompletos:
Teoría matemática. Centinelas, 

Asimilación

Radio-sondas: perfiles 
verticales de temperatura, 
viento y humedad

1 1

2 2

0 0 0

1, 2 0

1, 2 0

( )

( )
 y datos disponibles
 y g datos desconocidos

u A u f g
t

Bu f g
u t u g
f f u
g g

∂
+ = +

∂
= +
= +

≡

≡
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Gobierno o control

La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis
matemático 

Cálculo

numérico

Validación
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Gobierno o control

Roma 1555
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Ejemplos de acciones sobre el medio ambiente. 
Acciones locales. Siembra de nubes
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Siembra: hielo seco, humo de yoduro de plata.,,

1972: 
Cambrige, 
EE.UU.
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Catastrofes naturales
Visión  pesimista
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Estadísticas
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Visión optimista

(quizá en exceso)
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Acciones globales
¿Diques en Gibraltar?

R.G. Thomson

American 
Gephysocal 
Union, 1997
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J. von Neumann (1955): Modificación artificial del 
albedo

Captura de CO2  ...
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Gobierno o control

La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis
matemático 

Cálculo

numérico
Control 
matemático

Validación
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• Estructura general:
y=estado(s),  u=control(es)

– Ley de estado: F(yt ,Ay, Bu)=0 (A y B operadores)
– Funcional de observabilidad: J(u)=g(u,y(u))

Problema: optimizar J(u) sobre un conjunto K 
de posibles controles

– Tª Control: u escalar (un único control)
– Tª de Juegos: u con múltiples componentes                                        

¡Posible conflicto de intereses!

Teoría de Control / Teoría de 
juegos
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Teoría de Control: planteamiento general

Objetivo: Encontrar el control u para que la 
observación y(u) sea lo “mejor posible”

Óptimos en espacios de dimensión infinita

Proceso realControl (entrada) u Observación (salida) y(u)

y = y(u)

La componente económica. Cumbres Mundiales. 
Teoría de juegos. Teoría de la decisión bajo incertidumbre



96

Resultados rigurosos y numéricos 
sobre control en EBM : 

3
1/ 2

0

( )  en (0,1) (0, ),
(0, ) (1, ) 0                    (0, ),

( ,0) ( )                          (0,1),

t xxy y y arctgy u t T
y t y t t T

y x y x x

δ− + = + ×

= = ∈

= ∈

2 2(0, ) (0,1)

12

1( ) ( ,. : )
2 2

10

k L T d L
kJ u u y T u y

k

= + −

=
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Experiencia numérica
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Gracias por vuestra atención
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