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El clima de la Tierra: sistema realimentado1. Introducción.
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Revisión de diversos componentes del clima 
de la mano de un matemático

• Físicos y Geólogos con otra visión
• Bagaje del matemático
• Conferencia de divulgación
• Distintos niveles de la audiencia 

(mínimo / máximo)
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“Matemáticos” pioneros en el estudio 
del clima

Convocatoria, en 1738,  del Premio de Matemáticas de la 
Academia Francesa de Ciencias sobre “la causa del flujo y 
reflujo del mar”. Premiados: Daniel Bernoulli, Euler y 
MacLaurin

Leonhard Euler (1707-1783)

(

Daniel Bernoulli 
(1700-1782)
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(1824)

El establecimiento y el progreso de las 
sociedades humanas, la acción de las 
fuerzas naturales, pueden cambiar 
notablemente y dentro de grandes 
regiones, el estado de la superficie del 
suelo, la distribución de las aguas y los 
grandes movimientos del aire.  Dichos 
efectos son capaces de hacer variar el 
calor medio a lo largo de varios siglos ...(1768-1830)

Veremos que el papel activo de numerosos 
matemáticos  en el estudio del clima es hoy día una 
realidad con un futuro en expansión.

Joseph Fourier
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2. Guía : “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

J.L. Lions 
(1928-2001)

Instituto de España, Enero 1990
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelización

matemática
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Modelos matemáticos

• Régimen transitorio (sistemas dinámicos)
• Régimen estacionario (estados de equilibrio)

• Deterministas
• Estocásticos 

– Mixtos
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sistemas dinámicos
• Sistema 
• Dinámica

• Espacio de los estados 
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Contínuos/Discretos

Takoma Narrows (Washington, 1940)
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El problema real = CLIMA:  
componentes externos e internos del 

sistema climático
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Modelización. 
Proceso similar en el Arte
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Escalas temporales y espaciales: 
Jerarquía de Modelos

Climatología / Meteorología

Espectro de variaciones climáticas
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Importancia fundamental de las escalas

Richard Feymann:

Peso/tensión superficial
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Algunas escalas características
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Modelos globales / locales.
Modelos globales de Balance de Energía. 

Clima: Estado promediado de la atmósfera observado como 
tiempo meteorológico sobre un periodo finito de tiempo a lo 
largo de los años (S.H. Schneider,1992) 

Predicción del tiempo 
meteorológico Modelos climáticos

Pronóstico

Modelos realistas

Métodos computacionales

Diagnóstico

Modelos simplificados

Métodos cualitativos

( )

1( , ) ( , )
2 ( )

t

t B x
u x t T y s dyds

B x
τ

ττ
∫ ∫
+

−
=
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Balance de radiación de 
energía

aR eR

D

a eR D
t

Ruc∂ = − +
∂

S. Arrhenius (1896), ....

W.D. Sellers(1969),

M.I. Budyko (1969),....

Albedo
Efecto 
invernadero
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Leyes de estado
( ) ( )a QS x uR β=

Earth Radiation Budget 
Satellite

0.38 si 10 
( )

0.71 si 10
u

u
u

β
<< −

=
>> − u= -10º

Sellers

Budyko

( ) (1 ( )) coalbedou a uβ = −

Satélite (ESA) Ingenio (CDTI),…
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4 Ley de Stefan-Boltzman
 Ley de enfriamento de Newton

R ue
R A Bue

σ=
= +

Sobre el operador de difusión D    
Jerarquía

Sellers
Budyko

Relación empírica, Depende de gases de invernadero, cambios 
antropogénicos,... (variables internas)

21 ( cos ) ( (1 ) )
cos

u uD k k x
x x

ϕ
ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂

Modelo 0-dimensional D=0 ( ) ( )e
duc Q u R u
dt

β= −

Modelo 1-dimensional

cosx ϕ=
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Difusión 
bidimensional

( ( ) )D div k x u= ∇
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Modelos estocásticos :Volcanes
( , )eR x u

Término 
estocástico 
(Ruido blanco)

Cahalan-North, 
1982

0 0

( ) ( , ) ( ( ) )

( , ) ( )

e
uc Q u R x u div k x u
t

u x t u x

β∂
= + + ∇

∂
=
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Modelos más complejos:
• Términos de retardo (promedios,…)
• Acoplamiento con las ecuaciones de de la 

energía interna del océano profundo
• Acoplamiento con las ecuaciones de la dinámica 

de grandes masas de hielo
• Acoplamiento con las ecuaciones de la 

Mecánica Celeste
• Acoplamiento con las ecuaciones del manto 

como medio visco-elástico
• Acoplamiento con modelos para la biosfera
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Teoría de las 
Glaciaciones de 

Milankovitch (1879-1958)

*irradiación solar en
distintas latitudes a
lo largo de las
estaciones,

*cálculo de tablas de
gran precisión.

*estimacionesglobales
sobre la evolución de
lo que él llamó el
clima matemático
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Curvas de radiación de Milankovitz

Condiciones para 
Glaciación

Veranos,   Hem.Norte

¿Hemisferio Sur?

¿Glaciares de montaña 
hacia el Sur?
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Modelos de salinidad oceánica

Broecker-
Denton(1989)

Stommel (1961)

Rahmstorf 
(1995), 

D(2006)
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis 
matemático 
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Modelos Lineales / no lineales

Análisis matemático de los 
modelos
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Bifurcación e Histéresis en 0-d

Q

u

( )uβ
Equilibrios del Modelo 0-dimensional

( )A Bu Q uβ+ =



44



45

Las frontera libres
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Movimiento de la frontera libre en EBM
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Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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Descripción espacial 
o Euleriana

Leonhard Euler (1707-1783)
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis 
matemático 

Cálculo

numérico
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Modelos discretos
•Diferencias finitas

•En tiempo

•En espacio

•En ambas variables

Diferencias finitas 
espaciales
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simétrica y definida positiva
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•Elementos finitos



59



60



61

Las 64.000 máquinas de 
Richardson

Ley de G.E. Moore (1965) : “La 
potencia de computación se duplica 
cada año”

Super-odenadores: 
Cálculo paralelo. 
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John von Neumann escogió la Meteorología Numérica como futuro 
banco de pruebas del ordenador del Institut for Advanced Study (IAS
Princeton).
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La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis 
matemático 

Cálculo

numérico

Validación



64

Datos pioneros: 1697 
Capitan W. Dampier, 

Transmisión de datos: Francia 1863

Edmund Halley (1686): Astrónomo, Circulación 
general de la atmósfera y convección térmica

Validación: 
toma de datos, 
satélites
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4.500 millones de años
Siglo XXI

Validación…
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Validación…
Willard Frank Libby 

1947

C14: 5.730 años de vida media

U 238: 4.500 millones de años 
de vida media
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Datos Incompletos:
Teoría matemática. Centinelas, 

Asimilación

Radio-sondas: perfiles 
verticales de temperatura, 
viento y humedad

1 1

2 2

0 0 0

1, 2 0

1, 2 0

( )

( )
 y datos disponibles
 y g datos desconocidos

u A u f g
t

Bu f g
u t u g
f f u
g g

∂
+ = +

∂
= +
= +

≡

≡
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Gobierno o control

La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis
matemático 

Cálculo

numérico

Validación
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Gobierno o control

Roma 1555
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Ejemplos de acciones sobre el medio ambiente. 
Acciones locales. Siembra de nubes
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Siembra: hielo seco, humo de yoduro de plata.,,

1972: 
Cambrige, 
EE.UU.
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Catastrofes naturales
Visión  pesimista
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Estadísticas
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Visión optimista

(quizá en exceso)
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Acciones globales
¿Diques en Gibraltar?

R.G. Thomson

American 
Gephysocal 
Union, 1997
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J. von Neumann (1955): Modificación artificial del 
albedo

Captura de CO2  ...
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Gobierno o control

La “Trilogía Universal” de la  
Matemática Aplicada

Predicción

Sistema  real

Modelos

matemáticos

Análisis
matemático 

Cálculo

numérico
Control 
matemático

Validación
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• Estructura general:
y=estado(s),  u=control(es)

– Ley de estado: F(yt ,Ay, Bu)=0 (A y B operadores)
– Funcional de observabilidad: J(u)=g(u,y(u))

Problema: optimizar J(u) sobre un conjunto K 
de posibles controles

– Tª Control: u escalar (un único control)
– Tª de Juegos: u con múltiples componentes                                        

¡Posible conflicto de intereses!

Teoría de Control / Teoría de 
juegos
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Teoría de Control: planteamiento general

Objetivo: Encontrar el control u para que la 
observación y(u) sea lo “mejor posible”

Óptimos en espacios de dimensión infinita

Proceso realControl (entrada) u Observación (salida) y(u)

y = y(u)

La componente económica. Cumbres Mundiales. 
Teoría de juegos. Teoría de la decisión bajo incertidumbre



83

Resultados rigurosos y numéricos 
sobre control en EBM : 

3
1/ 2

0

( )  en (0,1) (0, ),
(0, ) (1, ) 0                    (0, ),

( ,0) ( )                          (0,1),

t xxy y y arctgy u t T
y t y t t T

y x y x x

δ− + = + ×

= = ∈

= ∈

2 2(0, ) (0,1)

12

1( ) ( ,. : )
2 2

10

k L T d L
kJ u u y T u y

k

= + −

=
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Experiencia numérica
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Planeta Tierra: sistema complejo
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Gracias por vuestra atención
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