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0. Introducción

Las palabras sirven para fijar lo que flota en el ambiente,… 
Esta conferencia pretende expresar el gran aprecio, que flota en el 
ambiente y que todos tenemos hacia Sixto. 

Objetivo principal: resaltar el gran impacto y mérito de sus resultados 
sobre el modelo matemático para la lubricación con cavitación: 
[de su tesis doctoral (1986) a la tesis de su alumno Rachid Ouija (1998)].

Plan:
1. Lubricación con cavitación: unicidad de soluciones.

2. Otros resultados y facetas profesionales de Sixto.

1.1. Lubricación (sin cavitación): de las ecuaciones de Navier-Stokes a la ecuación 
de Reynolds.

1.2. Lubricación con cavitación: formulación débil. Unicidad de soluciones.

1.3. Otros resultados sobre Lubricación (de Sixto y de nuestro entorno).

Seminario de Análisis Matemático y Matemática Aplicada       
(complejo y ambicioso perfil)
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1. Lubricación con Cavitación.

1.1. Lubricación (sin cavitación): de las ecuaciones de Navier-Stokes a la ecuación 
de Reynolds

Algunos conceptos muy básicos de la Mecánica de Fluidos:

Curso de Doctorado del Instituto de España 
(en la UCM)  
“Introducción a la Mecánica de Fluidos” , 
con A. Liñán, (1994-2004)

Amable Liñán Martínez 
(1934-). 
“Nieto” de von Karman
(Tesis: California 1963, F.E. Marbel) 
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2ª Ley de Newton F=ma

Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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La aceleración como término “no lineal”

Masa / volumen = densidad  

Fluidos:

•Incompresibles (densidad constante)

•Compresibles (densidad variable)

Descripción espacial 
o Euleriana

Los otros términos de ma=F
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El sistema de ecuaciones de Navier-Stokes 

Condiciones de contorno

Los fluidos (viscosos) se adhieren a las paredes 
sólidas

Condición inicial

Problema abierto (singularidad y unicidad en 3d) el 29 de junio de 2023, …

Fuerzas internas: presión y esfuerzos viscosos

( ꞏ )t p      u u u u f
en (0,+ ) 

0 ( ,0)= (x) en .x u u

 =  en (0,+ ) u 0

 div =0u
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Esfuerzos internos: modelos alternativos
Daniel Bernoulli (solo presión, propiedades de los flujos: principio de 
Bernoulli)

(1700-1782) 
Leonhard Euler (1707-1783)

Principes generaux de l’etat
d’equlibre des fluides (1755)

“La teoría  de los fluidos queda reducida a dos ecuaciones: solo falta el cultivo 
de su análisis matemático que no ha sido desarrollado aún”.

(fluido incompresible aislado)
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Osborne Reynolds 
(1842 –1912)

Otras contribuciones históricas 
sobre Lubricación:

Arnold Sommerfeld
(1868-1951) 

Piotr Kapitsa (1894 –1984) 
Trabajos de 1948 (thin film of liquid flows)
Premio Nobel 1987 



S. A. Nazarov, Asymptotic solution of Navier-Stokes problem on the flow
of a thin layer of a fluid, Sibirsk. Mat. Zh., 31, (1986), 131–144.

Una deducción totalmente rigurosa:



Modelización: puntos de coincidencia con el arte
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1.2. Lubricación con cavitación: Formulación débil. Unicidad de soluciones

Tesis de Sixto:

El deterioro sufrido a causa del rozamiento entre dos superficies puede llegar a ser crítico ya que las piezas de una 
máquina pueden llegar a perder sus tolerancias y quedar inservibles. 
Uno de los desgastes más frecuentes es por “cavitación”: el aceite lubricante fluye a través de una zona donde la 
presión es inferior a su presión de vapor, el aceite hierve y forma burbujas de vapor, que son transportadas (por el 
propio aceite) hasta otra zona de mayor presión, donde ese vapor se transforma en líquido de forma súbita, 
generando fugas sobre las superficies metálicas que dan lugar a la aparición de picaduras y grietas.
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La región de cavitación 
entre cojinetes (bearings)
puede tener un borde 
(frontera libre) muy irregular 
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Información sobre modelos matemáticos “recientes” indicado en la tesis: 

De la formulación física al modelo matemático (con cavitación)

Adimensionalización (tras coordenadas cilíndricas, periodicidad)
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Modelo de Swift-Stieber
H. Swift. “The stability of lubricating films in 
journal bearings”. In: 233.1932 (1932), pp. 
267–288.

W Stieber, Das Schwimmlager
Krayn, Berlin (1933)

Función de Heaviside en la 
convección

funciones test 
arbitrarias

Importante trabajo previo: 
G. Bayada, M. Chambat, Existence 
and uniqueness for a lubrication
problem with nonregular conditions 
on the free boundary, Boll. U.M.I. 6,
(1984), 543–557 (frontera libre 
Lipschitciana).
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Tema delicado: “nuevas” condiciones implícitas sobre la frontera libre 

formulación “fuerte”

Modelo de Swift-Stieber



Rhapsody on a Theme of Paganini, Op.43

Sergei Vasilyevich Rachmaninov (1873-1943)

Pablo Picasso (1881-1973)
Les Demoiselles d'Avignon. 1907 

Domenicos Theotocopoulos
“El Greco” (1541-1614)
The Visitation 1610-14

Dominique Ingres 
(1780-1867)

El baño turco1862
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Condiciones de frontera libre no estándar en un problema con 
convección no lineal: filtración en un dique poroso

Condiciones de 
frontera libre 
no estándar

La unicidad de soluciones la dejan como un problema abierto
Carrillo Menéndez, J., & Chipot, M. (1981). Sur l ‘unicité de la solution du problème de l ‘écoulement 
à travers une digue. Comptes Rendus de l'Académie des Sciences. Série I. Mathématique, 292(3), 
191-194.
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J. Carrillo, Unicité des solutions du type Kruskov pour des problèmes elliptiques avec des termes de 
transport non linéaires. Comptes Rendus de l'Académie des Sciences. Série I. Mathématique , 303 (5) 
(1986), 189-192. 

Importante refinamiento de ese tipo de técnicas para problemas con 
convección no lineal:

Existencia de soluciones por aproximación de la función de Heaviside y 
cambio de variable (anulación en todo el borde no periódico)

J. Carrillo , "Unicité des solutions pour une famille de problemes elliptiques avec convection non-linéaire". En Contributions to 
nonlinear partial differential equations, Volume II, (J.I. Díaz and P.L. Lions, eds). Longman, Essex,1987, 55-68
(II Coloquio Franco-Español sobre ecuaciones en derivadas parciales no lineales. París, Diciembre 1985: el I en Dic.1981).
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La parte más valiosa de la tesis:

La “comparación de soluciones” implica la unicidad
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Por tanto, el gran mérito es obtener la Proposición II.2. Para ello se duplican 
variables.

Principio filosófico: aumento de la dificultad para encontrar una solución particular
(Richard Feynman (1918-1988): Premio Nobel 1965) 
Un ejemplo de naturaleza distinta 
(L.C. Evans, An Introduction to Mathematical Optimal Control Theory, Version 0.2
https://math.berkeley.edu/~evans/control.course.pdf

Visto también, el 28/06/2023 (ayer !!!) en J. Echegaray, “Teoría matemática de la 
luz”, Revista de los Progresos de las Ciencias, tomo 19, Madrid, 1871, páginas 
7-10.
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Regreso al método de duplicación de variables

Idea genial: nueva función test (historia de las EDPs no lineales en términos 
de las correspondientes funciones test: … otra conferencia)
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Sobre el método de “duplicación de variables”:

Tesis: Cálculos en 18 páginas  para probar la Proposición II.2 

Artículo Álvarez-Carrillo: Cálculos en 11,5 páginas para probar la 
Theorem 2.1 (Proposición II.2 de la tesis). 

Sobre los orígenes históricos de esa idea:

• S. N. Kruzhkov, First order quasilinear equations in several independent 
variables, Math. USSR-Sb. 10 (1970), 217-243.

• M.G. Crandall, The semigroup approach to first order quasilinear equations in 
several space variables. Israel Journal of Mathematics 12 (1972), 108-132.

• Ph. Bénilan, Equations d’evolution dans un espace de Banach quelconque et
applications. Thèse d’etat. Paris X (1972).

• Ph. Bénilan, Ph., S.N. Kruzhkov, Conservation laws with continuous flux 
functions. NoDEA 3, 395–419 (1996).

• L.C. Evans, Partial Differential Equations, AMS, 1998 (páginas 606-611)
[omit on first reading !!!!].

Contexto de ecuaciones hiperbólicas de primer orden !!!

Primera aplicación a ecuaciones de segundo orden !!!
• J. Carrillo, Actas de la reunión de Paris de 1985, …. (otra conferencia).
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1.3. Otros resultados sobre Lubricación (de Sixto y de nuestro entorno).
• Álvarez, S. J. Qualitative properties of the free-boundary of the Reynolds equation

in lubrication. Publicacions Matematiques Vol. 33 (1989), no. 2, 235-251.
• Álvarez, S. J.; Carrillo, J.; Diaz, J. I. Cavitation in lubrication: an evolution model. 

Actas del XI CEDYA / Congreso de Matemática Aplicada (Málaga, 1989), 131-135, 
1990.

Tesis de Rachid (1998)

• Álvarez, S. J.; Oujja, R. A monotonicity result in a moving free boundary problem related 
to lubrication with cavitation. Advances in Mathematical Sciences and Applications. 11 
(2001), no. 1, 161-185.

• Álvarez, S. J.; Oujja, R. An iterative method for solving a free boundary problem for an 
infinite journal bearing. Applied Mathematics and Computation. 122 (2001), no. 1, 15-26.

• Álvarez, S. J.; Oujja, R. A monotonicity result in a moving free boundary problem related 
to lubrication with cavitation. Adv. Math. Sci. Appl. 11 (2001), no. 1, 161-185.

• Álvarez, S. J.; Oujja, R. On the uniqueness of the solution of an evolution free boundary 
problem in theory of lubrication. Nonlinear Anal. 54 (2003), no. 5, 845-872.

• Álvarez, S. J.; Oujja, A new numerical approach of a lubrication free boundary problem. 
Appl. Math.Comput. 148 (2004), no. 2, 393-405.

[ Mathematical Modelling in Lubrication, Vigo, 30-31  de  Octubre,  1990], (… otra conferencia). 
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• Álvarez, S. J.; Oujja, Alvarez, S. J.; Oujja, R. On the uniqueness of solution in a lubricated 
device with imposed load. MAMERN11:4th International Conference on Approximation 
Methods and Numerical Modelling in Environment and Natural Resources. Saïdia (Morocco) 
(2011).

• Álvarez, S. J.; Oujja, An adaptive finite element method for solving a free boundary problem 
with periodic boundary conditions in lubrication theory. MAMERN13: 5th International 
Conference on Approximation Methods and Numerical Modelling in Environment and Natural 
Resources. Granada (Spain) (2013).

Otros trabajos sobre lubricación en nuestro entorno:

• J.I. Díaz and J.I. Tello, A note on some inverse problems arising in lubrication theory, 
Differential Integral Equations, 17, (2004), 583–591 (problema propuesto por Liñán).

• J. I. Díaz, S. Martin. On the instantaneous formation of cavitation in hydrodynamic 
lubrication, C.R. Mécanique, 334 (2006), 645-650.

• Tesis y numerosos trabajos de J.I. Tello sobre Lubricación, …
• Análisis numérico (J.A. Infante, A. Bermúdez, J. Durany, C. Vázquez, …)

Un manuscrito no publicado
(re-encontrado el 18 de junio de 2023, Art-Madrid.pdf )
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Álvarez, S. J.; Oujja, On the continuity of the Mumford-Shah energy.
Second European Workshop on Image Processing and Mean Curvature 
Motion. Illes Balears (Spain) (1995).

2. Otros resultados y facetas profesionales de Sixto.

Álvarez, S.J. 
Estadística Aplicada. Teoría y Problemas. 
Editorial CLAGSA. Madrid. (2000).

Álvarez, S.J.; Infante, J.A.; Ivorra, B.; Ramos A.M.; Rey, J. M. 
Modelling and Simulation of High Pressure Processes in Food Engineering. Actas 
del Congress on Numerical Methods in Engineering (CMNE 2007)-Iberian Latin
American Congress on Computational Methods in Engineering (XXVIII CILAMCE).



29

Álvarez, S.J.; Rey, J. M. (Eds.): 
Libro-Homenaje a José María Fraile Peláez. 
Universidad Complutense de Madrid. 2008, 192 p.

Álvarez, S.J. Consideraciones sobre primos gemelos. 
Libro-Homenaje a José María Fraile Peláez. 
Universidad Complutense de Madrid. 2008, pp. 159-
173.

Director del Departamento de Matemática Aplicada. 
Universidad Complutense de Madrid. Diciembre1999- Septiembre 2004.

Coordinador de Matemáticas, de la UCM, de las Pruebas de Selectividad 
2013-2020



Muchas gracias por 
vuestra atención
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2 de Septiembre de 1951
Turleque (Toledo) 
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Colegio Menor 
“San Servando” 
(Toledo)
5º de Bachillerato 
1965-1966



33

Compañeros del Colegio Mayor (Octubre 1968- Junio 1972) 
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Compañeros de promoción Licenciatura de Matemáticas (UCM) 
Octubre 1968-Junio 1973

Álvarez-Díaz (1972)
Apuntes de Variable Compleja 
Manuscrito de D. Baltasar Rodríguez Salinas 
(ciclostil en el Colegio Mayor)
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Sixto en el Departamento de Ecuaciones Funcionales, 1984
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Sixto en el Homenaje a A. Dou (17 de junio de 1988)
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Sixto en la Real Academia de Ciencias (19 de Noviembre de 1979)
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Sixto en Besançon (Francia), 1999
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Sixto en el Congreso de los Diputados (21 de enero de 2000)
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Sixto con Haïm Brezis
UAM, 12 de abril de 
2002
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Sixto con Ph. Bénilan (2000)
Journées “Analyse non linéaire”, 60º anniversaire Philppe Benilan, 27-29, octubre, 
2000, Les Moussières, Jura, Francia.
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Sixto, gran viajero
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Sixto antes de la pandemia



Mi amigo Sixto
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Sixto caminante y sus pistachos
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Sixto en familia (Claudia, Jorge y Carlos…+Leticia   en 2014)
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Claudia y Lea
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Sixto y Lea

¡¡¡ Buena jubilación, querido Sixto !!!


