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1. Variedades Euclideas

1.1. Preliminar
1.1.1. Coordenadas

En adelante mantendremos una doble notacién para las coordenadas. Asi,
si tomamos coordenadas (r,v, z) en R? | implicitamente las estaremos iden-
tificando con (z1,x9,z3) segin la sencilla regla x = x; , y = 25, 2 = 3 .
Coordenadas (u,v) en R? se identificardn con (uy,us) segin u = uy, v = us.

En general si consideramos en R™ coordenadas (z1,...,z,) se identifica
x; con la proyeccién i-ésima

it R" 3 (§,...6,) —~§ER

Sea U un abierto de R™ . Una funcién F': U — R™ se determina por sus
componentes F; =y;jo F': U— R, donde se ha denotado también por y; :
R™ > 0y, ,m,,) — n; € R la proyeccién j-ésima. Decimos entonces que

{y) = F}(,’L‘l, ey xn)}jzl,...,m

son las ecuaciones de F'.

1.1.2. Funciones diferenciables. Matriz Jacobiana

Sea U un abierto de R™. Una funcién f : U — R se dird diferenciable si
posee derivadas parciales continuas de todos los érdenes.

Una funcion F : U — R™ se dird diferenciable si todas sus componentes
F;:U—R (j =1,...,m) son diferenciables.

Sea F': U — R una funcién diferenciable. La matriz Jacobiana de F en
p € U se define por:

8F1/8$1 8F1/8$n

8(F1,...,Fm)) B
T=p

DF(p) := (— ‘ |
() (a1, . ) OF, [0z, - OFp )0z,

que se identifica con la aplicacién lineal DF(p) : R"— R™, y se denomina
diferencial (cldsica) de F' en p.

1.1.3. Funcién diferenciable entre subconjuntos.

Sea S subconjunto de R" , y S subconjunto de R™ . Una funcién ¢ : S —
S se dice diferenciable, si por cada punto p € S, hay un abierto U de R” , con
p € U, y existe una funcién F : U — R™ diferenciable, con ¢ | UNS = F | U
NS. La funcién ¢ se dice difeomorfismo , si es diferenciable, biyectiva, y su
inversa es también diferenciable.
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Es claro, que la composicién de funciones diferenciables, es diferenciable,
y si son difeomorfismos, la composiciéon también lo es.

1.2. Variedades Euclideas. Superficies

Intuitivamente hablando, una superficie es un subconjunto de R? liso,
que tiene dimension dos ({una sébana flotando?). Otra aproximacién intui-
tiva estd ligada al hecho de admitir que cada punto de la superficie, tenga
un plano tangente bien definido. Piense el lector en cada uno de los ejemplos
grificos que se dan a continuacién. ;Son superficies?, ;porqué si? ;porqué
no?

@@Q@ﬁm
S s e

Nosotros estamos principalmente interesados en la teoria de superficies,
sin embargo no cuesta ningin trabajo generalizar este concepto y considerar
conjuntos M que son algo asi como superficies m-dimensionales sumergidas
en R™. Son las denominadas variedades euclideas. Una ventaja desde nuestro
punto de vista, de esta generalizacién, es que permite englobar bajo un mismo
concepto a las superficies y a los abiertos de R". Establecemos aqui una
definicién formal de variedad euclidea.

1.2.1. Parametrizaciones locales

Sea M un subconjunto de R™. Una m-parametrizacion (local) de M es un
homeomorfismo ¢:U —U , donde U es un abierto de R™ y U es un abierto
de M (en la topologia relativa). Ademds se exige la siguiente propiedad de
regularidad: ¢:U — R" es una aplicacién diferenciable y rg(De(u)) = m,
para todo u € U.

Con las notaciones que venimos utilizando corresponderia escribir

p(u) = ((z1op)(u),. .., (znop)(u)),
para (u,v) € U . No obstante, y presuponiendo que se ha fijado de antemano
la parametrizacion ¢ , las funciones (x1,...,x,) se considerardn indistinta-
mente funciones definidas sobre U = p(U) o sobre el propio U, por lo que
valdrdn las identificaciones x; 0 p = x; escribiremos
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Figura 1:

pu) = (z1(w), ... 20 (u))

y diremos que x; = z;(u) son las ecuaciones de .

Mds atun: la restriccion a U de cualquier funcion diferenciable f : R™
— R se considerard indistintamente definida sobre U = (U ) o sobre el
propio U, por lo que valdrd la identificacion fop = f .

1.2.2. Concepto de variedad euclidea

Un subconjunto M de R” se llama variedad euclidea de dimension m si,
para cada punto p € M, existe una m-parametrizacién (local) ¢ : U —U
conpelU .

Una observacién elemental, aunque importante, es que un abierto A de
una variedad M es también una variedad euclidea.

Las variedades euclideas de R" con dimensién n — 1, se llaman hiper-
superficies. Las hipersuperficies de R?® son (exactamente) las superficies de
siempre.

1.2.3. Ejemplos

Grafica de una funcién Sea 2 abierto de R™ con coordenadas =z =
(1,...,Zm) v ¢ : © — R” una aplicacién diferenciable. Si llamamos z =
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(z1,...,2) alas coordenadas de R", se llama grafo de f al conjunto
M={(z,2) eER™" :2€Q, 2= ((x)}

Observese que el grafo M es una variedad, ya que la aplicacion ¢ : Q —
M con p(uq,...,Uy) = (U1, Unp,(U,...,Uy)) es una parametrizacion
global. Nétese que o™t =7 : M > (2,2) — x € Q.

Las esferas El conjunto S™ = {(z1,...,Zms1) : Sopt' 22 = 1} constituye
una variedad m—dimensional de R™*! denominado esfera. Podemos definir
la parametrizacién ©:U —U, con U={(u1,,...,up) : Yo u? < 1}, U =
{(xo,...,xm) € S™: 29 > 0}, y p tiene por ecuaciones:

Tr1 = Uy

T = U,

Ty = /1= 30 uf

es facil comprobar que rg(D¢(u)) = m en todo punto. La razén por la que
¢ es homeomorfismo, es que ¢!, es la restriccién a U de la proyeccién

7 R™ S (21, .., o) — (21, .., %) €ER™

Evidentemente todo S™ puede recubrirse de parametrizaciones de este tipo.

La figura del ocho La aplicacién diferenciable ¢ : (0,27) 5 u — (sinu,sin 2u) €
R? no define una parametrizacién sobre su imagen M = imy (véase figura),

pues aunque do/du # 0 en todo punto y, ¢ : (0,27) — M es biyectiva, ¢

no es homeomorfismo, ya que ¢ ((0,27) — {m/2}) es unconjunto conexo, y
(0,27) — {7/2} no lo es.

o nn o 05 05
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1.2.4. Variedades en implicitas

Sea ' : D — R wuna funcién diferenciable definida sobre un abierto I
de R3. Tomemos en R3 coordenadas (z,y, z). Supongamos que existe un
punto p = (a,b,c) € D en el que F(p) =0y (0F/0z) (p) # 0. Denotemos la
proyeccién por

™R 3 (z,y,2)—(z,y) € R?.

Entonces existen: un abierto Q de R? con (a,b) € §2, un intervalo abierto .J
con ¢ € J y una funcién diferenciable ¢ : 2 — J verificando las siguientes
condiciones:

{QXJC]D) y ademads
{(z,y,2) € Qx J [ F(z,y,2) = 0} = {(z, 4, C(z,9) | (x,y) € Q}

Naturalmente el teorema de la funcién implicita) admite un enunciado
andlogo si se supone por ejemplo que (0F/0x) (p) # 0 .

En particular, si M = F~1(0) es el conjunto constituido por los ceros de
una funcién diferenciable F' : D — R | tal que DF(p) es de rango 1 , para
todo p € M, entonces M se ve localmente como la gréafica de una funcién y
es una superficie. Se dice entonces que F'(z,y, z) = 0 es una ecuacién de M.

Mas general:

Supongamos ahora que tenemos una funcién diferenciable, F' : D —
R"definida sobre un abierto D de R™ . Tomemos en R coordenadas (z1, ..., z,),
y un punto p = (p,p) € D en donde F(p) =0,y

ot (aﬁ(Fl,...,Fr) ><p)%0

(l’m+1, e ,l’n)

Por el teorema de la funcién implicita se concluye entonces que existen
abiertos 2 de R™ y 2 de R " , de forma que p € 2 =Q x Q C D, y existe
una funcién diferenciable ¢ : 2 — € verificando la condicién

FUO)NQ = {z = (3.0(7): & €}
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Observacion 1.2.4.1 1. Tomando en Q coordenadas u = (U1, .oy Um),
la aplicacion ¢ : Q > u — (u,((u)) € F710) N Q C R"tiene por
ECUACILONES
TL=Upy o Ty = Uy Ty = C1(UL, oy U)o ey Ty = Co(Uny vy Upy)

y define evidentemente una biyeccion continua cuya aplicacion inversa,
es evactamente la restriccion de la proyeccion w : R" 2> x—& € R™ a
F~Y0) N Q. Por tanto ¢ : Q — F~1(0) N Q es homeomorfismo.

2. El teorema de la funcion implicita, responde a una idea intuitiva que
puede parafrasearse asi: De la ecuacion F(xy,...,x,) =0, pueden des-
pejarse localmente las variables T, 1, ...,x, en funcion de las x1 =
UL,y Ty = Um, alli donde .

det(@a(ﬂ,...,ﬂ)w) oy

(Tmi1y---HT

3. En el supuesto de que
J(Fy, ..., F) )
rango | —— = =r
g <5’((:c1, Ce X)) (n)

y el menor de orden r distinto de cero corresponda a otras variables
(Tky,y - - -, T, ) naturalmente, puede enunciarse un resultado andlogo.
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4. Por tanto M = F~Y(0) es una variedad diferenciable cuando

O(Fy,...,F,
rang (M) =71 en todop € M
8(:31, ooy Ty

se dice entonces que
Fl (l’l,...,ﬂfn) =0
: son ecuaciones de M
Fr(l’l,...,l'n) =0
1.2.5. Anadlisis local de una parametrizacion.

Consideremos una parametrizacién local de una superficie M:

r1 = (U1, . Up)
p:U—-R" p:
Ty = @p(Uty ..oy Up)

y supongase que en cierto punto wg € U , y sea p = p(wy). Se verifica

det (g(gphagom) wo) ?é 0

(Upy .oy Up)
y sea m : R" — R™ la proyeccién n(z,z) = =, donde x = (Z,7) con T =
(T1, e T) YT = (Tiaty -+ Tn)

1= @(ug, ..., Up)

p=mop:
T = @ (Ut ooy Up)

define por el teorema de la funcién inversa, un difeomorfismo ¢ : Uy — Q de
un entorno Uy de wy en un abierto 2 de R™ que contiene a p = w(p).
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Asi Uy = ¢(Up) es un abierto de M que podemos suponer de la forma:
Z/{O = <§ X Q) N M

siendo €2 un abierto de R" que contiene a las r = n — m componentes finales
p de p. Tenemos asi el diagrama:

Uy —2— Uy

A
3

Q

La aplicaciéon ( = ¢ o @
pop ! =idg es decir:

Lo > Uy veriﬁcaWOC:WO(gpogb’I) =

(@) = (55 2(55)) Vi€ 0
y se verifica
Uy = p(Uo) = (w0 97") () = ¢ (2) = {(7.0@)); 7€ 0}

por tanto:
Conclusién 1: En un entorno del punto p, la superficie se ve como la
grifica de una funcion
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Conclusién 2: Por otra parte, la aplicacion ¢ : ) = QOxQ— Uy tal que
é(r) = o~ (%) verifica la propiedad:

d(a) = 1 3,3) Vo €Uy = (Ax V)N M

En efecto, ya que Vu € Up es ¢ (o (u)) = &' (1o o (u)) = u=¢~" (¢ (u)).
En consecuencia ¢! es también una aplicacién diferenciable, y ¢ : U — U
es un difeomorfismo.

1.2.6. Cartas

Si ¢ :U—U es una m-parametrizacién (local) de una variedad M y
denotamos por ¢! = ¢ = (uy,...,uy,) : U —U la aplicacién inversa, (que
es diferenciable!) . Se denomina carta de M al par (U, c)

Con las notaciones que venimos utilizando corresponderia escribir

c(p) = ((uroc)(p),..., (umoc)(p))
para p € U . No obstante, y presuponiendo que se ha fijado de antemano la
carta c, las funciones (uy,...,uy,) se consideraran indistintamente funcio-
nes definidas sobre U = c(U) o sobre el propio U ; por lo que valdrdn las
identificaciones u; o ¢ = u;, escribiremos

C(p) = (ul(p)a ye 7“771(p))

Diremos que uy(p),, ..., un(p) son las coordenadas de p con respecto a la
carta (U,c).
Consideremos la restriccion a U de cualquier funcion diferenciable f : R™
— R . De la identificacion (1.2.1) fop = [ se sigue f(p) = [ (ur(p),, ..., um(p))
y escribiremos f = f(uy, ... uy) .
Andlogamente se obtiene: g—i(p) = gl{i (ur1(p),, ..., um(p)) y escribire-
mos:
of _ of
an = aUZ (ul, .. U,m) .

1.2.7. Compatibilidad de cartas

Si (U,c =p"), (U,c =p") son dos cartas de una variedad M, con U NU
no vacio, es facil probar (usando la conclusién 2 del epigrafe 1.2.5) que la
aplicacién cambio de carta

Cop:c(UNU) —cUNU)

es un difeomorfismo. Nétese que por ser ¢, y € hoemomorfismos y U NU
abierto, la aplicaciéon cambio de carta estd definida sobre abiertos de R™.

Las correspondientes ecuaciones: ; = (i1 0 @ 1o @) (Ur,...Un), Upm =
(U 0 Lo @) (u,...up) , abreviadamente 4, = Uy (uy, ... Up) , Um
U (U1, . . . Up) , se llaman ecuaciones del cambio de carta.
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1.3. El anillo de funciones

Si M es una variedad, denotamos por

F(M)={f: M —R: f esdiferenciable}

El conjunto F (M) tiene estructura natural de anillo respecto a la suma y pro-
ducto habitual de funciones reales. Se denomina a F (M), anillo de funciones
de M.
1.3.1. Funciones meseta

Si f € F(M) se denomina soporte de [ a

sop(f) ={x € M : f(x) # 0}

El siguiente resultado serd una buena herramienta en el futuro

Proposicién 1.3.1.1 Sea U abierto de M, y p € U. Ezxiste entonces una
funcion p € F(M) , u > 0, con soporte compacto contenido en U que verifica
la siguiente propiedad: Uy = {x € M : p(x) = 1} es un entorno de p. Se
denomina a p funcién meseta en torno a p

Observacion 1.3.1.1 De esta forma si f € F(U) puede construirse una
funcion pf € F(M) definida ast:

(@) f(z) sizeld
(nf)(z) = { gsixGM—sop(f)

y que coincide con f en el entorno U; de p.

Demostracién: Se considera la funcién f : R —R (diferenciable pero no
analitica):
0sit<O0

f(t) = { eV sit>0

y a continuacién se construye g : R —R diferenciable:

9(s) =2+ ) f(=1—59)
se vé que ¢g(s) >0,y g(s) >0 <= —2 < s < —1, asi tomando
¢ -1
h(t) = Z/ g(s)ds siendo A = / g(s)ds
o —2

resulta ser h(t) = 1sit > —1,y h(t) = 0 si t < —2. Finalmente se construye
A : R —R diferenciable, con

h(t)sit <0
AE) = { h(—t)sit >0
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asi A(t) =0si|t|>2,y ANt)=1si|t|< 1.

Construyamos para terminar la funcién meseta p € F(M). Podemos su-
poner (;7) que U es dominio de una carta (i, c) , con ¢(p)=0, c¢(U) 2 B*(0,2)
(bola cerrada de centro el origen y radio 2) y definir:

A ( w;(x 2) sizeld
e = { A (VEET)
Osize M—c(B*0,2))
Corolario 1.3.1.1 Si K es un compacto de la variedad M, yU es un abierto

de M, conU D K, existe entonces X € F(M), X\ >0, con A | K > 0, y sop(\)
compacto contenido en U.

1.4. Vectores tangentes

1.4.1. Espacio vectorial tangente 7,R" en un punto p € R"

Sipe R, E € R”, denotamos por & = Ep = (p,g ). Geométricamente,
¢ se representa por el vector E enganchado en el punto p. El espacio T,R",
se denomina espacio tangente en p a R". T,R™ tiene estructura natural de

espacio vectorial euclideo, si se establece que la biyeccién natural R” 3 ¢ =
§ =¢, € T,R" sea una isometria lineal, es decir:

A, + il = (N + pif)y YA, p € R, VE,, 77, € TR

ademads si n = 3,

— —

fpxﬁp:(fxﬁ)p

1.4.2. Cono tangente a un subconjunto por un punto.

Sea o : I — R™ es una curva diferenciable, a(t) = (ai(t),..., a,(t)) se
llama vector velocidad de a en ¢ al vector:
da ,

Q'(t) = (@4(0), -, (1)) ) € Ta "

dt|, "
Si0el,y a0) =p, se dice que « es una curva por p.

Si S es un subconjunto de R™ , p € S, una curva por p en S es una curva
por p cuya imagen estd contenida en S. Denotamos por C'(p;.S) a la familia
de dichas curvas.

Nétese que T,R™ = {¢/(0) : a« € C(p,R™)} ya que se tiene la identidad

. d(p+t5)

P dt

t=0
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Se denomina cono tangente por p a S al conjunto
1,8 ={d'(0) : « € C(p,S)}

Observese que 7,5 coincide con T,U, cuando U es abierto de S en la topologfa
relativa de S, y p € U.

Nétese también que T,R" = T,U , si U es abierto de R" , y p € U .
Naturalmente, 7,5 no tiene porqué ser subespacio vectorial de T, R".

1.4.3. Espacio tangente en una variedad euclidea.

Probaremos que el cono tangente 7,M de una variedad M (de dimensién
m sumergida en en R™) en un punto p € M, es de hecho un subespacio
vectorial de T,R" con dimensién m.

Sea ¢ :U—U (u1,...,Uyn) — @(u,...,uy), una parametrizacién de
una variedad M con p € U. Dada cualquier curva diferenciable o : I —
U C R™ | se concluye (por ser c diferenciable) que 0 = (coa) : I — U
es también una curva (esto es, diferenciable), que podemos escribir como
o(t) = (ui(t),...,un(t)) que es la representacion analitica local de .

Se tiene a(t) = ¢ (u1(t),. .., un(t))y entonces, usando la regla de la ca-

dena se tiene:
da _ Op dun Op dim

dt  Qup dt | Ou,, dt
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sipeU ,y a e C(p,U) entonces o € C(c(p),U) por lo que particularizando
la igualdad anterior en ¢ = 0, se concluye que
C(p)> P

aw/),  \9um

ahora bien, como el rango de la matriz

9p
8u1

T,M = Span (

0 0
Dp= (2 ... 22
Oouq Oy,
es siempre igual a m, se concluye que dim 7,M = m. Cualquier vector
£=(&, ,En)p € T,M puede escribirse en la forma
@
N D Dy ‘i
5 = : = % y Ty ou :
£, c(p) ™ le(p) 134
las componentes (£7,--- ,£7) de se denominan coordenadas locales (o intrin-
secas) de & respecto a , mientras que (&5, - - - ,&,,) se denominan componentes

extrinsecas de &.

1.4.4. Derivadas direccionales en R"

Sea D un abierto de R™ con coordenadas (z1,...xz,), F' : D — R una
funcién diferenciable, y p € D. Un vector tangente { = £, € T,D actua sobre

la funcién F' como la derivada direccional de F' en p segun el vector E, y
puede definirse de la forma

§(F) = (Foa) (0)

siendo a € C (p, D) cualquier curva tal que o/(0) = €. De hecho, si a(t) =
(z1(t),...,x,(t)), usando la regla de la cadena queda:

P dt 0 N Z (993,

(Foa) () =Y 5

Vistas las cosas asi, parece natural denotar

0 0
(1’0’“'70)11:(5_331) ,...,(0,0,...,1)1):(&6)
p n/p

pues asi se tiene la identidad:

(ai)p(” -5

§i

p

p
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Con esta notacion, si (U, c = (u1,...,uy,)) es una carta de M, podemos

escribir:
9 ) " dp, ( 9 )
22 )=y gn )
<8uj c®)/ , ; Ou, c(p) Oz; p

1.4.5. Derivadas direccionales en variedades

Si M es una variedad, p € M,y f € F(M), sea F': D — R una funcién
diferenciable, con p € D abierto de R", tal que F(x) = f(z) para todo
reU=DNM.Fijado{ € T,M,y o € C(p, M) tal que o/(0) = &, podemos
definir

E(f)=(foa)(0)=(Foa)(0)=¢(F)
y esto es idependiente de:

a) La funcién F' elegida que extiende a f en torno al punto p.
b) La curva a € C (p, M) tal que o/(0) = ¢

En particular si (U, c = (uy,...,uy)) es una carta de M se tiene
Oy " Oy, oF
(% ) (F) = Z ou,; ori|
Tlew)/ i=1 ~ Jle(p) T Ip
O(F o p) _ 0oy
0uj o) Ou; o)
por esto es natural denotar
(L) - (a_@ )
8uj P an c(p) »
pues asi se tiene la identidad:
0 O(f o)
(%) =5
7/ p 7 le(p)

1.4.6. Propiedades de las derivadas direccionales.

Asf pues un vector £ € T,M, define la derivada direccional £:F(M)—R
de forma que a una funcién f € F(M) le asocia el nimero £(f) mediante la
férmula:

§(f) = (foa)(0) (2)
para « € C(p, M) con o/(0) = £ .Es facil comprobar que se verifican las
siguientes propiedades, para todo f,g € F(M), todo A\, € R ,

0) Si foa =goa paraun a € C(p, M) con o/(0) = &, entonces &(f)
=¢{(g). En particular &(f) =£(g), cuando f, y ¢ coinciden en un entorno U
de p.
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1) &N+ png) = AS(f) + 1€(g)
2) £(fg) =¢(f)gp) + fF(P)E(g)-

3) Si (U, c) una carta de M, ¢ = (u,- -+ ,un) , p=c ! la parametrizacién
local asociada, entonces , para p € U

( ai) () = (%)U 3)

y ademds se verifica para cada { € T,,M la identidad

e= e (5) (@)

1.4.7. Derivaciones por un punto

Fijado un punto p de la variedad M, una derivacién por p es un ope-
rador D:F(M)—R que verifica para todo f,g € F(M), todo A\, u € R las
propiedades 1) y 2) del epigrafe 1.4.6, es decir:

1) D(AS + pg) = AD(f) + nD(g)

2) D(fg) = D(f)g(p) + f(p)D(9).

Hay varias afirmaciones elementales que hacer, cuya demostracién es in-
mediata

(a) El conjunto D, (M) de derivaciones por p € M, tiene estructura na-
tural de R-espacio vectorial.

(b) Usando la técnica de las funciones meseta es facil demostrar que una
derivacién D € D, (M) es un operador localizable, es decir: D(f) = D(g) si
f = genlU entorno de p, ademds D(f) estd bién determinado para f € F (U),
es decir, cuando se conoce f solo en un entorno de p.

(c) Si D € D, (M), y se piensa en un k € R como una funcién constante,
entonces D(k) = 0.

1.4.8. Vectores tangentes y derivaciones

A cada & € T,M podemos asociarle una derivacién D¢ € D, (M), de
forma que

Def =&(f) = (foa)(0), aeC(p,M) con o/(0) =&

Teorema
La aplicacion T,M — D, (M) & — Dg, es un isomorfismo R-lineal.

Demostracion:
Es facil ver que se trata de una aplicacién R-lineal. Probemos que es
inyectiva:
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En efecto, si D¢ = 0 para cierto £ € T, M, entonces necesariamente = 0,
ya que si (U, ¢) una carta de M, ¢ = (uq, ..., u,,) entonces fijada u € F (M)
funcién (p € U)-meseta es (ver observacién 1.3.1.1) pu; € F (M), De(pu;) =

0, y se verifica por (4)
§= 25“2 < ) ZDguu, < ) :ZO<£') =0
Ui/ p 1 t/p

Veamos que es sobreyectiva:
Dado D € D, (M), el tnico candidato posible £ € T,,M tal que Dy = D
debe escribirse de la forma

)

donde D(u;) € R tiene sentido por la observacién (b) anterior.
Asi pues, hay que probar que para todo f € F (M) es

“ 0
— {ZD(W) (auZ) } ZD au,
1 p
Tomemos entonces la carta ¢ = (uq,...,u,) de forma que U=1DB; y
c(p) = (w1 (p) -+ tm (p)) = (0,---,0).

oo
AR

9licp) (5)

c(p)

Fijada f € F (M) y usando el Lema del final para la funcién F' = f o ¢ se
concluye que existen funciones h; = H; o c € F(U) tales que:

p(p) = HL2E)

oy f=fp)+ Z“”“ (6)

c(p)
Se tiene entonces (ya que D (f(p)) = 0):
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Teniendo en cuenta que u;(p) = 0y (6) se obtiene (5)

Lema
Sea I' : B; — R una funcidén diferenciable definida en la bola unitaria
By = {(u1,...,uy): Y. u? < 1}. Existen entonces funciones H; : B; — R

diferenciables, tal que

_OF

H;(0) = e

JF=F(0)+ ) wH,
0 i=1

Demostracion
Fijado u=(uy, ..., u,) € By, se tiene la identidad

F(u) — F(0) = /0 %(F)ds

donde

ademas

L/ oF oF
HA f— p—
! (0) /; ( 8ul 50) dS 8uz

1.5. La Diferencial de una funcién

0

1.5.1. La diferencial para funciones de R" en R™

Sea F': U — R™ , una funcién diferenciable definida sobre un abierto U
de R" . Se llama diferencial (geométrica) de F en p € U , a la aplicacién
lineal

-

dF(p) : T,R" 3 £, — (DF(p)()r) € TrpR™

que hace conmutativo el diagrama:

TR @)

TrEp)R™

Rn

DFp)
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es decir, se trata de la aplicacién lineal que tiene por matriz la matriz
jacobiana de DF(p) respecto a las bases canénicas en T,R" y TpR™. Se
tiene asf la siguiente identidad:
P ) F(p)

o (a), -3 (52), (50, (5

J

El vector dF(p)(§) parap € U,y € € T, R™ se escribe:

y puede determinarse geométricamente usando la siguiente receta:
Témese una curva diferenciable o« : I — U por £ (es decir «(0) =
p, .o/ (0) = &). Se tiene (por la regla de la cadena del andlisis)

UFoa)| _ 5~ (da) (OF
T_zj:(dt>T(3xj>a(T)

dt
Entonces dF(p)(§) es exactamente el vector definido por F o en t = 0:
dF (p)(§) = (F o a)'(0)

Observacion 1.5.1.1 Supongamos que estamos en la situacion habitual de
ser M = F7Y(0) siendo F' = (F}, ..., F,) : D — R" diferenciable y rang (DF|p) =
r Vp € M. Entonces se tiene

T,M = kerdF(p)

En efecto,como DF\p es la matriz de dF(p) : T,R" — Trq,)R" se concluye
que T,M y ker dF'(p) tienen la misma dimension. Ademds T,M C ker dF(p)
pues (Foa) =0 € R" si o € C(p, M), y ast para o/(0) = £ € T,M, es
dF(p) (§) = (Foa)(0) = 0.

1.5.2. La diferencial en un punto

Sea M variedad de R” , y M subconjunto de R™y sea ¢ : M — M una
funcién diferenciable, dado p € M, hay un abierto D de R", con p € U , y
existe una funcién ® : ) — R™ diferenciable, con ® | DN M = ¢ | D NM.

En estas condiciones, si { € T,M y o € C(p, M), con o/(0) = &, entonces
poa = Poa € C(é(p), M), y queda definida sin ambigiiedad, una aplicacién:

do(p) : T,M 3 & =d'(0) — (o a)(0) € TypM
Naturalmente do(p) = d®(p) | T,M , por lo que si T,M es subespacio vec-
torial, entonces d¢(p) es aplicacién lineal , y se denomina diferencial de ¢ en

p.
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1.5.3. La notacién sub y super estrella

Sea ¢ : M — M una aplicacién diferenciable entre variedades. En general,
cuando un objeto geométrico © de M es llevado de forma natural a un objeto
andlogo © en M, escribiremos

0=10¢,0 (7)

Por ejemplo llevar vectores de M a vectores de M por medio de la di-

ferencial. Con esta notacién escribiriamos ¢, = do(p) : T,M — TypM,
£— 0.8

A veces sucede que ¢ transforma de manera natural un objeto geométrico
© en M a un objeto geométrico andlogo © en M. En este caso usaremos la
notacion

0 =¢'0

y diremos que © se obtiene de © por Pull-back.(véase por ejemplo el epigrafe
de més adelante)

Esta forma de escribir tiene la ventaja de aligerar considerablemente la
notacién, y la desventaja de ser algo mas imprecisa.

1.5.4. Regla de la cadena.

Si¢: M — M, ,p: M— Mson funciones diferenciables entre sub-
conjuntos también lo es la funcién ¢ o ¢:M — M , y se verifica para cada
p € M:

d(¢p 0 ¢)(p) = dy(¢(p)) o dp(p)

Usando la notacién (7) se tiene la regla sencilla

<wo¢)*:w*o¢*

Demostracion:
Sea{ € T,M,y o€ C(p,M) con a'(0) = &. Entonces:

U, (6.6) =1, ((900) (0)) = (Vo poa) (0) = (o)

1.5.5. Expresién analitica local de funciones entre variedades.

Sean, M y M variedades de dimensiones m y m , y sea ¢ : M — M
una, aplicacién continua. Entonces, para cada p € M, y cada carta (U, =
(1, ..,1m)), con ¢(p) € U , existe otra (U,c=(u1,...uy,)) con p € U de
manera que ¢(U) C U, y la aplicacién ¢ =: c(U) — €U), que hace conmu-
tativo el diagrama:
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C C

c(U) cU)

¢CE
resulta ser una aplicacién continua entre abiertos de R™ y de R™. Se
denomina a ¢°¢ expresién analitica local de ¢, y a las

up = ¢1(u1a B 7um)
¢cc -4 (8)

Um, = Oy (U1, + oy Upy)

se denominan ecuaciones locales de ¢, en torno a p. Las funciones ¢; se
consideran indistintamente funciones de c(U) o de U. y por tanto vale la
igualdad ¢; oc =¢; .

Naturalmente si ¢ es una aplicacién diferenciable, cualquier representa-
cién analitica local $°¢ = Cogoc! de ¢ lo es, por ser composicién de funciones
diferenciables (ver epigrafe 1.2.5). Reciprocamante, si una funcién continua
¢ : M — M admite una representacién analitica local diferenciable en torno
a cada punto de M, entonces es diferenciable.

—t|
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1.5.6. Estudio local de la diferencial en variedades.

Sea ¢ : M — M una funcién diferenciable entre variedades y ¢°° =
Copoc!:c(U) — T(U), es la expresién analitica de ¢, entonces se verifica:

do(p) (aii)p =2 (%)c(p) <3%j)¢<p>

y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

do(p) T i

T,M

Rm

R D¢*(p)

Es decir, la matriz de d¢(p) respecto a las bases inducidas por las cartas

es DQSCE}

c(p)

Observacién 1.5.6.1 1. Si (U,c=(uy,...uy)) es una carta de M, y p €
M, entonces c:U —c(U) puede considerarse un difeomorfismo, y se tie-

ne la identidad: 3 3
<) (), = ()
I, P u; c(p)

2. Si f € F(M), entonces df (p) : T,M — {f(p)} x Rx~R y se tiene la
identidad:

§(f) = df (p)(€) para todo § € T,M

1.5.7. Teorema de la funcién inversa.

Sea ¢ : M — M una funcién diferenciable entre variedades, p € M.
.Supéngase que d¢(p) es un isomorfismo lineal. Existe entonces un abierto U
,con p €U , de forma que ¢(U) = U es abierto de M,y ¢ : U — U es
difeomorfismo.

1.6. Campos de vectores

Un campo de vectores en una variedad M, es una aplicacion que asigna
de forma diferenciable a cada punto, un vector tangente apoyado en él, y
puede interpretarse como un operador de derivacién de funciones diferencia-
bles con valores reales, deducido de la idea clédsica de derivada direccional.
Es la denominada derivada de Lie de una funcién respecto a un campo.
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1.6.1. Definiciones

Un campo de vectores en una variedad M de R", viene definido por una
aplicacion diferenciable X = (X;...X,,) : M — R", y hace corresponder a

cada punto p € M, el vector X (p) = X(p), € T,R" . De esta forma tomando
(21, ..., x,) coordenadas en R™ podemos escribir para todo p € M:

*0) =Y X0 (57)

En particular (0/0z;) se interpreta como el campo que hace corresponder a
cada punto p el vector (0/0x;), .

El campo X se dice tangente a M, si X (p) € T,M para todo p € M. En
lo sucesivo, y mientras no se advierta lo contrario, los campos de vectores en
M, se supondran tangentes a M

El conjunto X (M) de los campos de vectores (tangentes) definidos sobre
una variedad M de R", tiene estructura natural de R-espacio vectorial. Ade-
més es un F (M )-modulo.. El campo anterior, X € X (M) , se puede escribir

entonces como 5
X = X,—

Las componentes X; de X se denominan componentes extrisecas.

1.6.2. Expresién intrinseca local de un campo tangente en una
superfice.

Si (U, c) es una carta de la variedad M, entonces la asignacién 9/0u; que
hace corresponder a cada p € U, el vector (0/0u;), define un campo tangente
en U, que denominamos campo coordenado. De hecho los campos:

9 .. 9
8u1’ ’aum

constituyen una base del F () -médulo X(U) , es decir: si V € X(U ) , existen
Ve e F(U) de forma que
a 0
V= Ve
; ! auz

se denomina expresion analitica intrinseca de V', y las V¢ son las componentes
intrinsecas de V respecto a la carta c.

Las componentes V;¢ se llaman intrinsecas de V. Existe la siguiente rela-
cién entre las componentes V¢, y las extrisecas Vj:

9)

2

-2

i=1
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1.6.3. Los campos como derivaciones

Una derivacién sobre la variedad M es un operador D : F(M) — F(M)que
verifica las siguientes propiedades, para todo f,g € F(M), y todo A\, u € R :

1) DOAf +pg) = AD(f) + uD(g) (R-linealidad)

2) D(fg) = (D(f)g + [(D(g)) (Regla de Leibnitz)

La familia D(M) de las derivaciones de M, tiene estructura obvia de

F (M) médulo.
SiV e X (M), se define para f € F(M) Ly f: M — R por la férmula

(Lvf)(p) =V(p)(f), ¥pe M (10)

Es facil probar, usando la representacién analitica local (9) de V' que Ly f
es en efecto diferenciable. Ademds Ly € D(M) y la aplicacién L : X (M) —
D(M) V — Ly es un homomorfismo F (M )-médulos. Se trata de ver que es
isomorfismo.

Por una parte, se ve que una derivacién D € D(M) determina en cada
punto p € M un vector D, € T,M que como derivacién por el punto p se
define segun el criterio:

Dy(f) = D(f)(p) para todo f € F(M) (11)
Comparando (10)y (11) se concluye
(Lv),=V(p),Vpe M (12)

Esto permite demostrar directamente que L : X (M) — D(M) es inyec-
tiva, ya que si Ly = 0 entonces para todo p € M es (Ly), = V(p) =0y
V =0.

Ademds habremos probado que L : X (M) — D(M) es suprayectiva, si
demostramos fijado D € D(M), que la asignacién p — V(p) = D,, define un
campo diferenciable V' € X (M).

En efecto, en torno a cada punto p € M, basta tomar una carta
(U,c = (u,...,uy)) y fijar una funcién meseta p con soporte contenido en
UyU ={x e M: p(x)=1} entorno de p. Se ve entonces que

V(z) = i D (pw;) (z) (ai)x Vo € U

i=1

como las funciones pu; € F(M) (ver observacién 1.3.1.1) las D (uu;) son
diferenciables, y se concluye que V' es diferenciable en un entorno de cada
punto, y es por tanto un campo diferenciable que verifica Ly = D.

En adelante no se hara distincion explicita entre el campo V' y la deriva-
cién asociada Ly .
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De paso hemos probado para cada V' € X (i) la identidad:
- 0
V= Vi(u;)=—

Naturalmente, un campo V' € X(M) se restringe de forma natural a un campo
V € X(U) para cada abierto U de M . Asi las componentes intrinsecas V°
que aparecen en (9) son V< =V (u;).

1.6.4. Corchete de Lie de dos campos tangentes
Si V,W € X(M), entonces el operador [V, W] definido por:
VW] F(M) s f— [V,W](f) =V(W(f)) -W(V(f)) € F(M)

verifica las propiedades de la definicién 1.6.3, y define por tanto un campo
tangente en M, que se denomina corchete de Lie de V' y W.

Si (U,c) es una carta de M, y V?, WF son las componentes de V' W
respectivamente, se tiene:

(1 OWE OV 9

Jj=1

m

[V> W] = Z

=1

1.6.5. El algebra de Lie de los campos tangentes

La aplicacién corchete de Lie X(M) x X(M) > (V,W) — [V, W] € X(M)
verifica las siguientes propiedades VU, V,W € X(M), Vf € F(M)

1) Es R-bilineal, y [U, V] = —[V, U]

2) [U> [Va W“ + [V> [VV, U“ + [W> [U> V“ =0VU,V,W € %(M)

3) SV, W] = fIV.W]-W(f)V

4) [V f W] =V(NHW + fIV, W]

Un R-espacio vectorial X, dotado de un operador corchete X x X >
(V,W) — [V,W] € X que verifique las propiedades 1) y 2), se denomina
Algebra de Lie.

La propiedad 2) es conocida con el nombre de identidad de Jacobi.

1.6.6. Derivada de Lie

Un campo V' € X(M) induce un operador Ly denominado derivada de
Lie que actua de la siguiente forma:

a) Sobre los campos: Ly : X(M) > W — [V, W] € X(M).

b) Sobre las funciones: Ly : F(M) > f — V(f) € F(M)

y se verifican para todo f € F(M) y todo V,W € X(M) las propiedades:

1) Ly es R-lineal y Ly (fW) = Ly (f)W + fLy(W).

2) [Lv, Lw] = L[V,W] (donde [Lv, Lw] = LV o LW - LW @) Lv)
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1.6.7. Campos en R" tangentes a M

Sea M C D C R", M variedad, D) abierto de R". Un campo X € X(D)
se dice tangente a M, si X (p) € T,M, Vp € M. Se denota entonces X|,, €
X(M) su correspondiente restriccién. En estas condiciones se tiene

(X1) (Flap) = X(F)ly, VE € F (D) (13)

En efecto: llamando V = X|,,, f = F|,, fijadop € M, si a € C(p, M)
a'(0) = X(p) =V(p), es (Foa)=(fo«)y en particular

V()(p) = X(p)(f) =/ (0)(f) = (foa) (0) = (Foa) (0) = X(f)(p)

Corchete de lie y restriccién Si X,Y € X(D) son tangentes a M enton-
ces [X, Y] es tangente a M y se tiene

[X> Y”M = [X‘M> Y|M]

En efecto, llamando V' = X|,,, W = Y|,, y para cualquier F' € F (D)
tomando f = F|,, se verifica en cada p € M

V.Wl(p) (F) = [V.W](f) (p) = (VIW(f)) =WV () (p) =
= V)W) = W) (V)
= X(p)Y(F) =Y ()(X(F)) = [X, Y] (p) (F)

en donde se ha usado repetidamente (13) y el hecho ya probado de que
§(F) =&(f) si & € T,M.

Criterio de tangencialidad Supongamos que estamos en la situacién ha-
bitual de ser M = F~1(0) siendo F = (Fy,..., F,) : M — R" diferenciable y

rang (DF\p) =r Vp € M. Entonces X € X(D) es tangente a M si y solo si

Demostracion:

X es tangente a M si dF'(p) (X (p)) = 0 para todo p € M (ver observacién
1.5.1.1), esta condicién se expresa usando DF| pY las componentes vectoriales
de X =) X;0/0x;, en la forma
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1.6.8. Paralelizaciones

Una paralelizacion de un abierto U una variedad M, es un sistema de
campos (Ey, ..., E,) C X(U), con la propiedad de que para cada p € U,
(Ev(p), ..., Em(p)) sea base de T, M. Si U admite una paralelizacién, se dice
que es paralelizable.

Observaciones

= Si(U,c= (uy,...un)) es una carta de M entonces (0/0uy,...,0/0uy)
es una paralelizacién en U, asf pues una variedad es localmente para-
lelizable.

= Si U es un abierto paralelizable de la variedad M, entonces U no tiene
porqué ser dominio de una carta. De hecho, S! es paralelizable, y sin
embargo por ser un espacio compacto, no admite una carta global.

» Curiosamente, el hecho de que una variedad sea o no paralelizable,
depende més de su topologia, que de la estructura diferenciable. Hay
condiciones topolégicas (no orientabilidad, caracteristica de Euler no
nula ...) que garantizan que una variedad M no es paralelizable, y otras
( conexién simple, contractibilidad ...) que garantizan todo lo contrario.

Paralelizaciones y bases de X(M) Probaremos que son equivalentes
la afirmacién de que una variedad M sea paralelizable, y la de que X(M)
sea F(M)-médulo libre. La razon de esto, es que es lo mismo una para-
lelizacién de M que una base para el F(M)-médulo X(M). En efecto, si
(Er, ..., Ey) C X(M) es una paralelizacion de M entonces dado V' € X(M),
para cada p € M existen unos numeros unicos, digamos f;(p) tales que
Vi(p) = > filp)Ei(p), ya que (Ey(p),..., En(p)) es base de T,M. Tenemos
que demostrar que las funciones f; : M — R son diferenciables. Para ello pro-
baremos que lo son en el dominio de cualquier carta(l/,c = (u1, ... uy)). En
efecto, tenemos,E; = 3 ¢,;,0/0u;, donde (gbij) es una matriz cuadrada con
entradas diferenciables y con det (gbij) # 0 en cada punto. Por tanto admite

funcién inversa (gbij)*l = (@DU) que también tiene entradas diferenciables y
se vericfica 0/0u; = Y ;; s, como V =} V9/0u;, con VF diferenciables,

se concluye que V = ). <Z i Vjcwij) E;, y por la unicidad de las funciones

fi se concluye que f; = > ; V£ que son por tanto diferenciables en U.
Reciprocamente, supongase que (E1,. .., E,) es base de X(M) siendo M
variedad de dimensiéon m. Fijado p € M, es claro que (Ei(p),..., E.(p))
constituyen un sistema generador, ya que fijado §& € T,M, podemos to-
mar V' € X(M) con V(p) = {, yasi £ = V(p) = Y filp)Ei(p) si V =
> fiE;. de esta forma, necesariamente es r > m. Si r = m, hemos ter-
minado (pues (Ei(p),...,E.(p)) serfa base de T,M), si r > m, podemos
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extraer de (F1(p), ..., E.(p)) m vectores linealmente independientes, ponga-
mos por ejemplo (F1(p),..., En(p)). Es facil ver (tomando una carta) que
por razones de continuidad (F4,..., F,,) constituyen una paralelizacién de
un cierto abierto U de M que contiene a p, de forma que podemos escribir
Enmi1 =Y 1 [iE; , fi € F(U). Tomando finalmente una funcién meseta p en
torno a p con soporte contenido en U, entonces pu; € F(M) (ver observacion
1.31.1) y pEpi1 — Y1 (1fi) E; = 0 como g no es identicamente nulo, se
contradice la F (M )-independencia lineal de (E1, ..., E,).

1.7. SISTEMAS DINAMICOS

2 El objetivo es formalizar la reconversién de la teoria de integracién de
un sistema de ecuaciones diferenciales auténomas de primer orden, al &mbito
de las variedades abstractas:

Dado un campo, las curvas cuya velocidad define en cada punto el vector
del campo son sus curvas integrales. La teorfa de existencia y unicidad de
curvas integrales maximales, y de flujos, se corresponde en su versién local
con la teorfa de integracién y dependencia diferenciable de las soluciones con
las condiciones iniciales. Mirado asf, un campo se denomina también Sistema
Dindmico.

1.7.1. Curva integral de un campo tangente.

Una curva integral de un campo V € X(M), es una curva o : I — M
diferenciable que verifica la condicién:

o/ (t) = V(a(t)) para todo t € T

si0€ I,y a(0) = p, se dice que v es una curva integral de V' por el punto
p € M.

Observacién 1.7.1.1 = Supuesto que o : I — M es una curva integral
deVeX(M),ysit:J>s—t(s) €l esun cambio de parametro, la
curva @ : J 3 s — a(t(s)) € M, no es en general curva integral de V
a no ser que dt/ds = 1, (y esto sucede solo cuando t(s) = so+ s). En
efecto, se tiene

d_a
ds

_ da
., dt

dt

ik o(
£(s) ds

[l
—~
V)
~—
~—
—_
I
<
—~
Q
—~
[l
—~
»
~—
~—
I
<
—~
Ql
—~
»
~—
~—

s

» Fl conjunto de las curvas integrales de campos de vectores se denomina
Sistema dindmico

2Este epigrafe no es necesario en una primera lectura.
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Observacién 1.7.1.2 §;

m Ca

i=1
es la expresion analitica de un campo V € X(M) respecto a una carta

, €= (Ug,...,Up)) , CON C = , entonces, puede interpretarse que
U U U t de int t
S V;ca%i € X(U) y sus curvas integrales determinan las expresiones ana-

liticas de las curvas de V.

1.7.2. Teoremas de existencia en R™

La observaciéon anterior, prueba que el problema de existencia y unici-
dad (local) de curvas integrales por un punto de un campo definido en una
variedad diferenciable, puede plantearse directamente en un abierto de R™.

Sea X € X(U) un campo de vectores definido sobre un abierto U de R™.

Tomando en R™ coordenadas (uq, ..., up), si a(t) = (u1(t),...,un(t)), vy
X = (X1, ..., X;n) la condicién necesaria y suficiente para que « sea curva
integral de X es que las funciones w;(t) verifiquen el sistema de ecuaciones

diferenciales J
Uy

la teoria general de ecuaciones diferenciales asegura que para cada typ € Ry
cada u® = (u?,...,u0) € U:

i=1,....m

1. existe una curva integral de X, a: I — U con tg € I, y a(ty) = u°. Por
otra parte si 3 : J — U verifica la misma condicién, entonces @ = 3 en
InJ

2. existe [ intervalo con ty € I, V, abierto, con u° € V y una funcién
diferenciable

I X I xVo(tt,u)—(ttu) €U

de forma que Vu € U la curva I >t — ¢(t,t,u) € U es curva integral
de X con 9(t,t,u) = u.

1.7.3. Existencia y unicidad de curvas integrales.

Sea V € X(M), y p € M. Existe entonces una curva integral o : I — M,
por p. Por otra parte, si 5 : J — M, es otra curva integral de V por p,
entonces «(t) = [(t) Yt € INJ.

Demostracién. Tomando (U, c) carta de M con p € U y usando la
observacion 1.7.1.2 y el anterior epigrafe se deduce la existencia. La segunda
parte se demuestra probando que el conjunto

K={teInJ:alt) =8}
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es abierto y cerrado. La condicién de ser abierto es también consecuencia de
la observacién 1.7.1.2 y el anterior epigrafe. La condicién de ser cerrado usa
la propiedad T, de M, ya que:

El conjunto de puntos en donde coinciden dos aplicaciones continuas sobre
un espacio de Haussdorf, es cerrado.

Observacion 1.7.3.1 De la misma forma se prueba que si o : I — M,
B:J — M son curvas integrales de V' y a(ty) = B(to) para algin to € INJ,
entonces a(t) = 5(t) YVt € I N J.

La curva integral o : I — M de V por p se dice no maximal, si existe
B :J — M curva integral de V' por p tal que I C J. Es fécil ya obtener el
siguiente resultado:

Teorema 1.7.3.1 Sea V € X(M), y p € M. Existe entonces una inica
curva integral mazimal o, : I, — M, de V' por p.

Demostracién. Sea Z(p) = {I intervalo de R: Existe ay : I — M curva
integral de V por p}, y sea I la unién de los intervalos de la familia. Se define
entonces la curva «,, : I, — M por la condicién

VeI, es ap(t) =ar(t)sit el eI(p)

la definicién carece de ambigiiedad y define la curva integral maximal de V/
por p. m

1.7.4. Flujos locales

Proposicién 1.7.4.1 Sea V € X(M), yp € M. existe entonces un entorno
abierto U de p, un intervalo abierto , con 0 € J, y una funcion diferenciable
®: Jx U —M de forma que para cada x € U, la curva

ay:Jo3t—d(t,x)e M (14)

es una curva integral de V por x. Se llama a ® : Jx U —M flujo local de V'
por p.

Demostracién. El resultado, cuando se toma M = U abierto de R™ es
una caso particular de 1.7.2, para tg = 0 tomando ® : [ x V > (t,u) —
¥(t,0,u) € U.

En el caso general basta tomar (U, c) carta de M con p € U y aplicar el
siguiente Lema m
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Lema 1.7.4.1 Sea V € X(M), V € X(M) campos ¢-relacionados, siendo
¢ M — M un difeomorfismo. Entonces, st ® : Jx U —M es un flujo local
de 'V por p € M, entonces

D:JxoU) > (t,2)—¢ (B(t,0'(2) € M
es un flujo local de V' por p = ¢(p)

Teniendo en cuenta que ®(0, p) = p , por razones de continuidad, podemos
encontrar € > 0, Uy entorno de p, de forma que ®(I.x Uy) C U, y denotando
Q. (z) = P(t, z) se tiene:{ D }er.

Corolario 1.7.4.1 Sea V € X(M), yp € M. existe (Uy,U, e, P) donde

Uy, yU son abiertosp e Uy CU, ye >0
O:I. xU— M es un flujo local de V por p. y ®(I. x Uy) CU

Se denomina a (Uy,U, e, P) caja de flujo de V por p, y a {®;}er. grupo
uniparamétrico local de V' en torno a p.

Observacién 1.7.4.1 En las condiciones anteriores, denotando ®.(z) =
O(t, x) se obtiene una familia {®;}er. que se denomina grupo uniparamétri-
co local de V' en torno a p. Notese que para s,t € I., tales que s +t € I,
, yx € Uy , por la observacion 1.7.1.1, es t — a,(t + s) = Ppis(x) curva
integral de V', por ®4(x) igual que t — [(t) = &, 0 Dy(x), por tanto

D, 0 Py(z) = Ppys(x) YV € Uy

Liamando ®:(Uy) = U, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
g
Z/{O Z/{t

(I)S-i—t (I)s

ut—l—s
si s = —t se concluye que &0 P_y(x) = x Y € Uy, y por tanto &, : Uy —

U, es un difeomorfismo para cada t € I,

1.7.5. Campos completos.

Un campo V € X(M) se dice completo si para cada p € M, la curva
integral maximal de V' por p estd definida en todo R es decir: o, : I, =
R—M.

Proposicién 1.7.5.1 SiV € X(M) y M es una variedad compacta, enton-
ces V' es necesariamente completo.
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Demostracién. Sea « : [ = (a,b) — M curva integral de V. Probaremos
por ejemplo que si b < +o00, entonces existe una curva integral de V, a :
(a,b) = M conb<byal(ab)=a.

En efecto, por ser M compacta, es posible encontrar una sucesién (¢,,) C [
con limt, = b,y p, = a(t,) = p € M. Si ®: I, x Uy — U es una caja de
flujo con p € Uy, tomemos N de forma que

b—tN<€, Oé(tN): pNEZ/{o

lacurvao: I.(ty) 2t — o(t) = apy(t —ty) = ©(t — tn,py) € M es curva
integral de V' que para valor t = ty del pardmetro verifica o(ty) = a,, (0) =
pn = a(ty), asi a y o coinciden en la interseccién de sus dominios, y la curva

N J oat)site (a,ty)
alt) = { o(t) sit e L(ty)

es curva integral de V' definida en (a,ty +¢) 2 (a,b) que extiende a o m

Teorema 1.7.5.1 Si V € X(M) es un campo completo, entonces la aplica-
cion:
O :RXM>(t,x)— a,(t)e M

es diferenciable

Observacion 1.7.5.1 Tenemos ast para un campo completo V' una enorme
caja de flujo (Up,U,e,P) = (M, M, 00, ®). que se denomina flujo global de
V. Este flujo global, da lugar a un grupo uniparamétrico global {®;}icr.

La demostracion del teorema depende del siguiente

Lema 1.7.5.1 SiV € X(M) ,pe M ya : I — M es una curva integral
por P, entonces para cada t € I, existe ® : J x U —M flujo local de V' con
peU,yteJ

Demostracién. Sea K = {t € [ : 3¢ : J x U—M flujo local de V con
pEU,yte J}, ydemostremos que K = I. En efecto, K es evidentemente
abierto, y no vacfo. es més, si t € K (¢t > 0), entonces [0,¢] C K. Probemos
que K es también cerrado (en I). Si b € I, estd en la adherencia de K,
supongamos por ejemplo b > 0, y demostremos que b € [ :

Sea (t,) C K una sucesién creciente lim ¢, = b. Si ¢(b) = p, entonces
por continuidad ¢(t,,) = p,, — p. Tomemos una caja de flujo (U, Uy, e, P) por
p, ysea N >0 tal que b —ty < e,y pv € Uy. Como ty € K, podemos
encontrar un flujo local ® : J xU — M conp €U y ty € J = (a,d’). como
a:l =M yos:J>3t— ®(p,t) € M, son curvas integrales de X por
P , coinciden en I N J. En particular es ®(p,ty) = ap(tn) = py € Up. Por
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continuidad, existe entorno de p, de forma que ®;, (U) C Uy. Para cada z €

U , sea 0y I(tN) D1 — Qguuy)(t —tn) = (t — tn, ®(z,ty)) € M. Como

o.(tn) = ®(x,ty) = @, (ty) se concluye que o,(t) = a,(t) Vt € I.(tn) N J y
esto permite definir sin ambigiiedad para (t,x) € (a,ty + €)

) = { iy e O € Lo

Ot — t, D(x,tx)) = 0u(t) sit € L(ty)

ast @ 1 J x U—M es flujo local conﬁea, ybeJ=(aty+¢e) Asibe K.
|

Demostracién. (del Teorema)

Noétese que fijado (t,p) € R x M, si ¥ : J x U —M es el flujo local
de V por p, con t € J, entonces usando el teorema 1.7.3.1 se concluye que
O| I xU=V.m

1.7.6. Interpretaciéon dindmica de la derivada de Lie

Sean VW € X(M), y sea ® : I. x Uy — U caja de flujo local para V,
entonces en U, se verifica la férmula
W) —-W
Ly(W) = [V,W] = }fin&L
donde hemos denotado para cada t € I, , por ®; al difeomeorfismo @, :
U > © — P(t,z) € U; ,.y se entiende que P; (W) significa exactamente
Oy (W) := QW [ Uy) € X(Up).

Observacién 1.7.6.1 Si denotamos, W, := &f(W | U;) € X(Uy), de forma
que para cada p € Uy, resulta que I. 5t — Wy(p) = dO_(W(D(p))) € T,M,
es una curva en el espacio vectorial T, M, con Wy(p)=W (p), y ast el teorema
significa que:

V,W](p) = L

dt VVt(p),VpEZ/{O

t=0

Demostracién. Fijado p € Uy, y denotando p; = P4(p) se tiene para

fesM):

d@t(W(p;)) - W(p)] (f) = d(f o <I>t)(W(2Zt)) — W) _ A(t) + B(D)
en donde henos denotado:
A = wip (£

W) () = W()@)
t
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Claramente es lim; .o B(t) :%} o W()p:) = {V(W(f)} (p). Probaremos
que lim; o A(t) = —{W V' (f)} (p). En efecto la funcién ¥ : I. x Uy >
(t,x) = Wi(z) = f o Py(x) — f(x) € R es diferenciable, y tomando ahora,

Low
gzlgxuoa(t,x)ﬁgt(:ﬂ):/ E(st,x)dseR
0

también es diferenciable y verifica:

la) = 55(0,2) = V(). Ut,2) = to,(x)

asf se tiene
Jo®o—f W —tg
t St ot
y por tanto, A(t) = —W(p¢)(g9—¢), y limy—o A(t) = =W (p)(g0) = =W (p)(V (f)
[

Observacién 1.7.6.2 Si denotamos para f € F(M) ®;(f) = fo P, también
se tiene la formula:
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2. CALCULO TENSORIAL

En esta seccién se introduce el cdlculo tensorial en variedades (solo para
formas), incluyendo la derivacién tensorial de Lie y el pullback. Nos centra-
mos especialmente en las formas lineales y las bilineales.

Las formas bilineales simétricas dan pie para fijarse brevemente en las va-
riedades dotadas de estructura Riemanniana, y en la estructura riemanniana
canénica de las variedades sumergidas en R".

Las formas bilineales antisimétricas 6 alternadas, nos permiten reconside-
rar las nociones de elemento de area y orientacién en superficies. Esto motiva
el desarrollo andlogo posterior para variedades de dimensién arbitraria.

Todo este desarrollo estd esencialmente dedicado a fabricar los cimientos,
que nos permitan establecer de forma consistente una teoria de integracion
de funciones en variedades que generalize la de Riemann o Riemann-Stieljes
o incluso la de Lebesgue en R".

2.1. FORMAS MULTILINEALES

En lo que sigue X es un médulo sobre un anillo F ,y M serd una variedad
diferenciable La teoria de tensores que vamos a establecer aqui se aplicard
fundamentalmente a tres ejemplos de F- médulos

a) X =X(M), F = F(M)

b) X = X(U), F = F(U) donde U es un abierto paralelizable de M (por
ejemplo, dominio de una carta)

c) X =T,M espacio tangente a M en un punto p € M,y F =R.

Escribimos X" para denotar el producto cartesiano X" = X x ... x X (r
veces)

2.1.1. Definiciones

Una forma multilineal o tensor (covariante) de érden r es una aplicacién
A : X" — F que es F-lineal respecto a cada componente, es decir, para cada
i=1,...,r,cada (Vi,...,V,) € X" cada W; € X, y cada f,g € F se tiene:

Al fVitgWi..)=fAC..,Vi,.. )+ gA(..., W;,..))

El conjunto L"(X) de todos los tensores de érden r constituyen un F-
moédulo si se define para BeL"(X), (fA+¢B) (Vi,...,V.) = fA(V1,...,V,)+
gB(Vh R ‘/T>

Convenimos en escribir L°(X) = F y

£ (M) = L"(X(M)),para r >0
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Usando la técnica de las funciones meseta, probaremos el siguiente resul-
tado:

2.1.2. Teoremas de localizacion.

Si A e £&(M), (Vi,....,V,) € X(M)", (r > 1) p € M, y para cierto
i=1,...,7es Vi(p) =0, entonces

A(Vi,....Vo)(p) =0

En particular el valor de A(V4,...,V,)(p) solo depende de los valores V;(p)
de los campos V; en el punto p.

Demostracién: Sea (U,c = (uq,...,uy)) una carta de M, con p € U,
en donde V; se escribe:

m

0
vV, = ZAja—uj con A; € F(U)

Jj=1

tomemos p € F (M) una funcién meseta con p(p) = 1, y sop(u) C U. Las
funciones pA; pertenecen a F (M), y los campos U; = p0/0u; estén en X(M)

PV = (phy)U; € X(M)

j=1

y se tiene: p2A(..., Vi, ) =A( ..,y ) =

=1

particularizando esto en el punto p, como A;(p) = 0 (ya que V(p) = 0), y
w(p) =1 queda A(...,V;,...)=0.

Para ver que el valor de A(Vi, ..., V,)(p) solo depende de los valores V;(p)
de los campos V; en el punto p, sean V; € X(M) tales que V;(p) = V;(p) para
1=1,...,r. Pongamos para simplificar r = 3. Se tiene:

A(‘71> ‘729 ‘Z’)) - A(‘/la ‘/2a ‘/E’)) —
= A(Vy = Vi, Vo, V) + A(V1, Va — Vi, Vi) + A(VA, Vi, Vs — Vi)

El segundo miembro evaluado en p es naturalmente nulo. m
El teorema anterior tiene dos importantes consecuencias ya inmediatas:

Corolario 2.1.2.1 Cada tensor A € £ (M) asigna a cada p € M un tensor
A(p) € L'(T,M) por la condicion:

A&y, -, 6) = A1, Vi) (p) con Vi(p) = ¢,
y la asignacion £ (M) 3 A — A(p) € L"(T,M) es R—lineal.
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Corolario 2.1.2.2 Dada A € £ (M) y U abierto de M, existe un unico

tensor Ay € £'(M) wverificando la propiedad para todo Vi, ..., V, € X(M)
AuVi U, Ve [U) = AV, V) [ U

denotaremos usualmente por el mismo nombre a las tensores A y Ay,.

Observacién 2.1.2.1 Un tensor A € £ (M) puede definirse también, como
un operador que asigna a cada p € M un tensor A(p) € L"(T,M) verificando
la siguiente condicion de diferenciabilidad:

Para cada U abierto de M, y campos (V1,...,V,) € X(U), la funcion:

AVi,...,Vi): M >p— Alp)(Vi(p),....V,(p)) €R

es diferenciable. Naturalmente, es suficiente comprobar la condicion solo para
abiertos U de M que son dominios de cartas.

2.2. FORMAS LINEALES

Al F-médulo L'(X) se denomina médulo dual de X, y se denota por
X*. Los elementos de X* son 1 — formas y se denominan formas linea-
les.Escribimos X*(M) en lugar de X(M)* = £1(M)

2.2.1. Diferencial de una funcién real.
Si f € F(M), se define df € X* por la condicién
df (V) =V(f) para todo V € X(M)
Nétese que para p € M se verifica (df )(p) = df (p) : T,M — R

2.2.2. Base dual

Supongamos que X admite una base (Ej,...,E,) . Una forma lineal
a € X* queda univocamente determinada por sus valores o; = a(E;). En
particular denotando por ¢; € X* la 1 — forma tal que

o Lsii=j
silBy) = 0y = { 0,81+
se concluye que (g1, . .., &,,) es una base de X* y se denomina dual de (E1, ..., E,,)

. Para cada o € X*, y X € X se tienen las identidades:
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Si (U,c = (uy,...,uy)) es una carta de M, podemos tomar F; = 0/0u;

.como base de X (U) y
0 an

por tanto

(duy, ..., du,,) es base dual de ( 0 . 0 )

ouy’ Ouy,

Noétese que si f € F(M) se tiene la identidad:

df =) g—idui

2.2.3. Pullback

Sea ¢ : M — M aplicacién diferenciable entre variedades, y sea & €

X*(M). Definimos el pullback de &, como el operador ¢*@& que hace corres-
ponder: a cada p € M, la 1 — forma (¢*@), en T, M definida por:

(¢"a), (§) = a (dp(p)(§)) VE € T,M

Para todo &, B € X*(M) y todo f, g € F(M) se verifica (punto a punto)
la identidad:
¢"(fa+gB) = (¢°f) (¢"@) + (¢79) (¢"B)
en donde se ha denotado ¢*f = f o ¢ que es el pullback de la funcién f
Para comprobar que ¢*@ define una 1 — forma en M, es suficiente de-
mostrarlo para el caso & =df con f € F(M), ya que localmente en las

coordenadas € = (1, ..., U;) de una carta (U, <€), se escribe:
=Y aduy ¢g'a=> (¢ a) (o du) (15)

y por tanto ¢*& definirfa una 1 — forma (diferenciable) en el dominio I. Se
tiene en estas condiciones el siguiente:

Lema 2.2.3.1 Si ¢ : M — M aplicacion diferenciable entre variedades, v
f € F(M) entonces:

¢"(df) = d(¢"f)
en particular ¢*(df) € X*(M).
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Observacion 2.2.3.1 Continuando entonces con la expresion local de ¢* &
iniciada en (40) si suponemos ahora que (U,c = (uy,...,uy)) €s una carta
en M con ¢(U) C Uya = o (U1, ..., uy) son las ecuaciones de ¢, siendo
¢, = ¢*u; se concluye que para

o= a;(l,...1U)di

la expresion analitica de su pullback se obtiene haciendo en la expresion de
& sustitucion formal de u; por ¢;(uy, ..., uy), es decir

¢ra =Y b (ur,. . ). Op(ur, . up))do,

Observacién 2.2.3.2 Naturalmente, si ¢ : M — M, y1 : M — N son
funciones diferenciables entre variedades, entonces:

(Yo d) = ¢ oy : X*(N) — X*(M)

Observacién 2.2.3.3 Si(U,c = (uy,...,uy)) es una carta en M y o €X*(M)
no hay ninguna diferencia formal entre la expresion de a en las coordenadas

¢,
a= Zaidui (16)

y la expresion de p*a € X*(U), ¢ : ¢ : U —U
Y= Z o, du; (17)

se interpreta en (16) que a; = a;(uy, ..., Uy) es una funcion U — R, y en
(17) que lo es de U — R.

2.2.4. Integral de una forma a lo largo de una curva

Sea v : [a,b] — M una curva sobre la variedad diferenciable M. Podemos
suponer que v estd definida y es diferenciable en un intervalo abierto més
grande I, v : I D [a,b] — M. Si o € X* (M) entonces v*a € X* (I) y se
escribe de la forma y*a = ¢(t)dt, para cierta funcién diferenciable g(¢) en I.
De hecho

o) = rall (57) = ol (1. (5) ) =)

y se define la integral de « a lo largo de v como

L o= [ = / o (30 (18)

Es muy fécil demostrar usando el teorema elemental del cambio de va-
riable para integrales, que esta integral permanece invariante por cambios
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de pardmetro t = t(s) que preserven la orientacién (dt/ds > 0). Ademés si
f € F(M) se tiene

Ldfz/abv*dfz/abdv*fZ/ab(fov)/(t)dtzfov(b)—fov(a)

y la integral solo depende del valor de f en los extremos del camino.

2.2.5. Derivada de Lie

SiV e X(M),y aeX*(M) se define la derivada de Lie de e respecto a
V', como la 1-forma:

Lya:X(M)> X -V (a(X)) —a(LyX) € F(M)

es facil probar que Ly es una 1-forma y que Ly : X*(M) — X*(M) es una
aplicaciéon R-lineal que verifica

Ly(fa) =V(fla+ fLyva Vf € F(M)
Por otra parte, se verifica:

Ly (df) = dLy(f) para todo f € F(M)

2.3. FORMAS BILINEALES

El F-médulo L?*(X) es el médulo de las formas bilineales de X,. que se
denota por £3(M), cuando X = X(M).

2.3.1. Producto tensorial de formas lineales

Si a, B € X*, se llama producto tensorial de a, y 3 a la forma bilineal
axB:XxX>(V,W)—-aV)BW)eF
Es obvio que la aplicacién X*xX* 5 (o, B) — a ® B €£(X) es F-bilineal.
2.3.2. Expresion analitica de una forma bilineal
Si (E1,...,FEy,) es base de X,y (¢1,...,&,) es su base dual entonces
{e:®e; 0,5 =1,...m}

constituye una base de L?(X) . De hecho, si B € L?*(X) se tiene la identidad:

B = Z B(E;, Ej)(e:®¢;)
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a los elementos b;; = B(E;, Ej) se denominan componentes de la forma bili-
neal B respecto a la base (Ey, ..., Ep).

Supéngase (Ey, ..., E,). se tiene que
Ppun - Pim
(Ery.. Bp) = (Br, .. Ey) | :
Pm1i - Pmm
con p;; = &,(E;) entonces, si (£1,...,5,) es la base dual se tiene

g = Zéi(Ek)gj = Z}%kék
en particular, si b;; = B(E;, E;) se tiene:
B =) byei®; =Y pabipinfe®n = Y binEr®E,
de donde se tiene la igualdad:
(bi) = (i)' (big) (pij)

Si (U,c = (uy,...,uy)) es una carta de M, podemos tomar F; = 0/0u;
.como base de X (U) y ¢; = du; de forma que podemos escribir:

donde las componentes b;; = B(9/du;,0/0u;) son funciones diferenciables

en U, asisi (U,€ =(uy,...,un)) es otra carta se verifica la identidad:
- Ou; Ou;
by = E by — —
kh J ouy, Oy,

2.3.3. Pullback

Sea ¢ : M — M aplicacién cliferencia,ble entre variedades, y sea B e
£2(M). Definimos el pullback de B, como el operador ¢*B que hace corres-
ponder: a cada p € M, la 2 — forma (qb*B)p en T, M definida por:

(0"B),, (&,1) = By (d(p)(€), dd(p)(n)) V€, n € T,M

Para todo A, B € £2(M) y todo f, g € F(M) se verifica (punto a punto)
la identidad:

¢*(fA+gB) = (¢*f) (¢*A) + (¢*7) (¢"B)

Por otra parte, si &, B € X*(M) se verifica:

¢(a®pB)=(¢"a) @ (¢"B)
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Fijados (U, c = (u, ..., u;)) es una cartade M y carta U,C =(ty, ..., 0m))
de M,con ¢p(U) C U, si

B= Z bi;(di;@d;)
entonces
¢'B = ¢"by(¢"dm;0¢"du;) = (b o ¢)d,@de,

siendo ¢; = ¢"; = u; © ¢ las componentes de la expresién analitica de ¢. En
consecuencia ¢*B €£%(M) si B € £2(M).

2.3.4. Derivada de Lie

Se define la derivada de Lie LyB de una forma bilineal B € £%(M) res-
pecto a un campo V' € X(M) por:

(LyB) (X,Y) = V(B(X,Y)) - B(LyX,Y) — B(X, Ly/Y)

Se prueba sin dificultad que LB €£?(M). Por otra parte, Ly : £2(M) —
£2(M) es R-lineal y se verifica:

Ly (fB) =V (f)B+fLyB Vf € F(M)

Ly(a®B) =Ly(a) ® B+ a®Ly(B), Vo, B €X*(M)

2.3.5. Formas bilineales simétricas

Una forma bilineal B € L?(X) se dice simétrica, si B(V, W) = B (W, V)
paratodo V, W € X . Esto equivale a decir que respecto a una base (Ey, ..., E,,)
de X, las componentes b;; = B(E;, E;) constituyen una matriz simétrica

(bij = bji).

2.3.6. Meétricas riemannianas.

Una métrica (6 estructura) Riemanniana sobre una variedad diferenciable
M, es una forma bilineal g € £2(M) que verifica la siguiente propiedad:

Para cada p € M |, la forma bilineal g, € L*(T,M) define en T,M un
producto escalar euclideo

Es decir: g(V, W) = g(W,V) y g(V,V) > 0 para todo V,IW € X(M),
ademds,

g(V,V)(p) =0=V(p) =0

Se dice entonces que (M, g) es una variedad Riemanniana. Cuando en
una variedad M se supone prefijada una estructura Riemanniana g, diremos
que M es riemanniana y se denota genericamente por (V, W) = g(V, W) al
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producto escalar de los campos V, W € X(M). Andlogamente si &,n € T,(M)
escribimos (£,7) en lugar de g,(£,n). Observese que con esta notacién se
tiene la identidad:

(VW) () = (V(p), W(p))

Por ejemplo R" tiene una estructura canénica de variedad Riemanniana,
si se define para &, € T,R" el producto escalar canénico:

<£777> =< gaﬁ>: ngnk con g: (glv"'agn)v 77: (77177711) € R"
k=1

tomando en R” la carta identidad (z1,...x,) esta métrica Riemanniana ca-
nénica se escribe:
dry @ dzy + - - - + dx, @ dx,

2.3.7. Estructura riemanniana candnica.

Una variedad euclidea M hereda una métrica Riemanniana candnica g,
del espacio R™ en el que estd sumergida. En efecto, para cada p € M |y
vectores &, 1 € T,(M) se define

siendo (£,n) el producto escalar canénico de los vectores &,n € T,R". Esto
equivale a decir que gy =i},8, siendo g la métrica Riemanniana canénica de
R"™, y ip 0 M — R” la inclusién canénica.

Si ¢ :U —U es una parametrizacién de M, y (U,c = @ t=(uy, ... uy))
es la correspondiente carta se tiene:

> G
8ul ou; 8xk
siendo ; = xj 0 ¢ de manera que

95 =8\ 535 :Z O
k

aui an 8uz an

Observaciéon 2.3.7.1 La variedad M de R™hereda la estructura riemannia-
na canonica gyr=1y8rn, con iy : M — R" inclusion.

2.3.8. Longitud y Distancia

Si M es variedad riemanniana y £ € T,(M) entonces

[HEERVAIN3)
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se denomina moédulo del vector tangente &.
Si a : [a,b] — M es una curva diferenciable se define la longitud de o
do

Ccomo b
L) = [ |5

se comprueba facilmente que L(a) no depende de la parametrizacién, es
decir, si 5(s) = a(t(s)), s € [¢,d] siendo t : [e,d] 5 s — t(s) € [a,b] un
difeomorfismo, entonces se tiene por el teorema del cambio de variable del
célculo integral, supuesto por ejemplo dt/ds > 0

b t(b) d
do dt
)| dt = S s =
/(; dt< )' /t‘a) ds ° [

Naturalmente si « : [a, b] — M es diferenciable a trozos respecto a la particién
a =ty <---<t,= b se define sin ambigiiedad la longitud de o como:

-2

Se dice entonces que a es una camino que une «(a) con a(b). Supéngase
M conexa. Si p,q € M, el conjunto de caminos €2(p, ¢) que unen p a ¢ es no
vacio, y se define la distancia de p a ¢ como

d(p,q) = inf{L(a) : @ € Q(p,q)} (19)

Proposicién 2.3.8.1 La aplicacion distancia d : M x M — R defimida
en (19) define una pseudo-distancia sobre la variedad riemanniana M, cuya
topologia inducida, coincide con la topologia de M como subespacio de R™ .
En particular, d es una distancia.

dt

do
2 (6(s))

dp
E(S)

‘fi—‘;‘(t)‘ dt

Demostracién
La funcién d : M x M 3 (p,q) — d(p,q) € RT U {0} verifica , para todo
p,q,7 € M , las propiedades:

L. d(p,q) >0,d(p,q) =0<=p=q
2. d(p,q) =d(q,p)
3. d(p,r) <d(p,q) +d(q,r)

Estas propiedades son féciles de probar, y dan carédcter d de distancia en
M. Probaremos que se trata de una distancia, cuya topologfa coincide con la
topologia de M como variedad diferenciable.

En efecto, fijado un punto p € M, construimos una carta (U, c = (uq, ..., up))
con c(p) = (0,...,0), y tal que B = {(ug,...,up) : v3 + ... +u? <
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1} C U=cUd). Sea S={E=(£1,...,&) + 4 ...+ & =1}y g =
Gij(u1, ..., uy) las componentes de la métrica. La funcién i : B x S — R con

—,

gun ' Gim &1
h(ula--wumag):(gla"'gm) : :

: = g(u)(&,€)
es diferenciable sobre un compacto, y alcanza un minimo ¢ = minh > 0, y

a
un méximo b = méaxh > 0, por tanto se tiene a < g(u) 3 ) <bVu e By
todo ¢ € S o también:

valg| <|¢

< VblE

VueB,YEe R — {0}

—,

g(u)
en donde ‘E‘ = /& + -+ & es la norma euclidea y )E w =/ h(u,&) es
e g(u

la morma métrica. Esto sirve para demostrar que para toda curva v : [ — B
diferenciable se verifican las desigualdades:

VaLe(y) < Lg(7) < VL () (20)

donde L. y L, denotan las longitudes euclideas y métricas respectivamente.
Asi, si B={q €U : c(q) € B} se concluye para todo ¢q € B:

d(p,q) = if{L(a)|a € Qy(M)} <inf{L(a) [ a € Q4(B)}
= inf{Ly(coa) | a € Q) (M)} = inf{Ly(y) [ € Q0.c(q) (B)}
< \/Einf{Lg(V) | 7 € Qoeq)(B)} = \/5‘C<Q)‘e

esto prueba, que para todo e < v/b se tiene
Be(p,2/V'b) C B(p)

donde hemos denotado B.(p,e) = {q¢ € U : |c(q)|.<e} y B:(p) ={q € M |

d(p,q) < e}
Reciprocamente, se puede probar, que para todo € < 1, se tiene:

Bs(p) C Be(p,e) con § = ae (21)

En efecto, cualquier curva a : [0,d] — M con a(0) = p, que salga de B tiene
longitud mayor o igual que v/a, ya que

L(e) > L(alg) = Ly(coalp) > vaLe(coaly) > Va

asi si d(p,q) < +/a entonces d(p,q) = inf{L(a) | a € Q,,(M)} =
inf{L(a) | @ € 2, 4(B)}...etc. y por (20) se concluye que v/a |c(q)|, < d(p, q),
lo que prueba (21). Como {B.(p,¢) : 0 < ¢ < 1} es base de entornos de p en
la topologia relativa de M, queda concluida la demostracion.
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2.3.9. Isometrias

Si M = (M,g) y M = (M, g) son variedades riemanianas, una aplicacién
¢ : M — M, se llama isometria (local) si ¢ es un difeomorfismo (local) que
verifica:

P'g=g
esta condicién equivale a decir que do(p) : T,M — T, ¢(p)]\_4 es una isometria
lineal para cada p € M. Cuando existe una isometria entre dos variedades
riemannianas, se dice que son isométricas. Como la composicién de isometrias
es isometria y la identidad lo es, se concluye que ésta es una relacion de
equivalencia.

Observacién 2.3.9.1 Podriamos llamar isometria topoldgica entre las va-
riedades riemannianas M = (M,g) y M = (M,g) a una biyeccion ¢ : M —
M que preserva las distancias. Fs decir:

d(o(p), #(q) = d(p,q) Vp,q € M

en particular ¢ es homeomorfismo. Atun mas se prueba que necesariamente
¢ es una isometria en el sentido diferenciable.
2.3.10. Formas bilineales alternadas

Una forma bilineal w € L?(X) se dice alternada, si w(V, W) = —w (W, V)
paratodo V, W € X . Esto equivale a decir que respecto a una base (Ey, . .., E,,)
de X, las componentes w;; = w(E;, E;) constituyen una matriz antisimétrica
(wij = wj;). Nétese que podemos escribir

w:Zwijgi@)gj = Zwij (Ez‘®€j _€j®€i) (22)
i i<j
Denotamos por A?(X) a la familia de formas bilineales alternadas, que
tiene estructura de F- submédulo de L?(X).
2.3.11. Producto exterior de dos formas lineales
Se define el producto exterior de a,, 3 €X* como
aANB=a®PB-8R«
nétese que se verifica la igualdad

(oA B) (V, W) = det ( S e )

de donde se deduce fécilmente que a A 3 €A?(X) y la aplicacién X* x X* —
A2%(X), (a, B) — aAB es F-bilineal alternada (i.e. 3 ® a = —aAB3). Ademds
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de la férmula (22) se concluye que si (Ei,..., FE,,) es base de X, entonces
{eiNe;j:1<i<j<m} constituye una base de A*(X) ya que cada w €
A?(X) puede escribirse como

w = g wijei N € con wy; = w(E;, E;)
i<j

Nétese por otra parte, que se verifica la identidad (para V,W € A%(X),

a,b,c,d € F):
w((V,W)(Z Z))zw(V,W)det(z Z) (23)

2.3.12. Elementos de area en una superficie.

Si M es una variedad, denotamos por Q? (M) a A* (X (M)) y a las for-
mas w € Q% (M) se les llama 2-formas exteriores. En una carta (U,c =
(u1,...,um)) , podemos tomar E; = d/0u; .como base de X (U) y &; = du;
de forma que podemos escribir:

w = szjdui A duj; con w;j = w (%, %)
i<j i J

En particular, si M es una superficie ¢ = (u, v) la férmula anterior queda
reducida a

ou’
Cuando w (p) # 0 para todo p € M, se denomina a w elemento de area.

Un elemento de area w es exactamente una base {w} de Q2 (M) (ver epigrafe
siguiente).

w = wiadu A dv COHM12:W(6 8)

2.3.13. Orientacién en superficies

Supongamos que M es una superficie sumergida en R3 y v es un campo
normal unitario a M, es decir, v viene definida por una aplicacién diferencia-
ble 7 = (v, v2,v3) : M — R3y es diferenciable, y hace corresponder a cada
p € M un vector v(p) = V(p), € T,M tal que [v| =1y

T,M = {€ € R®: (v(p),€) = 0}
Definimos el elemento candnico de area €23, como

vi & om
QM (gan) = det (V(p)a€7n) = det vy 52 7o ) Sa ne TpM
vy &3 13
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Claramente €2); induce una forma alternada en cada T,M, veamos que
es diferenciable, estudiando su componente €2y, (0/0u,d/0v) en una carta
¢ = (u,v). Pongamos
1 8g0 8g0

|8<p % Bgo} au X == ov (24)

V=

Teniendo en cuenta que det (a,b,¢) = (a,bxc) y que |bx¢|* = [b]*|c|” —
(b, ¢)* queda

QM(@ 8) _ 1 dt(&p dp Iy 8@)
ou’ O |g—ix6v du " v du’ v
B 1 dp Jdp Op Op
B g—jjxa“’}< 0’ 8uxav>
9y Op

au BN \/911922 (912)2

donde (gg’}) es la matriz de la métrica gy, en las coordenadas ¢ = (u,v). Asi
que
Q= 4/det (gg’})du A dv

Observacién 2.3.13.1 Podria suceder que la formula (24) nos diera el valor
de —U. En este caso, habria que intercambiar las variables u y v.

y es diferenciable.

Observacién 2.3.13.2 La condicion de que una superfice M en R3, admita
un campo normal unitarto, equivale a que admita un elemento de area. Basta
para probar esto observar, que un elemento de area w define sin ambiguedad
en cada punto un vector normal v(p) siguiendo el criterio:

X
V@%_me

Para analizar la consistencia de la definicion apliquese la propiedad (23)

cuando w (§,m) >0

2.4. FORMAS EXTERIORES

2.4.1. Grupo de permutaciones

En lo sucesivo, para m € N* denotaremos por G™ al grupo de permuta-
ctones de m elementos, es decir:

={o:{1,...m} — {1,...m} oesbiyectiva}
que tiene m! elementos. El homomorfismo signatura es

G" 30w (—1)7 € {-1,1}
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Una permutacion ¢ € &" puede interpretarse como una aplicacién
c:X" > (Xl, e ,Xr) — (Xa(l), e ,XU(,»)) e X"

y de esta forma se tiene una actuacién natural por la derecha del grupo &”
sobre el F-médulo L"(X) de las formas r-lineales

L'(X)x & 3(A,0)— Aococ=Aocec LX)

Es facil probar que se verifican las siguientes propiedades, para todo A, B &
L™ (%), todo 0,7 € " y todo f € F:
1) (AU)T—A(UT)
2)(A+B)o=A.oc+Bo
3) (fA).c = f(A.0).

2.4.2. Formas Exteriores
Se dice que A € L"(X) es una forma exterior de grado r si:
Ao=(-1)7AVoe&"

Evidentemente, el conjunto A"(X) de todas las formas diferenciables de
grado r, es un F-submddulo de L"(X). Se denota por §2"(M) al F-mdédulo
A"(X(M)). En particular Q°(M) = F.

2.4.3. Producto exterior de 1-formas
Si a; € AY(X) parai=1,---,r se define su producto exterior:
((1/1 VANERIVAY O./r)(Xl, cee ,Xr) = det(OéZ(X]))

de las propiedades del determinante se deduce facilmente que a; A--- A, €
A"(X) y si T € G entonces:

(=D)Tormy Ao Aoy =i A A
2.4.4. Una base del espacio de las r—formas exteriores
Si (Ey, ..., E,) es una base de X,y (£1,...,&mn) su base dual, entonces
{eg Ao Ng 1<y <+ <i, <m}

constituye una base de A"(X). Concretamente, si w € A"(X) podemos escribir

W = E Wii..i1€01 VANPIIAN Eiy

1< << <m,
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donde w;, ;. = w(Ey, ... E;).
En efecto, para que dos formas w,w € A"(X) coincidan, es suficiente que
w(FEiy,...E;)=w(E;,...E;) para todo iy, ...,i. en {1,...,m} pero basta

para ello con que sea cierta para 1 < 73 < --- < 7, < m, por ser ambas
alternadas. Asi, se verifica la identidad
w = Z W<Ei17---Eir)5i1/\---/\5ir

1<iy < <ip<m
yaque (g, A...Ng;.) (E;,...E;) =det (g, (E;)) = 1.

Observacion 2.4.4.1 En particular A"(X) = {0} sir >m, yei A... Ney,
constituye una base de A" (X)

Por otra parte, si M es variedad diferenciable de dimension m, entonces
(M) =0 sir>m.

2.4.5. Pullback.

Una aplicacién diferenciable ¢ : M — M entre variedades induce un

pullback ¢* : Q" (M) — Q"(M), definido para w € Q"(M) por:

(@) () (&1, -, &) = @(D())(dp(2)(E1), - -, dd(2)(E1))

para todo x € M, &,,..,§, € T, M.
En efecto, es ficil comprobar que (¢*w)(x) € A" (T, M) y la aplicacién asf
definida Q" (M) — T, M es R-lineal para todo z € M. Ademds si a; € Q1(M)

O (g AN Nay) =" (@) N... ANo" ()

Asi que fijados (U, ¢ = (uq, ..., uy)) es una carta de M y carta (U, € =(1y, .. .

de M, con ¢(U) C U, si

- > @nadin A A du,

1<ii<--<ipr <1

€l

entonces, teniendo en cuenta que ¢*df = d¢* f para todo f € F (M ) se tiene

gb*@ = Z (qb*@il---h) (¢*dai1 ARERWA ¢*dalr) =
1<iy<<ip <m

= Z (¢*@i1.-.i1) d¢11 Ao A d(b“

1<iy <-<ip  <mh

siendo ¢, = ¢*u; = u; o ¢ las componentes de la expresién analitica de ¢. En
consecuencia ¢*w es diferenciable y pertenece a Q" (M).

Naturalmente, si ¢ : M — M, y 1) : M — N son funciones diferenciables
entre variedades, entonces:

(Vo) =g o™ : Q'(N) — Q'(M)
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Observacién 2.4.5.1 Si(U,c = (u,...,uy)) es una carta en M yweQ"(M)no
hay ninguna diferencia formal entre la expresion de en las coordenadas c,

w= Z Wiy iy dugy AN dug, (25)

1<ip <<t <m

y la expresion de p*w € Q7(U), p: ¢ : U —-U

1< <--<ir <m

se interpreta en (25) que wi, i, = wiy..i; (U1, ..., Uy) es una funcion U — R,
y en (26) que lo es de U — R. Por esto se dice a veces que ¢*w es la
representacion analitica local de w en las coordenadas c.

2.5. ORIENTACION Y FORMAS DE VOLUMEN.

Solo es posible establecer una teorfa de integracién de funciones, cuando
se cuenta sobre la variedad con un ingrediente mds, denominado elemento
(infinitesimal) de volumen. Este ingrediente viene canénicamente definido
cuando disponemos de una estructura riemanniana, y en particular, si la va-
riedad estd sumergida en R™. La posibilidad de poder establecer teoremas de
tipo Stokes requiere ademds de una orientacioén en la variedad. Comencemos
estableciendo un concepto de orientacién en espacios vectoriales:

2.5.1. Orientacién en espacios vectoriales

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién finita m. El espacio
A™(V') de las formas exteriores de grado m constituye un espacio vectorial
de dimensién la unidad. Una forma de volumen en V' es un elemento no nulo
we A™(V).

Diremos que dos formas de volumen w,w’ € A™(V)—{0} definen la misma
orientacion, y escribimos w ~ w’ cuando existe A > 0 con w' = \w.

Esta es una relacién de equivalencia sobre el conjunto A™(V) — {0} de

las formas de volumen con exactamente dos clases: (A™(V)— {0}/ ~) =
{0, 0%}.Sea OF : A™(V)—{0} — (A™(V) — {0}/ =) la proyeccién canénica

Definicién Una orientacion para V' es un elemento Ot € (A™(V) —{0}) / ~

Podemos hacer otro planteamiento equivalente: Si £ = (F4,..., E,,) es
base de Viy ¢ = (£1,...,&,) es su base dual, entonces wp = &1 A ... A&y,
constituye la tnica forma de volumen tal que w.(Ey,..., E,) =1. Si ' =

(Ei,...,El) es otra base con ' = E P,y P = (p;) se verifica wp =
(det P)wg es decir, det P = wg(E').

Las bases F y E’ se dice que definen la misma orientacion, y escribimos
E~ FE' siwg(E') > 0. Esta es una relacién de equivalencia sobre el conjunto
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£ de las bases de V, e induce sobre &, conjunto de bases de V' una particién
con exactamente dos clases: (£/ ~) = {€},E?}. Sea T : € — (£/ ~) la
proyeccién canoénica

Bases positivas Una orientacion para V puede entenderse también como
un elemento ET € (£/ ~). Los elementos de ET serdn entonces las bases
positivas.

Por otra parte, una forma de volumen w induce sobre el conjunto £ de las
bases de V' una particién € = ET(w) UE ™ (w) con: EFT(w) ={F € £ : w(E) >
0}, & (w)={F €& :w(FE)<0}.

Observese que:

(1) Si E € &, entonces EF(wg) = ET(E).

(2) E €&t (w) <= w~wg, yaque w=w(F)wg

(3) ET(w) = ET (W) siy solo siw =~ W'

En consecuencia si E € £T(w), entonces £T(w) = ET(F) es un elemento
de £/ ~.

Esto permite establecer sin mds comentarios la equivalencia entre ambas
definiciones de orientacién.

Notese que existe una biyeccién candnica:

(€/ =)= (A™(V) - {0})/ ~

en consecuencia, elegir un elemento de £/ ~ equivale a elegirlo en A™(V') —

{0}/ ~

2.5.2. Orientacion en variedades.

Sea ahora M una variedad de dimension finita m .

Definicién a) Una forma de volumen en M, es un elemento w € Q™(M)
tal que w(x) # 0 para todo v € M.

b) Una orientacion en M es una asignacion OF que hace corresponder
a cada punto p € M, una orientacion (’); en el espacio vectorial T,M,
verificando la siguiente condicion de diferenciabilidad:

Para cada p € M, existe un entorno U de p,y una base (Ey, ..., E,,) de
campos para X(U) de forma que (Ei(x), ..., En(x)) es base positiva de T, M
para todo x € U.

c¢) Una variedad se dice orientable, si admite una orientacion.

Evidentemente una forma de volumen w en M induce una orientacién
Ot (w) en M de forma que O"(w), = O (w(p)) para todo p € M. Ademés
si w’ es otra forma de volumen, se verifica OF(w) = OF (W) si y solo si existe
f: M — R* diferenciable y o’ = fw

Reciprocamente, si O es una orientacién para M, es posible encontrar
una particién diferenciable de la unidad {(U;, ;) : @ € I},y formas de volumen
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w; en U; que induzcan la misma orientacién que O*. Entonces w = Yu,w;
es una forma de volumen que induce la orientacién OF. Salvo cuestiones de
detalle puede considerarse demostrado el siguiente teorema:

La condicién de orientabilidad Son equivalentes las siguientes afirma-
ctones:

i) M es orientable.

ii) Existe en M una forma de volumen w.

iii) Existe un atlas A = {(U;,¢c;) : i € I} de M formado por cartas que
“definen la misma orientacion”

NOTA: Dos cartas ¢ = (uy,...,Uy),C = (U1, ...,Uy) definen la misma
orientacion cuando en la interseccion de sus dominios se tiene

det <M) >0

o(ul,. .., Uny)

Fijada una orientacién O en M, la carta c se dice positiva si we = dug A... A
du,,, define en el dominio de c la orientacién O.

2.5.3. La forma de volumen riemanniana.

Sea B = (V,<,>) un espacio vectorial euclideo orientado, y sean F =
(Er,...,Ep),y B'=(Ej...,E],)=E P (con P = (p})) dos bases ortonor-
males positivas de E. La matriz P es una matriz ortogonal (es decir P*P = I)
por lo que det P = 1. Asi, wg = (det P)wp = wpr. A la forma de volumen
w = wg se le denomina volumen canénico de E.

Si £ = (Ey,...,E,) = EA es una base cualquiera positiva de [, de-
notando por G a la matriz (g;; =< Ej;, E; >), se verifica G = A'A, y
Vdet G = det A. Asi:

w=w(F)wg = (det A)wg = VdetGE; A... N,

Asf para variedades Riemannianas se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.5.3.1 Sea M una variedad Riemanniana orientada. Existe
entonces una unica forma de volumen w compatible con la orientacion, tal
que en cada punto p € M, w(p)(e,...,em) = 1 para toda base ortonormal
positiva de T,M. Por otra parte, si ¢ = (uy,...,u™) es una carta positiva de
M,y G = (gi;) es la matriz de la métrica, entonces:

w = VdetGduy A ... A du,,

Observacion 2.5.3.1 Cuando se considera a M variedad orientada sumer-
gida en R™ se denomina §2y; a su forma de volumen candnica con, que viene
mducida por su estructura riemanniana candénica gy Yy su orientacion.
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3. TEORIA DE INTEGRACION EN VARIE-
DADES

3.1. Preliminares
3.1.1. Paracompacidad

Recordaremos algunas definiciones y resultados béasicos de Topologia ge-
neral (ver [5])

Sea M un espacio topolégico, y sean R ={U, :a € A} yS ={V, : b € B}
recubrimientos por abiertos de M

= Se dice que R es localmente finito, si para todo x € M, existe U”
entorno de z, de forma que el conjunto {a € A : U, NU* # D} es finito.

= Se dice que R es puntualmente finito, si para todo x € M el conjunto
{a € A:z €U,} es finito.

= Se dice que R es un refinamiento de (o estd subordinado a) S, si para
todo a € A, existe b € B, con U, C V.

m Se dice que M es un espacio paracompacto, si es Ty y verifica la propie-
dad de que para todo recubrimiento por abiertos, existe un refinamiento
localmente finito.

Recordemos ahora, algunos resultados basicos de Topologia General (S
denota en este epigrafe y el siguiente, a la adherencia topolégica de S)

Teorema 3.1.1.1 Si M un espacio topoldgico que verifica el ITAN, es Ty y
es localmente compacto, entonces M es paracompacto m

En particular, si M es variedad diferenciable T5 verificando el ITAN,

Teorema 3.1.1.2 Si M es un espacio topoldgico paracompacto, entonces es
normal. m

Recuerdese que un espacio normal, es un espacio que separa cerrados, o
de forma equivalente: VU abierto y VC' C U cerrado, 3V abierto con €' C V
y VY Ccu.

Teorema 3.1.1.3 Si M es un espacio topoldgico normal, y R ={U, : a € A}
es un recubrimiento por abiertos de M puntualmente finito, existe entonces
un recubrimiento por abiertos S ={V, : a € A} de forma que V, C U, para
todoa € Am
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3.1.2. Particiones diferenciables de la unidad

Observacion 3.1.2.1 Las variedades diferenciables por ser subespacios to-
poldgicos de R™ son Ty, y verifican el ITAN. Asi, por el teorema 3.1.1.1,
todas las variedades serdn paracompactas. Este es el caso, por supuesto, de
las variedades euclideas.

Una particién diferenciable de la unidad de una variedad diferenciable M,
es una familia P = {(U,, p,) : @ € A} donde

1. (Uy)aea es un recubrimiento por abiertos de M, que es localmente finito.

2. Yae A, u, € F(M), p, >0,y sop p, CU,
3. ZaeA Ha = 1 (3)

Se dice que P estd subordinada a (el recubrimiento por abiertos de M)
(Vb)ve Si (Uy)aca estd subordinado a (Vy)pep. El resultado fundamental es
el siguiente:

Teorema 3.1.2.1 bla bla

Teorema 3.1.2.2 Si M es variedad diferenciable, entonces para cada (Vy)pep

recubrimiento por abiertos de M, existe una particion diferenciable de la uni-
dad P ={(Uy, p,) : a € A}, subordinada.

Demostracion: Para cada p € M, existe b € B con p € V), y podemos
tomar un abierto W,, con p € W,C V;, siendo W, compacto. Asf Vo) perr
es un recubrimiento de M subordinado a (V,)pep. Como M es paracompacta
existe (U,)qca un recubrimiento por abiertos localmente finito de M, subor-
dinado a ()/Vp)p€ 4 ¥ por tanto subordinado a (V,)sep. Como cada U, estd

contenido en algin W, se concluye que U, c Wp , y asi U, (cerrado contenido
en compacto) es compacto.

La demostracion del teorema, se obtiene ahora de forma inmediata a
partir de la siguiente proposicién, que tiene interés por si misma:

Proposicién 3.1.2.1 Sea M es variedad diferenciable, y (Uy)aca un recubri-
miento por abiertos localmente finito de M, de forma que para cada a € A,
es U, compacto. Existe entonces una particion diferenciable de la unidad
P ={Ua, 1) - a € A}

3Nétese que en un entorno U* de cada punto z la suma puede considerarse finita, ya
que en €él, solo un nimero finito de sumandos es no nulo
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Demostracién: Como M es paracompacta, (ver observacién 3.1.2.1), por
el teorema 3.1.1.2 es un espacio normal. Usando ahora dos veces el teorema
3.1.1.3 se concluye que existen recubrimientos por abiertos de M, (Wa)ae A,
¥ (Va)aca de forma que V, € W,, y W, C U,. Ya € A. Como V, es un
compacto contenido en el abierto WW,, usando ahora el corolario 1.3.1.1, se
concluye que existe A\, € F(M), Ay >0, con A\, | V, > 0, y sop(\,) C W,. La
funcién A = ) 4 A4, es simpre positiva, ya que (Va) acA recubre M. Se toma
entonces , = A/, ¥y P = {(Ua,p,) : a € A} es la particién diferenciable
pedida. m

3.1.3. Teoria de integracién en R™

Supondremos ya conocida la teorfa de integraciéon de Riemann en R™
para funciones con soporte compacto. Se entiende que una funcién f definida
en un abiero U de R™ con valores reales se dird integrable si admite integral
finita en cada compacto de C' C U. Es decir, si x es la funcién caracteristica

de C', debe existir
[i=[teer
c

Denotamos por F;,;(U) el anillo de las funciones integrables en U, y
F(U) ={f € Finu(U) : sop(f) es compacto}

que es un subanillo de F;,;(U). La aplicacién integral

fc(U)*R,fﬁ/Uf

es R- lineal.
Recordemos el siguiente:
3.1.4. Teorema del cambio de variable en R™
Sea f : R™ D V — R una funcién integrable con soporte compacto

contenido en el abierto V, y sea ¢ : R™ D U — V un difeomorfismo con
ab

ecuaciones v; = ¢, (u1, . .., u,). Entonces

[ = o0 |ae (Gt

Vamos a denotar a la integral | 4(U) f de la forma

/ f:/ flor, .. v)doy Ao A doy,
¢(U) $(U)
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La razén de esto, es que si en la expresion ¢ = f(vy, ..., v,)dvy A. .. Advy, se
hace sustitucién formal de v; por las ¢,, obtenemos el Pullback ¢*9, y queda

_ Ny, - - Om)
= (foo¢)det (0(u1,...,um)>dul/\”'/\dum

con lo que formalmente, el teorema del cambio de variable se escribe:

f¢(U) V= [;¢"0 si det (0¢;/du;) >0

f¢(U) V=~ [;¢"0 si det (0¢;/du;) <0 (27)

3.1.5. Integrales de m—formas en R™

El teorema del cambio de variable sugiere modificar algo el punto de vista,
y nos invita a integrar m—formas, en lugar de funciones. Definimos para U
abierto de R™ (con coordenadas uy, . . ., Uy, )

Qr(U) = {9=fdug A...Nduy, : f € Fie(U)}
QM (U) = {9=fduy A... Nduy,: f € F(U)}

y definimos entonces para ¥ = fdu; A ... A du,, € Q7 (U) la integral

fir= 4

de esta manera [, : Q7" (U) — R es R-lineal, y verifica el teorema del cambio
de variable (27)

3.2. Integracién en variedades

En lo que sigue M es una variedad diferenciable orientada de dimension
m (sumergida en R™) y 2, es su forma de volumen canénica. Una funcién
f M — R se dird integrable, si para cada p € M es integrable la funcién
f oc™! para cada (alguna) carta ¢ cuyo dominio contenga a p. Denotamos
por Fi: (M) al anillo de las funciones integrables en M, y F. (M) es el anillo
de funciones integrables en M con soporte compacto. Finalmente

QF (M) ={0 = fQu : | € Fe (M)}

es la familia de m-formas integrables en M con soporte compacto.
Pretendemos establecer una teorfa de integracién en M, basada en el
operador integral en M:

QZ”(M)—MR,i?H/ Y
M
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al que le vamos a exigir:
(a) Que sea R-lineal
(b) Que sea compatible con la teoria ya establecida de integracién en R™
(c¢) Que sea vilida una formulacién general del teorema del cambio de
variable en variedades.

3.2.1. Integral de una m -forma en una variedad

Sea 1 una m -forma integrable con soporte compacto en la variedad orien-
table M. Se trata de definir | 1 V. Procedamos por pasos:

1) Supdngase que sop ¥ C U siendo U dominio de una carta positiva c. se
define entonces: [}, = [, (c™)*0. Si € es otra carta positiva con dominio

U D sop 1, usando el teorema del cambio de variable en R™ se tiene:

/_ (e hH = / RCX :/ (coc ) (@)
c) S(uUntl) c(UN)
= / (E_lo(_:oc_l)*ﬂ:/ N
c(UNU) c(U)

y asf el valor de la integral no depende de la carta positiva elegida, y dentro
de ella son vilidas las propiedades de aditividad de la integral.

2) En el caso general puede probarse facilmente, usando particiones dife-
renciables de la unidad, el siguiente:

3.2.2. Lema

Sea M wariedad orientada y K compacto de M. Existe entonces una
funcion diferenciable con soporte compacto pu : M — R tal que p > 0, y
w=1en K. Ademds podemos suponer que p = iy + ...+ i, siendo cada
W Juncion diferenciable, p;,, > 0, cuyo soporte compacto estd incluido en el
dominio de una carta.

Demostracion:

Sea P = {(Uy,p,) : a € A} una particién diferenciable de la unidad,
sobordinada a un atlas de la variedad M. Podemos suponer, por tanto que
cada U, es dominio de una carta.Para cada p € K sea UP un entorno abierto
de p, tal que el conjunto A, = {a € A : U, NUP # 0} es finito.Como K
es compacto, podemos suponer K C UP* U ... U UPs . El conjunto B =
Ay U...UA,, es finito, y verifica la propiedad de que

a¢ B=UNWU"U..UU”")=0DU,NK = p,|] K=0

asf la funcién p = >, 1y, verifica para cada x € K:

1= 3 o) = 3 fe) = ()

a€A beB



3 TEORIA DE INTEGRACION EN VARIEDADES 62

[

Como sop v es compacto, aplicando el lema a K = sopd se tiene la
identidad ¥ = p), y por tanto la descomposicién ¥ = ¥p, 9, y cada ¥; = p,;0
tiene soporte contenido en una carta orientada. Definamos pues:

Es necesario ahora probar que si ¢ = 1 +. ..+ es otra descomposicién de v
en suma de m -formas con soportes contenidos en cartas positivas, entonces:

;/Mﬁi:;/Mﬂj

En efecto: Si K es el compacto unién de todos los soportes de ¥;, y de
"L_S‘j, sean (= ft; + ...+ p, las funciones resultantes de aplicar el lema a K.
Las m -formas p,9;, N/ﬂj tienen soporte compacto, contenido en una misma
carta positiva, y son por tanto vilidas las igualdades:

S [ oe 52 [5 o] S [5 fwe]-

iﬂukﬁiliéukﬁj]...;ém

3.2.3. Integracién de funciones en variedades.

Si f: M — R es una funcién integrable con soporte compacto, se define
la integral de f en M como la integral en M de la forma f€,;, es decir:

[ .
M f M

Si A es un conjunto medible se llama volumen de A,a la integral [ 1 Xa82um
y se denomina integral de f en A a: :

/A J = /M P

La integral de funciones en M verifica todas las propiedades usuales de
aditividad, asf como el siguiente teorema del cambio de variable:

3.2.4. Determinante de un difeomorfismo

Sean M,y M variedades con volumen 2, y §;; respectivamente, y sea
¢ : M — M un difeomorfismo. Se llama det(¢) la funcién de M en R definida
por:

¢"(Sr) = det(9)2m (28)
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Fijemos (U,€ = (@1, .. Um)), y (U, c=(u1,...uy)) cartas positivas de ma-

nera que ¢(U) C U, y pongamos que la aplicacion ¢ =Copoc ! :c(U) —
c(U), tiene por ecuaciones u; = ¢;(uq, ... uy), i = 1,...,m. Entonces se tiene

. \/det (gw) 3(¢1,;¢m)
det(¢) = \/mdet (8(u1, . ,um)>

donde gij = <8/ﬂz,8/ﬂj), Yy Gij = <8/ul,8/uj)

Nétese por tanto, que det(¢) : M — R — {0} es una funcién diferenciable,
que tiene signo constante si M es conexa.

Se dice que ¢ preserva la orientacion, si det(¢) > 0. Esto significa que
¢, transforma cada base (5 L ,£m)positiva, de vectores en M en una base
(gb*fl, cee gb*fm) positiva en M.

Cuando det(¢) < 0 se dice que ¢ invierte la orientacién

3.2.5. Teorema del cambio de variable en variedades

Sean M,y M wvariedades con volumen Qv Qy; respectivamente, y sea
¢ : M — M un difeomorfismo. Si f: M — R es una funcion integrable con
soporte compacto, entonces:

(a) Si ¥ = fQyy se verifica

[ ¥ = [, &0 si det(¢) >0
[ 0=— [, 00 si det(¢) <0

(b) Si A es un conjunto medible de M entonces ¢ (A) lo es de M y se
verifica

/M f = /A (f 0 ) |det()] s

siendo det(¢) la funcion de M en R definida por: ¢*(Qy;) = det ().

Demostracién
Supongamos en primer lugar que sop) estd contenido en el dominio co-
nexo U de una carta € = (U, ..., Uy,,), entonces U =¢ ! (Z/{) es dominio de

una carta ¢ = (uq,...u,) (por ejemplo ¢ =To ¢). Si e = £1, es el signo de
det (0¢;/du;) se tiene:

€/M?9 = /m@*ﬁ:(*)/m(Eo¢o¢)*(¢*0):
L0 @op) ) = /m ¢ (¢670) =

¢

)

Il Il
S—
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donde la igualdad marcada con (x) es consecuencia del teorema del cambio
de variable (27).

En el caso general, basta con descomponer ¥ = 01 + - - - + 0, en sumandos
cuyos soportes estén metidos en una cartas, y aplicar lo anterior a cada
sumando. Por ejemplo, si ¢ preserva orientacion:

- fp-s o

La segunda afirmacién es consecuencia inmediata de la primera.

3.2.6. Integrales de linea

Sea ahora I' una variedad diferenciable de dimensién 1 sumergida en R".
Es un buen ejercicio (mental) intentar aplicar para este caso particular los
conceptos y resultados de la teorfa de integracion establecida recientemente
para variedades cualesquiera. Antes de nada conviene enunciar el que podria
denominarse teorema de clasificacién de variedades unidimensionales:

Teorema: Si I' es una variedad unidimensional conexa entonces:

(a) Si T' es no compacta, existe v : R —I" C R™ difeomorfismo (i.e. ' es
difeomorfa a R)

(b) Si T' es compacta existe 7 : S* — T' C R™ difeomorfismo (i.e. T es
difeomorfa a S')

En el primer caso I' admite una parametrizacion global, y en el segundo,
podemos conseguir una parametrizacion (t) = 7 (cost,sint) 0 < t < 7 que
es casi global (deja un punto fuera tan solo un punto)

En particular las variedades unidimensionales conexas I' son paraleliza-
bles, y por tanto orientables. Pero ;jque significa una orientacién en I'?

Un elemento de longitud es una 1-forma o € Q' (') con la propiedad
de que o(p) # 0 para todo p € I'. Nétese que T),I' es una recta vectorial y
o(p) elige la semirecta positiva de los vectores & € T,I' con o(£) > 0. Asf
pues, elegir una orientaciéon es elegir un sentido de recorrido para I': Una
parametrizacién v : I — I' C R™ se dird positiva si 7/(t) es un vector positivo
para cada t € I.

Nos preguntamos ahora, fijada una orientacién en I' cual es su elemento
canénico de longitud Qr. Literalmente Qr es el elemento de longitud que toma
el valor unidad sobre las bases ortonormales positivas. Es decir, Qr (§) = 1
si £ es un vector positivo con |£| = 1. Es facil obtener la expresién analitica
v*Qr de Qr respecto a una parametrizacién positiva v : [ — I' C R™

vOr = (7Qr) <%) dt = Or (7*%) dt = Qr (Y (1)) dt =

— o (ﬁw)) dt = 1y (8) dt
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y asi resulta que la medida de T'y = {y(¢) : @ <t < b} es su longitud

b b
/ O — / O = / /(1) dt
I a a

por esto es natural denominar a €r elemento de arco y denotar
Qr =ds = |7/(t)]dt

Imaginemos que I' estd incluida en una variedad M, y o € Q'(M). La
integral (de linea) fl“l « ,de o en I'y es por definicién la integral en I'y de la

1-forma 9 = j*a € Q! (T') pullback de « por la inclusién j : I' — M, asi

b b b
/lﬁi/faz/vﬂfwz/wﬁwfaz/vw
I Iy a a a

Nétese que

v = fodtcon 10 = (7o) () = a (/0

/ = / o (1)) (29)

que es la integral de la forma « a lo largo de «y (ver epigrafe 2.2.4)

y por tanto

4. TEOREMA DE STOKES

4.1. Antecesores del Teorema

4.1.1. Regla de Barrow

Sea F' : I — R una aplicacién diferenciable definida sobre un intervalo
abierto I de R, en el que tomamos como variable, ¢, de forma que dt € Q! (1)
es su forma de volumen canénica. Pongamos a,b € I con a < b. Observese
que lo que sigue, es una interpretacién (algo forzada) de la regla de Barrow:

b
/cwz/ﬁwm:F@—ﬂ@:/ F:/ F
[a,b] a {a,b} dla,b]

en donde se supone que 0 [a,b] = {a,b} es el borde orientado de [a,b], y
la integral [, ,, F'= F'(b) — F(a) es la integral de la 0-forma F' € Q° ({a, b})
en la variedad 0-dimensional {a, b} en donde b tiene orientacién positiva y
a negativa (;?). Si nos fijamos en el principio y el final de la cadena de
igualdades anterior, nos queda

/ dF = / F
[a,b] Ola,b]

que ya tiene el aspecto tipico de una férmula de Stokes.
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4.1.2. Teorema de Green

Otro resultado precursor del teorema de Stokes es el teorema de Green
para el plano:

Sea R una regién compacta de R? limitada por una curva

I'={7(t) = (z(t),y(t))a <t < b}

cerrada y recorrida positivamente respecto a R (Esto significa que cuando
avanzamos a lo largo de I' vamos dejando la regién R a la izquierda). Si
P = P(z,y), y @ = Q(z,y) son funciones diferenciables con valores reales,
se tiene:

0Q OP b : :
/R <% — a_y) d:cdy:/a (P(y()2'(t) +Q(v(1)y'(t))dt  (30)

Obsérvese que el segundo miembro puede escribirse (I' = OR, ¢ = Pdx +
Qdy) en la forma

b
/ (P (v(1)) 2'(t) + Q (v(1)) /(1)) dit (31)

4.2. Diferencial exterior
4.2.1. Diferencial exterior de 1-formas en el espacio euclideo

Si ¥ = Pdr + Qdy en una 1—forma en un abierto U de R?, entonces
P =P(z,y),y Q@ = Q(z,y) son funciones diferenciables con valores reales, y
podemos definir
dy =dP Ndx+dQ A dy



4 TEOREMA DE STOKES 67

que tambien podemos escribir como

0Q P

De esta forma la férmula (30) del teorema de Green puede escribirse ahora

teniendo en cuenta (31)
/ dy = / v
R oR

que tiene ya todo el aspecto del teorema de Stokes.

Mas general, si ¢ = Pydry + - - - + P,,dz,, en una 1—forma en un abierto
U de R™, entonces las P; = P;(z1,...,2;), son funciones diferenciables con
valores reales, y podemos definir

d9 = dPy Adxy + - - - + dPy, A dz,, (32)

que tambien podemos escribir como

do= Y (apﬂ’ - @> da; A da; (33)

1<i<j<m

La diferencial exterior como aplicacién d : Q' (U) — Q% (U) verifica las si-
guientes propiedades

(1) d es R—lineal

(2) d(df)=0si f € F(U)

(3) d(f9) =df NI+ fdIsi fe F(U),deQ(U).

Por otra parte, se comprueba si ¢ = (¢y,...,0,,) : U— U es una aplica-
cién diferenciable entre abiertos de R™ con z; = ¢, (x4, . .., T,,) entonces

d(670) = ¢ (dd) si 9 € Q' (D) (34)

En efecto, tomando ¥ = P1dT+- - -+ P dZ.m, se tiene ¢* (17}) = (gb*Pl) do,+
4 (0" Pp) doy,

¢

¢" (dPy) A ¢* (dy) + -+ + ¢ (dPp) A ¢" (dZm) =
=d(¢"P1) Ndgy + -+ +d (¢"Pn) A do, =

d(¢*P) Ndgy +---+d(¢"P) ANdg, =

(53
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4.2.2. Diferencial exterior de 1-formas en variedades

Si M es una m-variedad, fijado 9 € Q! (M), y una carta (U, o' = ¢ = (uy, ..

podemos escribir
Y = Piduy + -+ - + Ppduy,

y definir en U la diferencial exterior de ¥ como
d19:dP1/\du1+—|—de/\dum:
oP; 0P,
> (5

1<i<j<m

Sin embargo, no podemos garantizar a priori que esta definicién no de-
penda de la carta tomada, por lo que deberfamos escribir d.9 en lugar de d?
para hacer constar esta eventual dependencia. Nétese que la representacion
analitica local en coordenadas (u1, ... u,,) de d.9 es

" (ded)) = d (™) (35)

No obstante, el operador d. : Q' (U) — Q% (U), viene caracterizado por
verificar las propiedades 1) 2) y 3) del epigrafe anterior, es decir, cualquier
otro operador dy : Q' (U) — Q% (U) verificando 1) 2) y 3) coincide con d..
Ademds claramente si V C U es un abierto entonces

dy (0],) = (du?)|,, para ¥ € Q' (U)

Esto significa que para ¢ € Q! (M) podemos definir sin ambigiiedad dv €
02 (M) por la condicién
(d9)ly = du (V)
para todo U dominio de carta.
Hemos probado por tanto el siguiente

Teorema Dada M superficie, existe un unico operador d : Q' (M) —
02 (M) verificando

1. d es R-lineal
2. d(df) =0 para todo f € F(M)
3. d(f9) =df NI+ fdI para todo f € F(M)yd € Q' (M)
Por otra parte, se verifica para ¢ € Q' (M), X,Y € X (M)
(d9) (X,Y) = X (0 (Y)) =Y (0 (X)) =9 ([X,Y]) (36)
Se denomina a d diferencial exterior.

Una posibilidad para demostrar la existencia es utilizar la férmula (36) y
probar que verifica las propiedades 1), 2), y 3).
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4.3. Diferencial exterior de (m — 1)-formas

La generalizacién de la diferencial exterior d : Q™' (M) — Q™ (M) a
variedades euclideas generales M con dimensién m es algo menos previsible,
pero bastante natural.

4.3.1. Producto exterior de 1-formas por (m — 1)-formas

Se trata de definir la m-forma producto exterior a A # de una 1-forma «
y una (m — 1)-forma 6. Si a este producto se le exige la propiedad natural:
ag A (e Ao ANay) = ag Aag A ... A ap, (cuando las a; son 1-formas) se
concluye que la tnica alternativa es tomar (a A 0) (Xq,...,Xp) =

Oé(X1>¢9(X2,X3. . ,Xm) — (X(XQ)O(XI,X:g. . ,Xm)
(—1)™ La (X)) 0 (X1, Xoy oy Xono1)

(—1)"—1a(xi)e(...,)’(2,...,)

+

I

=1

—~

donde (..., X;,... ,) representa a (X7, Xo, ..., X,,) en donde se ha suprimi-
do el elemento X; que ocupa el lugar i-ésimo.
A

Claramente « A 8 € Q™ (M), y la aplicacion Q' (M) x Q™1 (M) =
Q™ (M) es F (M)-lineal
4.3.2. Diferencial exterior de (m—1)-formas en el espacio euclideo.
una (m — 1)-forma en un abierto U de R™se escribe
+ (=)™ Ppdzy A - Aday_y

:Z(_l)i_lﬂ.../\@/\...
i=1

7

donde --- A d/x\, A -+, representa la (m — 1)-forma dx; A dzy--- A dx,, en
donde se ha suprimido el factor dz;. Las P, = Pi(x1,...,%,,), son funciones

diferenciables con valores reales, y podemos definir
dﬁ:Z(—UHde(--~Ad?ciA--~) (37)
i=1

que tambien podemos escribir como

dy = (2; a@) dzy Adzy - -+ A dap, (38)
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La diferencial exterior como aplicacién d : Q' (U) — Q2 (U) verifica las si-
guientes propiedades

(1) d es R—lineal

(2) d(dfi A+ ANdfin1) =05t fi € F(U)

(3) d(f9) =df NI+ fdI si f € F(U), 9 e Q™1 (U).

Por otra parte, se comprueba si ¢ = (¢y,...,¢,,) : U— U es un difeo-
morfismo entre abiertos de R™ con z; = ¢, (x1, ..., x,,) entonces
d(60) = ¢ (d9) si 9 € Q' (D) (39)

—

En efecto, tomando 0= 221 (_1)i71 Fi <+« ANdT; \ -+ - se tiene ¢* ({9) —
i (-1 (Cb*Fz) o ANdp; Ny

¢* (d9) = ¢* (

- I i—1 _4 e /\. ..
_1(1) dPZ/\< A dT; A ))

(=) d (P A Adgy A -+

NE

1

(679)

(2

Il
=W

4.3.3. Diferencial exterior de (m — 1)-formas en m-variedades

Si M es una m-variedad, fijado 9 € Q™! (M), y una carta (U, o™ = ¢ = (uy, . .

podemos escribir

ﬁ:Z(_l)i_lpi.../\jJi/\...
=1

y definir en U la diferencial exterior de ¥ como

dﬁzdﬁ:i(—l)ildJDiA(.../\@Z-/\...) =
i=1

— Y = (28ui>dumdu2---/\dum

Sin embargo, no podemos garantizar a priori que esta definicién no de-
penda de la carta tomada, por lo que deberfamos escribir d.v en lugar de d?
para hacer constar esta eventual dependencia. Nétese que la representacion
analitica local en coordenadas (u1, ... u,,) de d.9 es

" (ded) = d (™) (40)

No obstante, el operador d,, : Q™ (U) — Q™ (), viene caracterizado por
verificar las propiedades 1) 2) y 3) del epigrafe anterior, es decir, cualquier
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otro operador dy : Q' (U) — Q% (U) verificando 1) 2) y 3) coincide con d..
Ademds claramente si V C U es un abierto entonces

dy (9]y) = (D)), para 9 € Q" (1)

Esto significa que para 9 € Q™! (M) podemos definir sin ambigiiedad
dy € Q% (M) por la condicién

(D) = du (V)

para todo U dominio de carta.
Hemos probado por tanto el siguiente

Teorema Dada M superficie, existe un unico operador d : Q™ (M) —
Q™ (M) verificando

1. d es R-lineal
2. d(dfl/\/\dfm_l)ZOSIfZGf(M)
3. d(f9) =df N9+ fdI para todo f € F(M)y 9 € Q' (M)

Por otra parte, se verifica para ¢ € Q™ (M), X1,...X,, € X (M)

m

(d9) (X1,..., X)) = Z ()" X (9 (.., X5, .) (41)

+Z ”319(Xi,Xj],...,)?i,...,)/Ej,...) (42)

1<J

Se denomina a d diferencial exterior.

Una posibilidad para demostrar la existencia es utilizar la férmula (41) y
probar que verifica las propiedades 1), 2), y 3).

4.4. Pullback y diferencial exterior

Sea ¢ : M — M una aplicacién diferenciable entre variedades, y ¥ una
forma, exterior en M. Contemplaremos dos posibles casos:
a) U € Q' (M),
b) M y M de la misma dimensién m, y 9 € Q™! (M)
entonces se tiene
(d9) = d (¢™)
Cc =

En efecto, dadas cartas ( (Ui, .. TUm)), ¥y
p € U de manera que ¢p(U) C U, y la a,phca(non )
hace conmutativo el diagrama:

¢°
U, c=(uy, ..., un)) con

(U,c
= )—>E(U), que
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—l

Probaremos que la representacién analitica local de ¢* (d@) coincide con

la de d (qb*@):

En donde se ha utilizado las igualdades (34) , (35) (40).y (39)

4.5. Cohomologia de DeRham

Sea M una variedad. Consideremos para cada entero r el espacio §2"(M)
de formas diferenciales exteriores de grado r, entendiendo que hemos con-
venido denominar Q°(M) al anillo de funciones F (M), y Q" (M) = {0}
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cuando r > m, o r < 0. Hemos definido el operador diferencial exterior
d: Q" (M) — Q*(M).yd: Q"1 (M) — Q™ (M). Convendremos en deno-
minar también diferencial exterior, al operador de diferenciaciéon de funciones
d:F(M)=Q%(M)— Q! (M) introducido en el epigrafe 2.2.1. Naturalmen-
te d : Q"(M) — Q" (M) se entiende que es la aplicacién constante 0 en
todos los demds casos. Las propiedades de la diferencial exterior, nos aseguran
que d es en todo caso una aplicacién R-lineal, y d* = d.

En general se puede definir también una diferencial exterior d : Q" (M) —
QO (M), R-lineal, y con d? = d.

QY (M) -5 (M) -5 QY (M)

4.5.1. Formas cerradas y exactas

Se dird que o € 2" (M) es cerrada si da=0,y que B € Q" (M) es exacta,
si existe X € QY M) con d\ = f3.

Se denotara por Z"(M) al conjunto de formas cerradas de Q" (M), y por
B"(M) al de las formas exactas.

Como d es R-lineal y d? = 0 resulta que B"(M) y Z"(M) son subespacios
vectoriales de Q" (M), y B"(M) C Z"(M).

4.5.2. Cohomologia de DeRham

El espacio vectorial cociente H"(M) = Z"(M)/B"(M) para 0 < r < 2
se denomina r-ésimo grupo de De Rham de M. A la dimension (real) b, de
H" (M) se denomina r-ésimo nimero de Betti.

4.5.3. Grupo cero de cohomologia

En una variedad M el nimero de Betti by de érden cero, es el niimero de
componentes conexas de M.

Para probar que dos variedades difeomorfas tienen grupos de De Rham
isomorfos necesitamos usar el resultado de (4.4)

4.5.4. La cohomologia como invariante diferencial

Dada la aplicacion diferenciable ¢ : M — M, el pullback ¢* : Q" (M) —
Q" (M) induce por paso al cociente una aplicacién R-lineal ¢* : H" (M) —
H"™(M), de forma que, si ¥:M — M es otra aplicacion diferenciable, se
tiene: (1 o ¢)* = ¢* o p*, ademds, id}, =id : H (M) — H"(M).

En particular, dos variedades difeomorfas tienen grupos de Cohomologia
de deRham isomorfos.
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4.5.5. Primer grupo de cohomologia

El primer grupo de cohomologia de una superficie tiene especial impor-
tancia. De hecho contiene toda la informacién topolégica y diferencial de
una superfice compacta y conexa. Esto es asi, pues se prueba que dos de
tales superficies son difeomorfas, si sus correspondientes primeros grupos de
cohomologia son isomorfos.

Probaremos que M = R? tiene primer grupo de cohomologia trivial, es
decir Z' (R?) C B! (R?)

Sea ¥ = Pdxr + Qdy en una 1—forma de R?, donde P = P(z,y), y
@ = Q(zx,y) son funciones diferenciables con valores reales. Supongamos que
1 es cerrada. Esto significa que

OQ oP
or 8y
Probemos que existe una funcién F : R? — R diferenciable tal que

dF = 7. La idea es la siguiente: Si tal I existiera, entonces para cada curva
diferenciable v : [a,b] — R?, con y(a) = 0 = (0,0), v(b) = p se tendria (ver

(18))
Lﬁ::AﬁF:LZWMU:A%@wU

b
— / (Fox) (t)dt = F(0) — F(p)

a

(43)

y por tanto se tendria
F(p) = F(0) +/19
Y

independientemente de la curva (diferenciable a trozos) v en R? que una el
origen 0 con el punto p € R%. Asf que podemos proceder de esta manera:
Definimos F'(0,0) = 0, y fijado p = (x¢, yo) debemos tomar

= fo= [ o+ ]

donde v = 7, V7, es la curva diferenciable a trozos que une (0, 0) con (o, ¥o),
siendo

71:{;:3 OSUSxo,vgr{gifO 0<v<yo

(¥ ¥

|t

(0,0 51
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y queda entonces

xo Yo
F(xo,y0) = / v’{ﬁ+/ V3V
0 0

= /xo P(u,0)du + /yo Q(zo,v)dv
0 0

0 sea . y
F(x,y) = / P(u,0)du +/ Q(z,v)dv
0 0
por tanto
oF d [* Y0
gl -4 P(u,O)du+/ L)
ox @y 4z Jo o Oz (@)
y usando (43) y la regla de barrow, queda
F Yy oprP
T l@y) 0 9Yl(aw)
= P(z,0) = [P (z,v)],5
= P( ,
andlogamente se prueba que
oF
Zh
Y

En virtud del resultado de 4.5.4, toda 1—forma cerrada es exacta en cualquier
espacio difeomorfo a R?. Teniendo en cuenta que cada punto de una superficie
admite un entorno difeomorfo a R? se tiene el siguiente resultado

4.5.6. Lema de Poincaré

Toda 1-forma cerrada de una superficie M es localmente exacta.
(Una 1—forma 9 € Q! (M) se dice localmente exacta, si en un entorno U
de cada punto de M existe una f € F (U) con df =9 en U.)

4.6. Teorema de Stokes

En lo sucesivo M serad una variedad diferenciable con dimensién finita m
+1, conexa y orientada por una forma de volumen w. Como trabajamos con
variedades orientadas sumergidas en R™ tenemos (por defecto) una forma de
volumen candnica w = {27, que recordemos es la tinica que toma el valor 1
sobre las bases ortonormales positivas tangentes a M. Nuestro propdsito es

probar un resultado del tipo
/ a0 = / 9
D oD
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donde ¢ es una m-forma en M, y D es un dominio reqular y 0D es su
borde.Nos falta establecer una definicién que precise cual es la condicién de
reqularidad para el dominio D

4.6.1. Dominios Regulares

Un dominio reqular es un subconjunto D de M que cerrado con interior

D # (), cuya frontera 9D verifica la siguiente propiedad: para todo punto
p € 0D existe una carta (U,c) positiva de M, con ¢ = (ug,...,Un),p €
U,c(U) = (—a,a) x Uy y tal que c(d N D) = (—a, 0] x Up. . Se dice entonces
que (U, c) es una carta de M adaptada a D. La aplicacion 0c = (uq, ..., Uy) :
UNOD — Uy define una carta sobre 0D, y el conjunto de dichas cartas
proporciona un atlas que da estructura a 9D de hipersuperficie de M.

Yo
. (;\
M aD *3[: 2
|
L youl
7

0 uhhi_f"f 2

\ ) i m

| r’.’/l

Obsérvese que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
@D)NU L~ u
Jc c

UO —]> (—a, (1,) X U()

donde j denota las inclusiones candnicas. Esto prueba, que la aplicacién
Jj: 0D — M, es diferenciable, y dj(p) : 1,0D — T,M es aplicacion lineal in-
yectiva (candnica), que permite considerar a 7,0 D como hiperplano vectorial

de T, M.
También se llaman cartas de M adaptadas a D, aquellas cuyo dominio

(conexo) estd contenido en D (interiores a D) o en el complementario de
D (eateriores a D).Por razones de tipo técnico (para la demostracion del
teorema de Stokes), cuando M tiene una orientacién, usaremos solo cartas
adaptadas positivas (U, c = (ug, . .., Un)), donde c(U) C [-1,1]™" y si:
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= Si U es interior a D se supondra c(U/) C [—1,0] x [—1,1]™
= Si U es exterior a D se supondrd c(U) C [0,1] x [—1,1]™

Notese que con la definicién que hemos adoptado, se verifica que para cada
p € M, existe (U,c) carta adaptada a D con p € U, y con estos dominios
U puede construirse una base de entornos de p. Es fdcil probar entonces el
siguiente resultado:

Proposicion 4.6.1.1 Si D es un dominio regular de la variedad diferencia-
ble M, existe entonces una particion diferenciable de la unidad {(U,, 1) :
a € A} formada por dominios U, de cartas adaptadas.

4.6.2. Vectores entrantes y salientes.

Si p € 0D, entonces T,M — T,0D, tiene dos componentes conexas. El
vector (0/ auo)p de la carta adaptada por p a D, define una componente que
se denomina de vectores salientes. Los vectores de la otra componente, se
denominan entrantes. El concepto de vector entrante o saliente, no depende
de la carta adaptada a D ,y puede establecerse mediante el siguiente criterio
geométrico:

Un vector £ € T,M — T, 0D es saliente st para toda curva diferenciable
v I — M por p tal que v'(0) = £ se verifica que existe ¢ > 0, tal que
v(t) € M — D para 0 < t <e.

Demostracion:

Sig=>"0& (0/0u;), es saliente, entonces §, > 0, de forma que para
v : I — U con v (0) = &, se verifica que (ug o y)'(0) = &, > 0. Asi por
andlisis elemental, podemos suponer que para cierto ¢ > 0, la funcién ugo~y :
(—e,e) — R es estrictamente creciente, y ug o y(t) > ugoy(0) = 0 (y en
particular () ¢ D) para 0 < t < e. Reciprocamente, si £, < 0, entonces
para cualquier curva 7y : I — U con 7/(0) = £ no existe tal ¢, (ya que la curva
upo~y : (—e,e) — R es estrictamente decreciente a partir de cierto € > 0) y si
€ =0,lacurvay: I — U con v (0) =&y (upoy)(t) =0 Vt, estd contenida
endDCD.m

Hay un resultado andlogo para vectores entrantes.

La orientacion establecida para 0D responde entonces al siguiente criterio:
Sieg € T,M —T,0D es un vector saliente, una base (ey, ..., e,) de T,0D es
positiva, si (e, e1, ..., €n) es base positiva de M. De esta forma un vector v
serd saliente si y solo si w(v,eq,...,e,) > 0.

De hecho, usando particiones diferenciables de la unidad, puede probarse
que existe un campo v € X(M) tal que v(p) es vector saliente en cada p € 0D.



4 TEOREMA DE STOKES 78

4.6.3. Ejemplos

(1) Considerese una funcion F : R™' — R, diferenciable con N =
F710) # 0, y para cada p € N, dF(p) # 0. Entonces D = {z € R™! :
F(z) <0} es un dominio reqular con frontera 0D = N.

En efecto, 0D 2O N ya que si p € N, como F(p) = 0, y dF(p) # 0,
se concluye que p no es extremo local de F, por tanto cada entorno U de
p tiene puntos x con F(z) > 0, y otros con F(z) < 0. AstUND # 0y
UN (R™ — D) # (), con lo que p € dD. Reciprocamente, si F(p) # 0, por
razones de continuidad, es F'(z) # 0 para todo = de un entorno U de p. Asi
o bien U €D o bien U ¢ R™" — D por lo que p ¢ 0D.

Supéngase p € 9D, y (0F/0xg) (p) # 0, por el teorema de la funcién
implicita (ver 77, y la figura) se concluye que:

a) Existe ¢ > 0, () abierto conexo de R™ tal que p € Q= (po—e, po+e) x Q

b) Existe una funcién ( : Q— (po — &, p0 + €) C R diferenciable tal que

(OD)NQ={(C(z1, ... Tm), X1, Tp) = (X1, .. Ty) € Q}
y 2 — ((0D) N Q) tiene exactamente dos componentes conexas:
Q" ={(x0,...7m) € V:izg—((x1,...24) <0}
O ={(z0,...2m) €EV:zg—((21,...2,) > 0}
como F' () # 0 para todo z € Q- UQT. Si por ejemplo es F(x) < 0 para x €

Q) restringiendo {2 si fuera necesario podemos suponer que las ecuaciones :

Ug = o —C($1,...5L‘m)
U1 = 1

Um = Tm

y definen una carta ¢ = (ug, ... uy,) : 2— U =(—a,a) x Uy que por construc-
cién estd adaptada a D.

(2) El ejemplo anterior, puede generalizarse sustituyendo R™*! por una
variedad M de dimensién m + 1:

Si F: M — R, diferenciable con N = F~1(0) # 0, y para cada p € N,
dF(p) # 0. Entonces D = {x € R™™' : F(z) <0} es un dominio regular con
frontera 0D = N.

En efecto, si p € D basta con empezar tomando una carta en torno a p
con imagen R™+!,

4.6.4. Teorema de Stokes

Sea D un dominio reqular de M,y 9 € Q™ Y(M). Si D es compacto o ¥
tiene soporte compacto. Entonces:

/D 4 = /w 9 (44)
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, donde se entiende que [, op U significa exactamente la integral de la restric-
cién de ¢ a 0D, es decir faD j*9 donde j : 0D — M es la inclusion. En
particular, si 0D o sop(9) N D es el vacio se tiene: [, d = 0.

Observacion 4.6.4.1 Si D es compacto, por el lema 3.2.2,podemos cons-
truir un abiertoUd D D, p € F(M) >0, p |U =1, y sop u compacto, y es
equivalente trabajar con pd, cuyo soporte es compacto contenido en sop .

Por otra parte, ndtese que sop(di)) C sop(V), ya que si x ¢ sop(V), existe un
entorno U” de x, en donde U es identicamente nula, por tanto dd = 0 en U”,

y x ¢ sop(dv).

Observacion 4.6.4.2 Una manera mds estética (y limpia) de escribir la

formula (44) es sencillamente
/ dy = / 9 (45)
D oD

en donde se sobrentiende que en la sequnda integral la (m — 1)-forma 9 esta
restringida a 0D.

Probaremos pues el teorema suponiendo que sop ¥ compacto. Primero
analizaremos algunos particulares

Caso 1 M = R™!' D = H™™ = {(ug,...,un) : ug < 0}, sopd C
[—1,1]m+1,

[u1,..,u ]

Supéngase para simplificar m = 2, y sea ¥ = vgduy N dus — 91dug A dus +
Wadug N duq, entonces

(09 00, 00,
dv = <8U0 * 8u1 * 8u2

) dUO VAN du1 N dUQ
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si el soporte de o estd contenido en Q = [—1,1]*, entonces sop(dd) C
sop(¥) C @ y se tiene en particular que para i =0, 1,2:

Lo,

1 3uz

! 8192 ! 8190 8191
» a—u2dUQ + /_1 (a—uo + a—ul) du2) dul} dug =

1 1 1
< %dul + %dul) dU2:| duo =

dui = [’(9,‘(U0,U1,U2]1_1 =0

por tanto:

[ -
D

0

0

1 aul -1 8u0

/
/
/
/

1
1
1
1
1
1
1

/ 190(0,’&1, UQ)dU1:| dU/Q = / )
-1 -1 oD

ya que j*1 = 9(0,uy, us)duy. Nétese por ltimo que si Sop(d) N IQ = 0,
entonces:

ﬁo(O,ul,Ug) = 190(-1,’&1,’&2) =0 y / dd=0= / v
D 1o}

D

Caso 2: sop (¥) contenido en una carta adaptada (U, c = (ug, ..., Un)).
Sabemos que sop ((¢™1)*(9)) C c(U) C [-1,1]™.
Supongamos que U N ID # (). Como ¢(D NU) = (—a,0] x Uy C H™,
podemos aplicar el caso 1 la la forma (c1)*(9), quedando:

[ar=[ w=[ (-
D Dnu H™t1Ne(U)
:/ (c‘l)*(dﬁ):/ (e 0=
Hm+ 1 OH™ +1
[ oo iy ro-
OHm+1 Ug

UunobD oD

ya que co j = joJc.
Si U NID = () entonces si U N D = ( es evidente que [, dY = 0 =

/. opJ V. En el caso U CD, podemos remitirnos al caso 1, (al final) cuando
sop(c™1)*(¥) N (0Q) = () para concluir que ambas integrales son nulas.
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Caso 3: (Caso general) Tomemos (U, j1;)ic; una particion diferenciable
de la unidad, tal que cada U; es dominio de una carta de M adaptada a D.

Como sop(¥) es compacto, existe un conjunto finito F' = {1,2,...,m} C [
tal que sop()) estd contenido en la unién de los (U;);er - Si¥; = u,;9 entonces
segin el epigrafe 3.2.1 teniendo en cuenta que sop(¢;) CU; ,i=1,...,m se

tiene: ¥ = Y"1 0, dd =30 dU;, y

/Ddﬁ:;/[)dﬁi:;/a[)j*ﬂi:
“ [ 0=,

4.7. Teoremas Clasicos tipo Stokes.
4.7.1. Teorema de la Divergencia de Gauss.

Producto interior Sea X un campo de la variedad diferenciable M con
dimensién m, y w € Q™ (M) una forma de grado méximo Se denomina
producto interior de X por w a la (m — 1)-forma ixw definida por

(ixw) (X .. Xm) = w (X, Xa, ... Xn) (46)

Es facil probar que iy : Q™ (M) — Q™1 (M) es F (M)-lineal. Ademss,
si f; € F (M) se tiene

ix (A Ao N df) = 3 (1) X () (...AEﬁA...) (47)

J=1

Operador Divergencia. Sea X un campo de una variedad M dotada de
una forma de volumen w. La diferencial del producto interior d (ixw), es una
m-~forma, y por tanto miltiplo de la forma de volumen w. A la tnica funcién
div X, que verifica la identidad:

d(ixw) = (div X)w (48)

se denomina a divergencia de X (respecto a w).
Observese que tomando M = R™, w =dz1 A ... ANdxy,, X =) X;0/0z;
se tiene usando (47) y (38), la férmula clésica:

div X =) 0X; (49)

i=1 Oz;



4 TEOREMA DE STOKES 82

Flujo de un campo a traves de una superficie Sea S una hipersuper-
ficie orientada compacta de la variedad riemanniana orientada M, con vector
normal unitario v. Si {2, es la forma de volumen canénica en M inducida por
la métrica, entonces la forma de volumen candnica {2g en S, estd relacionada
con 2y, por la igualdad:
75 (1,9M) = Qs
siendo jg : S — M la inclusién canénica.
Se denomina flujo de un campo X sobre S, a la integral:

/ <X V> Qg
S
Teorema de Gauss.

Supuesto que S es el borde de un dominio regular D compacto de M, y
X es un campo de vectores en M. Se verifica entonces:

/(dZUX)QM:/ <X,V>QS
D

S
Demostracion:
Probaremos primero que si v es el campo normal unitario (saliente) de S
Vv Js : S — M entonces

Js(ixfh) = (X, v) Qs (50)

En efecto, para cada = € S se tiene X(z) =< X(x),v(z) > v(z) +
Y (z), donde Y es un campo tangente a S. Fijados Xj, .., X,, € T,.S, como
(Y(z), X1, .., X;n) es linealmente dependiente Q5 (Y (), X1, .., X;n) = 0 por
tanto:

QM(X(JJ),X:[, ,Xm) = QM(I/(I), Xl, cey Xm)
= (X(x),v(x)) (1,2) (X1, .., Xin)
=< X(x),v(x) > Qs((X1, .., Xpn)

Por otra parte, (div X)Q = d(i,825r) con lo que por el teorema de Stokes
y el lema anterior se tiene:

/D (divX) 0y = /D dlix Q) = /S Jn(ix ) = /S < X.v> Qs

4.7.2. Integrales de linea

Sea L una subvariedad unidimensional de la variedad riemanniana orien-
tada M. L es necesariamente difeomorfa a R o a S, por lo que es orientable,
y es posible elegir un campo 7 tangente a L con |7| = 1, 7 define entonces
una orientacién en L, respecto a la cual 7(u) es base ortonormal positiva para
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todo u € L, y la forma dl de L definida por la condicién di(7) = 1, define la
forma de volumen candnica asociada a la variedad riemanniana L orientada
por el vector 7.

Supongamos v : (a,b) — U, = UNL C M un difeomorfismo que preserva
la orientacién. Esto significa que:

V(@) # 0.y A (@) =7(vO) V(B , t € (a,b).
y se tiene la identidad
Jroy =19
Vamos a suponer que v se "extiende” a v : [a,b] — L C M de forma
difenciable y que L = 7(a,b) o bién L = 7[a,b]. Si a es una 1-forma de
M entonces jia es 1-forma de L, y tiene sentido la integral [ j;a. Como el
soporte de jj« estd contenido en una carta orientada U, se tiene:

[iia= [+Gio= [ (in)a = / o (51)

Por otra parte se tiene:

YH(dl) = [y'(t)| dt (52)
ya que:
v (dl) = ((7*(dl)) (%)) dt = dl (dv(t)) (%)) dt =
= dI(+'(t))dt = dl(|+/(t[)7)dt = |/ ()| dt
Por tanto:

Ja=[va-[ ] de

Sea X es un campo de M, se define la circulacion de X a lo largo de L como
fL < X, 7 > dl. Se tiene entonces:

b
/<X,r>dl:/ < X,7(t) > dt
L a

ya que usando (52)

b
/<X,T>dl:/ < X, 7 > oy(t)y*(dl) =
L a

b b
_ / < X7 > oy(t) W (1)) dt = / < X, A/(t) > dt
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4.7.3. Operador Rotacional

Sea M variedad Riemanniana tridimensional orientada, y sea Q = w?

su forma de volumen candnica.

Cada campo X € X(M) tiene canénicamente asociada una 2-forma w? =
ix(dv), y una 1-forma wl, que es la métricamente equivalente a X ( i.e.
wk(Y) =< X,Y >para todo Y € X(M)).

Las aplicaciones X(M) 3 X —€ w% € Q*(M), X(M) 5 X — w €
QY(M), son isomorfismos F(M)- lineales, y permiten escribir de forma com-
pacta la accién de los operadores diferenciales cldsicos. Asi, si f € §(M) ,
X € X(M) se tiene:

wgljradf = df7 dw_lX = wgot(X)’ dw?X = diU(X)ws

4.7.4. Calculo de la circulacion

Sea L una subvariedad unidimensional de la variedad riemanniana orien-
tada M como en el epigrafe 4.7.2 y parametrizada como alli por 7. Si X es
un campo en M, se tiene la identidad:

/jZ(wﬁ():/<X,T>dl
L L

Demostracion:

[ = [liehioa = [ @i [ <xr>a

4.7.5. Teorema clasico de Stokes.

Sea ¥ una superficie orientada de una variedad riemanniana tridimen-
sional M,y S un dominio regular de 3 con borde 0S = L, y SU L compacto.
Denotamos respectivamente por w?, ds , dl, las formas de volumen candnicas
asociadas a M, S,y L. v es el vector normal unitario a S,y 7T el tangente uni-
tario a L. ambos compatibles con las orientaciones establecidas. Finalmente
sea vy : [a,b] — L con y(a) = v(b),y 7 : (a,b) — M parametrizacion positiva
de L. Si X es un campo en M, entonces se verifica:

b
/<T0tX,V>dS:/<X,T>dl:/ < X,y >dt
S L a

Demostracion:
Sean jg, jr, las correspondientes inclusiones de Sy Len M)y j: L — S.
Usando la definicién de rotacional, y la identidad (50), se tiene:
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djg(wx) = j5(d(wX)) = j§(Wrotx) = jlirorx (w’)] =< rotX,v > ds

Por tanto:

/S < rotX,v > ds = /5 djs(wh) = / 7SI = [lised) @i = [ sl

L

Por una parte se tiene usando el resultado de 4.7.4:

b
/<r0tX,u>ds:/jZ(w§():/<X,T>dl=/ <X,y >dt
L a

El teorema clasico de Stokes, puede parafrasearse asf :
El flujo del rotacional de un campo sobre una dominio superficial com-
pacto, coincide con la circulacion del campo a lo largo de su borde

4.8. APLICACIONES INMENDIATAS DEL TEORE-
MA STOKES.

El Teorema de Stokes constituye una herramienta fundamental para la
obtenciéon de algunos de los teoremas méds profundos de la Geometria. He
aqui una breve lista:

A) El Teorema de los residuos de variable compleja.

B) El teorema de Gauss-Bonnet.

C) El teorema de deRham.

D) El Teorema de dualidad de Poincaré.

E) El teorema del punto fijo de Brauwer ... etc.

Todos estos resultados requieren de cierta elaboracién previa que estd
fuera del alcance de nuestros objetivos. Nuestra pretension, es establecer
algunos resultados geometricamente interesantes, que utilizando el teorema
de Stokes no requieran gran elaboracién. Por ejemplo:

4.8.1. H™(M) #0 si M es compacta

Si M es una variedad compacta y orientable, entonces H™ (M) # 0.

Demostracién:

En efecto, si w es forma de volumen en M, entonces w no puede ser exacta,
ya que si w = dv se tendra

[w=[ar=[ jio=o
M M oM

ya que OM=(). Pero el volumen de un abierto es siempre mayor que cero.
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4.8.2. Sobre las funciones armodnicas

Si M es una variedad y f es una funcién diferenciable, se llama Laplaciano
de f a la funcién.

Af = div(grad(f))

La funcién f se dice armdnica, si su Laplaciano es cero es nulo.

Teorema

Sea D un dominio reqular con frontera S = 0D de una variedad orientada
M,y sea U abierto que contiene a DU Sy f € F(U) una funcion arménica
con soporte compacto. Entonces, si S = (), f es necesariamente constante
en D. SiS#0,y f|S=0, se concluye que f| D =0.

Demostraciéon: Como

div(fgrad(f)) = fdiv(grad(f)) + (gradf)(f) = fFAf+ < gradf, gradf >

y Af = 0 se tiene:
div(fgrad(f)) = |gmdf\2

Usando el teorema de la divergencia, queda

/ \gmdf|2 Qs :/ div(fgrad(f))Q = / f < gradf,v > Qg
D D s

donde v es el campo exterior normal unitarioen S. SiS=0o f=0en S,
se concluye que

/ \gradf])® Qy =0
D

en consecuencia, df = 0,y f es constante en cada componente conexa de D.
En el caso S # (), se deduce por continuidad, f = 0

4.8.3. Teorema del punto fijo de Brauwer

Sea V abierto de R™! que contiene a la bola

B* = {(ug,...,uy): Su; <1}

y sea ¢ : V — R™ diferenciable, con ¢(B*) = B*. Entonces ¢ tiene necesa-
riamente un punto fijo en B*.

Demostracion:

Si ¢ no tuviera un punto fijo en B*, entonces existe un abierto & de R™*!
que contiene a B*, una funcién diferenciable f : U — S C R™*! en donde
S = 0B* = {(ug, - - ., Up) : Zu? =1} tal que f | S = id.

La funcién f se construye de la siguiente forma:

flz)y={ 2+ (1 =XNg(z): A>0}NS
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y esto es contradictorio, por la siguiente:
Sean (fo, ..., fm) las componentes de f. Como f | S = id se tiene jéz; = f;
por lo que se verifica la igualdad:

aplicando a cada miembro el teorema de Stokes, se concluye:
0</dl‘o/\dl‘l/\.../\dl‘m):/dfo/\dfl/\.../\dfm
D D
Pero esto es contradictorio, ya que dfgAdfiA. . .Adf,, = 0, pues como im(f) C

S, se tiene df (x) : T,R™ — T't)S tiene rango m y (dfo,df1, ..., df,,) son
linealmente dependientes
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5. Teorema de Gauss-Bonnet (Vers. Poincaré-
Hopf)

Estamos ahora en condiciones de comprender el enunciado de algunos
bellos teoremas con nombre propio, que muestran la fuerte relacion que existe
entre la curvatura y la topologia de la superficie.

Conocemos el significado y sabemos calcular la integral de funciones sobre
recintos de una superficie M. En el caso de que la superficie sea compacta,
es posible definir la integral de una funcién continua sobre toda la superficie.
La integral de la curvatura de Gauss K : M — R se denomina curvatura
integra der M.

Uno de los resultados mds profundos y paradigmédticos de la teorfa glo-
bal intrinseca de superficies lo constituye el teorema de Gauss-Bonnet, que
relaciona la Curvatura Integra de la superficie compacta orientada M con su
"género” (topoldgico) g. El género es un entero que determina de hecho la
clase topoldgica de la superficie, y que intuitivamente cuenta el mimero de
agujeros: La esfera tiene genero cero, el toro uno,...etc.

= &=

9=0 g=1 4=z

De hecho se puede probar que el género g coincide con la dimensién del
primer grupo de cohomologia de deRham de M.
Se llama caracteristica de Euler de la superficie M al nimero x,, dado
por
Xv =2—2g

La caracteristica de Euler de una superficie puede calcularse en la préctica
por alguno de los siguientes métodos:

a) Usando una triangulacién cualquiera de la superfice.

b) Calculando su curvatura integra

c¢) Determinando la dimensién del primer grupo de Cohomologia de DeR-~
ham

d) Usando cualquier campo con ceros aislados.

El método a) es estrictamente topoldgico. El género se obtiene por me-
dio de una funcién determinada que depende del nimero de caras aristas y
vértices de la triangulacion (ver (64))



5 TEOREMA DE GAUSS-BONNET (VERS. POINCARE-HOPF) 89

El método b) viene avalado por el Teorema de Gauss-Bonnet que establece

/ KQ =21y,
M

El método d) constituye la versiéon Poincaré-Hopf del teorema de Gauss-
Bonnet, que es lo que nos proponemos desarrollar en esta seccién.

5.1. Una revisién de la teoria de superficies*

Se trata en esta primera seccién, de aproximarse rdpidamente al manejo
y comprension de ciertos conceptos relevantes de la Geometria Diferencial
de Superficies, que intervienen en el resultado y la demostraciéon del teore-
ma de Poincaré-Hopf. Nos ha parecido aconsejable hacer esta aproximacion
usando el método de la referencia moévil de Cartan. El motivo, es que este
planteamiento utiliza al maximo una supuestamente conocida teoria de for-
mas exteriores y diferencial exterior en superficies, y por otra parte requiere
de minimos recuerdos del curso de anterior. Ademds permite obtener répida-
mente la férmula (54) de la pag 91. Con ella se demuestra el teorema Egregio
de Gauss, y serd crucial en el de Poincaré-Hopf.

En lo que sigue M es una superficie sumergida en R? y denotamos por
iy @ M — R? la inclusién canénica. En cada punto p € M, el espacio
tangente a M en p, T,M, se considera sumergido en T,R3. No obstante en
ocasiones T,R*podr4 identificarse con R* y T),M con un plano vectorial de R?
Las coordenadas canénicas de R3 serdn denotadas por (z,v, z) o (z1, T2, T3)
indistintamente, y entonces (0/0x,0/0y,0/0z) representa la base canénica
de R® y (dx,dy,dz) su base dual. Observese que 9/0x; puede interpretarse

como campo constante en R? de forma que ((a/aa;)p ,(0/0y), , (8/8z)p) es

base canénica en T,R?, y (dz(p), dy(p), dz(p)) es su base dual.
Finalmente se denota Q" (M) (r = 0,1,2) al espacio de las formas exte-
riores de grado r sobre M,y

F(M)=0Q°M)={f: M — R, diferenciables}

es el anillo de funciones.

5.1.1. Orientacién y volumen

Recordemos que una superficie M en R3 se dice orientable si admite un
campo v con (v,v) =1, y normal a M, es decir, para todo p € M:

T,M = {¢ € T,R®: (v(p),&) =0}

4Este seccién no es necesaria para aquellos lectores que tengan reciente un curso clésico
de Geometria diferencial de curvas y superficies.
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Se denomina a v campo unitario normal a M, y se determina una orientacién
en M. Recordemos que si M es conexa admite exactamente dos orientaciones
la de v ylade —v.

La forma de volumen canénica Q2 € Q2 (M) es

Q‘p : TpM X TpM - R: (5777) — det (S?”v V)

El par de vectores (§,n) de T,M es base , si y solo si Q(&,n) # 0, y si
Q(&,m) > 0 se dice que es positiva, o estd positivamente orientada. De la
identidad de Graham:

aemaen =i G5 G3) 9

se concluye que en efecto, es la inica forma de volumen en M que toma el
valor 1 sobre las bases ortonormales positivas.

5.1.2. Angulo orientado

Si M = (M, v) es superficie orientada y £,n € 1,,M son vectores no nulos,
por la identidad de Graham (53) se tiene Q (£,1)° = [¢]* [n|° — (£,1)° y por

tanto
(@ Q(&mn)
€l nl™ 1€l 1n]

representa un punto de la circunferencia S'y por tanto un dngulo £ (£,7) €
Z,/27Z cuyo valor numérico 6 estd determinado salvo muiltiplo de 27. Se
denomina, éngulo orientado definido por &, 7. Usualmente se tomardn deter-
minaciones # del dngulo con —7 < 6 < 7.

) = (cos @, sin )

5.1.3. Forma de conexion

Sea M una superficie orientada, y {2 su forma de volumen candénica. Sea
U un abierto paralelizable de M, y E € X (U) un campo tangente a M y
unitario (|E| = 1). Se tiene:

(a) Existe un tnico campo Es € X (U) de forma que (E = E, E») cons-
tituye una paralelizacién ortonormal positiva en U.

(b) Hay una tnica 1-forma wp € Q! (U), que viene caracterizada por la
propiedad

VeEr = wp () By

para cada vector £ tangente a M en un punto de /. La forma de conexién
puede también caracterizarse por verificar®

VVEl = WEg (V) E2

Vo — o (V) By } YV € X (U)

®Naturalmente V representa la derivada intrinseca covariante en la superficie.
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(c) Si K : M — R es la funcién curvatura de Gauss de M entonces se
tiene en U
dw E = —KQ (54)

Demostracion:

Va dedicada a los lectores que tengan reciente un curso cléasico de Teorfa
de Superficies:

(a) El campo FE, necesariamente unico viene definido por Fy = v x F;

(b) Podemos escribir para cada X € X (U):

X =(X,Ey) BE1 + (X, Es) Es (55)
En particular tomando X = Vy E; tenemos
VvE, = (VyEy, Ey) By + (VyEy, Ey) By

pero como (Ey,Ey) = 1,es 0 = V ((E1, E1)) = 2(VyEy, Ey), por lo que
Vv E; = (VyEi, Ey) Ey, y podemos tomar

CUE(V) = <V\/E1, E2>

y queda
VVEl = WEg (V) E2

Por otra parte, como (Fy, Es) =0, es 0 =V ((E1, Ey)) = (VyEy, Ey) +
(Er, Vy Es) y ast

VyEy = (VvEs, Ey) By = —wg (V) Ey
(c) Recordemos que la curvatura de Gauss, viene definida por K = det L,
siendo £ : X (U) — X (U) la aplicacién de Weingarten. definida por £ (V') =
—Vy v siendo v el vector normal a la superficie compatible con la orientacién.

Tomando en (55) X = L (E;) i = 1,2 queda

L(Ey) = (L(E), Ey) By + (L (E), Es) By
E (El) - <£ (Eg) ,E1> E1 —|— <£ (EQ) y E2> E2

y por tanto:
K = (L(E1), E) (L (Bs), Ea) — (L (En), Ez)”
Por otra parte puede probarse la identidad
~Ve,.Ve,Ei1+V e,V E\+V g By =< LE, By > LE,— < LEy, By > LB .

Se tiene entonces:



5 TEOREMA DE GAUSS-BONNET (VERS. POINCARE-HOPF) 92

dwg (ElEZ) =
= Ey(wg(F2)) — Ey(wg (EY)) — wg ([F1, Ea))
= B ((VeEB E) — B2 (Vi B, EB2) — (Vipy,m) Br, En)
= <VE1VE2E1 — Vg, Ve B — V[EhEz]El’ E2>
= —((L (1), B (L(E), Ba) — (L (B, Ba)’)
= —K =—-KQ(EE,)

En la cuarta igualdad se ha utilizado la identidad:
Vi By — Vi, B = [E1, B

y la regla de derivacién de Leibnitz.

5.2. El Teorema de Poincaré-Hopf

Ya es bastante sorprendente constatar que la integral de la curvatura de
Gauss sobre una superficie compacta cualquiera es necesariamente un mul-
tiplo entero de 27, digamos 27y. Pero sorprende atin més constatar que el
entero x -llamado caracteristica de Fuler- depende solamente de la topo-
logia de la superficie. Es mds, caracteriza su topologia. En este apartado,
trataremos de acercarnos suavemente y con las herramientas de la geome-
tria diferencial a este fascinante festival Geométrico-Topoldgico. jComienza
el espectaculo

5.2.1. Indice de un campo en un cero aislado

Ejemplos previos Intuitivamente el indice de un campo en un cero ais-
lado, es el nimero (con signo) de vueltas que da el vector del campo, al
restringirlo a una pequena curva simple (recorrida en el sentido positivo) que
rodea el punto. Para despertar nuestra intuicién sobre el concepto de indice,
presentaremos algunos ejemplos significativos en el plano R2.

A) Por ejemplo consideremos el campo V = x9/dz + yd/dy de R?, que
tiene un cero aislado en o = (0,0) . Sobre la circunferencia v, de ecuaciones

—

x = cost, y = sint , 0 < ¢t < 27 el campo V toma walores V(v (t)) =
(cost,sint) 0 <t < 2m. Asi, §(t) = t determina el dngulo que va formando
V(v (t)) con el eje de las z, y se ve por tanto que el campo V' da una sola

vuelta (en el mismo sentido que ) alrededor del origen. Por esto se dice que
su indice es igual a +1.
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W(t)
AN t
/ A0S
<« >

Debemos observar que el indice no depende de la parametrizacién positiva
v de la circunferencia, y ni siquiera de la curva ~ simple elegida que rodee el
origen

B) Variaciones del ejemplo A) pueden obtenerse girando el campo V' del
ejemplo, un dngulo constante o es decir, tomando

Vo 22 coso —sino x
7\ 02’ Oy sinc  coso y

todos ellos tienen fndice +1 en el origen. Como caso particular, tenemos
Veje = —y0/0x + 20/0y
(') consideremos ahora el campo

(a0 5)0)

Una buena forma de visualizar la direccién y el sentido del campo en
cada punto, consiste en dibujar sus curvas integrales. En general, las curvas
integrales de V' = Aa% + B a% son aquellas v = ~(t) tales que

V(v(t)) = +/(t) para todo t
es decir deberan satisfacer las eucaciones diferenciales v(t) = (x(t),y(t)) :
dx/dt = A(z,y)
dy/dt = B(z,y)

En el caso particular que nos ocupa tenemos
dx/dt = x

dy/dt = —y
cuya solucién general, viene dada por

x(t) = xoe' ™
y(t) = yoe )
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cuya ecuaciéon implicita viene dada por
Ty = cte

una idea del flujo de curvas integrales es:

El lector deberia ser capaz de explicar ahora porqué el indice en el origen
de este campo es igual a —1.

D) Se pueden dar ejemplos graficos de campos con indice negativo arbitra-
rio. Por ejemplo, el campo cuyas curvas integrales se sugieren en el siguiente

dibujo:

deberfa tener indice —2 en torno al origen.
Proponemos al lector la generalizacién de este ejemplo, y la construccién
grafica de campos con indice entero positivo arbitrariamente alto.

Hipétesis de trabajo M = (M,v) es una superficie orientada, y v : I =
l[a,b] — M una curva diferenciable. U es campo unitario tangente definido
en un entorno de im (), supongase definida en un entorno de im(y) una
paralelizacién ortonormal positiva (E = FE4, E5). Por iltimo, wg, wy denotan
las formas de conexién de E'y U definidas en sus correspondientes dominios.

Recordemos que la curva revertida de v es la curva ~ ~ : [a,b] — M
definida por

(~7) (@) =y(—t+b+a)
que tiene la misma imagen recorrida en sentido inverso.
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Determinacién diferenciable del angulo (DDA) Sean M, v, (E =
Ey, Es), U, como en 5.2.1

Una determinacién diferenciable del dangulo (DDA) £ (E;,U o 7) es una
aplicacion diferenciable 6 : I — R tal que

Uo~y=(cost)(Eyo7)+ (sinf) (Fy07)

Si 6y 0 son DDA £ (Ey,U o) entonces la diferencia § — 0 : I — R es
una funcién continua que toma valores sobre 27Z, y es (ya que I es conexo),
constante de la forma 27k,€ k € Z. Esto prueba que todas las DDA se
obtienen sumandole a una dada un muiltiplo entero de 27.

Probemos que existen DDA. Supongamos I = [a, b], entonces obviamente
se tiene:

1) Para todo ty € I, existe une >0y 0 : (to —e,to +¢) NI — R que es
DDA.

Por otra parte, usando la compacidad de I, se tiene que

2) Existe una particién @ = typ < t; < -+ < t, = b y funciones 0; :
[ti—1,t;] — R que son DDA.

Finalmente la demostraciéon se concluye asi

Pongamos 0; : [to,t1] — R, 0y : [t1, 1] — R entonces 0y(t1) —01(t1) = 2nn
para n € Z, y se construye 05 : [to, t2] — R, DDA de la forma:

[ () sit € [t t]
05(t) = { Oa(t) — 2nm sit € [t 1]

Tenemos asi definida paso a paso 6, : [a,b] — R que es DDA.

La DDA y las formas de conexién Sean M, v, (E = Ey, Es), U, wy,
wg, como en 5.2.1 . Para cualquier DDA 6 : [ — R de £ (E,U o) se tiene

0 =wy () —we (v) (56)

Demostracién
Identificando U = U(t) = (U o) (t), E, = E,(t) = (E, 07) (), se tiene

U = (cos®) Ey + (sinf) Ey (57)

y por tanto
Ut = —(sinf) By + (cos ) B, (58)

Calculando dU/dt teniendo en cuenta las identidades (??7) y (58) queda

dU

— = wu VYU +Ov=wy () (= (sinb) By + (cos) Ex) + v (59)
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donde el primer sumando es tangente a M, y se ha denotado por () v la
parte proporcional a v.
Calculando ahora dU/dt usando(57) queda

% 0" (— (sinf) Ey + (cos ) Eo) + (60)
+ (cos ) wg (') B — (sinf) wg (') By + () v
= —sinf (0 +wp(Y)) Ey +cost (0 +wr () Ex+ (v

comparando las partes tangentes (59) y (60) se obtiene (56)

Indice (relativo) en torno a un lazo Sean M, v, (E = E4, E»), U, como
en 5.2.1, suponiendo que v : [a,b] — M es un lazo (es decir, y(a) = (b)) es
claro que 0(b) — 6(a) es un miiltiplo entero de 27, que no depende de la DDA
tomada. Se define indice de U, en torno a v, y relativo a E al entero

Ind (U, B) = = (0(b) — 0(c)

Usando la igualdad (56) se concluye que
1

=5 : (wy —wg)  (61)

Ind (U, E) = 5~ / (wor () — we (7)) dt

™

Indice en torno a un lazo elemental Sean M, (E = Ei, E»), U, como
en 52.1. y v : [a,b] — M un lazo. Supongamos ahora que I' = im~y es el
borde JR de un dominio regular compacto y paralelizable R C M; diremos
que v es un lazo elemental. Si p es un punto que estd en el interior de R,
se dice que v es es un lazo elemental.en torno al punto p.Naturalmente se
supone que el sentido de recorrido de 7 es el positivo, es decir, v X 7' es un
vector entrante.

En estas circunstancias, el indice Ind (U, v, E) no depende del campo uni-
tario E definido en un entorno de R, y se denomina simplemente Ind (U, ),
que es el indice de U en torno a .

En efecto:

Si F' es otro campo tangente unitario definido en un entorno de R, por
la igualdad (54) se concluye que dwr = dwg = —KdS) , por lo que

d(wF—wE):O

Por otra parte, usando la igualdad (61)

1
I’I’Ld(U,’}/,E) = 5 (WU_WE)

27T7

_ % |:/;(WU_WF)+/;(WF_WE):|

= Ind(U,v, F)
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ya que por el teorema de Stokes se tiene

L(MF_WE):/aR(WF—wE)Z/Rd(wF—wE):O

Naturalmente, si U estd definido en un entorno de R entonces:

1
nd (U,) = Ind (U,2,0) = 5= [ G = ) =0
2m J,
Observacién 5.2.1.1 Ndtese que Ind (U,~y) no depende de la parametriza-
cion y podemos escribir mds propiamente Sil’

Ind(U,T) = Ind (U,~)

Indice de un campo en un cero aislado Supondremos ahora que V' &€

X (M) es un campo tangente y p € M es un cero aislado de V', es decir,

V(p) =0, y hay un entorno V de p en M tal que V(z) # 0 para todo = € V.
Denotamos por U al campo unitario definido en & — {p}

Vv

U= —
V]

Podemos imaginar un & C V que es la imagen de una parametrizacion
local positiva ¢ = ¢ (u,v), ,con ¢ : U —U, v ¢(0,0) =p.

Para cada r > 0 denotamos por D, al disco cerrado de radio r centrado
en (0,0) € R? y C, = 0D, es la circunferencia borde. Sea R > 0, tal que
Dpr C U. Finalmente para 0 < r < R se considera el lazo elemental en torno
ap

v, (t) = @ (rcos2nt,rsin2nt), 0 <t <1

Realmente la imagen de v, es I', = ¢ (C,) que es el borde del dominio
regular R, = ¢ (D,)

Si I" es un lazo elemental en torno a p, llamamos indice de V' en p respecto
al'aInd(UT) es decir:

Ind (V,T) = Ind (U,T)

El resultado fundamental es el siguiente:
Si I' y I' son lazos elementales en torno al punto p, entonces

Ind (V,T) = Ind (V, f)

Demostraciéon
Tomemos r > 0 suficientement pequno para que

R, C (intR) N (zntﬁ)
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siendo R y R los correspondientes dominios cuyas fronteras son I' y r.

Demostraremos que
fndmcI»::fndaaxy)::fnd(v:f)

Probemos la primera igualdad (la segunda se prueba igual). En efecto:
fijemos E campo tangente unitario en R

S=R—intR,
es un dominio regular con borde orientado
oS =TuU(~T,)

asi, usando que dwg = dwy en S, y el teorema de Stokes se tiene:

0 = [Sd<WU_WE):/88(wU_WE>:

= /F(WU_WE)_/FT(WU_WE):

= Ind(V,T) — Ind(V,T,)

5.2.2. Curvatura integra y Caracteristica de Euler

Veremos que en una superficie orientada y compacta, la integral de la
curvatura de Gauss es un muiltiplo entero de 27, digamos 27y, con x € Z.
Este entero y asociado a la superficie , es evidentemente un invariante por
isometrias. El teorema de Poincaré Hopf demuestra que x es también la
suma de los indices de cualquier campo definido en toda la superficie con
ceros aislados. Se denomina a y caracteristica de Euler-Poincaré y resulta ser
también invariante por difeomorfismos.
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Indice total de un campo Supéngase ahora la superficie M = (M, v)
orientada y compacta. Sea V' un campo tangente en M que tiene todos sus
ceros aislados. Por la compacidad de M, se concluye que el nimero total de
ceros es finito, digamos {p1,...,pm}. Se define el indice total de V' como

Ind(V) = i Ind(V,p;)

Observese que como cada sumando es un nimero entero, entonces Ind(V) es
entero.

El campo unitario U = V/ |V| estd definido en M —{ps, ..., pm}. Toman-
do en torno a cada punto p; parametrizaciones locales positivas, podemos
construir un lazo elemental a; que describe la frontera orientada de un do-
minio regular compacto y paralelizable R; que contiene en su interior a p; de
forma que

Ind(V,p;) = Ind(U, o;)

Curvatura integra Se llama curvatura integra de la superficie orientada
compacta M = (M, v) la la integral

| xo
M

donde K es su curvatura de Gauss y €2 es su forma de volumen candnica.
Si V', U son como en 5.2.2, podemos organizar el célculo de la curvatura
integra de la siguiente forma:
Fijemos un campo unitario F definido sobre un abierto que contiene al
dominio regular
— m X
R =U" R,
y sea
(0]
S=M-TR
Nétese que S es también dominio regular, cuya frontera orientada viene
determinada por las curvas «; recorridas en sentido contrario, es decir las
~ .
Tenemos asi, la forma conexién wy definida en un entorno de S, y la wg
definida en un entorno de R y se tiene:

doy=—-KQen S
dwg = —KQen R

Aplicando en cada regién el teorema de Stokes, se tiene:

szQ = _fsdwU = _fasWU =i fain
fRKQ: _fRdwE = _faRwE =-> a; WE
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de manera que

/MKQ = /$KQ+/RKQ:
- g;/ai(wU_WE):

= 21 ) Ind(V,p;) = 2nInd(V)

i=1

Por tanto se tiene:

Teorema de Poincaré-Hopf Sea M es una superficie compacta y
orientada con elemento de area {2 y curvatura de Gauss K, y sea V un
campo en M con ceros aislados. Entonces

1
— | KQ=1Ind(V 62
5 | KQ=maw) (62
Es decir,
La curvatura integra | 1 K de la superficie es de la forma 27X, donde
Xy €S un numero entero.asociado a la superficie que wverifica la siguiente
propiedad geométrica:

Todos los campos tangentes a M con ceros aislados tienen el mismo indice
y coincide con Xy

Caracteristica de Euler FEl entero x,, asociado a un superficie compacta
orientable M se denomina caracteristica de Fuler de M, y no depende de la
orientacion. Por otra parte, si M es isométrica a M, entonces X, = X -

Como el cdlculo de la caracteristica de Euler de la superficie M, se limita
a determinar el indice de algiin campo conocido V' con ceros aislados, parece
plausible esperar que la caracteristica de Euler sea también invariante por
difeomorfismos. Todo depende de la validez de la siguiente

Proposicion
Sea ¢ : M — M, un difeomeorfismo entre superficies, y sea V un campo
en M con ceros aislados {pi,...,pm}, entonces ¢,V es un campo en M con

ceros aislados {¢ (p1),...,6 (pm)}, y se verifica para cada i =1,...,m

Ind(V,p;) = Ind (¢,V, ¢ (p:))

En particular, si M es compacta orientable, M también lo es, y Xy =
Xt
Idea de la Demostracion:
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Para calcular el indice del campo V' en un cero aislado p, debemos recurrir
a una parametrizacién local ¢ = ¢ (u,v), con ¢ : U - U y U = V/|V]|
definido en U — {p}, ¢ (0,0) = p. Usando la notacién de ??, y suponiendo
que D, C U, C,(t) = r(cost,sint), a,.(t) = ¢ (C(t)), 0 <t < 27.

Sabemos que

1
Ind(V.p) = Ind(U, ov,,) = Ind (U, ., E) = o (0 (2m) — 6(0))
donde podemos tomar como campo unitario de referencia
0/0u
E p—
|0/0u

y 6 :]0,27] — R una DDA de £ (U o o, E))
Digamos que esta operacion podemos efectuarla en U con la representa-
cién analitica de V' : 9 9

Vo= Voa-+Vige

y la métrica (g7, )dada por la primera forma fundamental

o[ 90 O
Yab = ous’ Qub

y ast 0(t) indica el (gq)c, y-dngulo que determina Vi, (C;(t)) con el eje de
horizontal de las u. Definamos la familia

g5 =(1—5) g% + 86, 0 < s< 1

donde (d,,) denota la matriz identidad (6 métrica euclidea). Puede probarse
que (g2,) define una .métrica respecto a la cual puede determinarse una DDA
digamos 6° = 6°(t) del (g3, ), (,-8ngulo que determina Vi, (C.(¢)) con el eje de
horizontal de las u, de forma que 6°(t) = 6(t), y la aplicacién (s,t) — 6°(t)
resulta ser continua. Como

—(#" (2m) — " (0))

toma solo valores enteros, se concluye que es una funcién (de s) constante y
asi

Ind(V,p) = o (6" (2m) 6" (0) (63)

donde 6" : [0, 27] — R representa una DDA del dngulo euclideo £ (V,, o C,.,3/0u)
en el abierto euclideo U.

La demostracién se concluye, teniendo en cuenta que para cada punto p
de M, pueden tomarse parametrizaciones ¢ : U - U, p = pop: U — ¢ (U)
con p (0,0) = p, de forma que la representacién analitica de V' 'y ¢,V definen
el mismo campo V,, en U. La férmula (63) no depende mas que de V,, (j y no
de las métricas (g5) 6 (97,))
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5.2.3. Gauss-Bonnet y Poincaré-Hopf

Recordemos que un tridngulo T en una superficie M es, por definicion,
la imagen ©(A) C U de un trigngulo (rectilineo) A ¢ U C R? | siendo
©:U — U una parametrizacion de M.

Se llaman lados (respectivamente, vértices) de T a las imdgenes por ¢
de los lados (respectivamente, vértices) de /. Asi, el borde 0T es la unién
de tres lados y puede parametrizarse por una curva regular a trozos:

’Vi[to,tg] —>U y

cerrada (en el sentido de que ~y(ty) = 7(t3)) y simple, donde se supone que
cada v; =7 |, 4] (¢ = 1,2,3) estd parametrizada por la longitud de arco,
con ty < t; < ty < tz. Los puntos p; = v(t;) (1 = 1,2, 3) son los vértices y los
segmentos v, ([ti—1,t:]) (1 =1,2,3; po = p3) los lados de T .

Una triangulacion de una superficie compacta M es una familia finita
T ={T\,...,T,,} de tridngulos de tal forma que:

(2) Si T, NT; # 0 , entonces, o bien T; N T; es un unico vértice, o bien es
exactamente un lado comin (con sus dos vértices incluidos)

Puede probarse que, en estas condiciones, se verifica ademaés la propiedad:

(3) Cada lado de 7 es exactamente interseccién de dos tridngulos distintos
de 7.

Si ng n1, y ne = n denotan respectivamente el niimero de vértices lados
y tridnfulos de 7, se denomina caracteristica de Fuler de la superficie M
respecto de la triangulacion T = {T3,...,T,} al entero:

Xr(M) :=no —n1+ns (64)

Puede demostrarse que todas las triangulaciones 7 tienen la misma ca-
racteristica x(M) = x(M). Se denomina caracteristica de Euler de la su-
perficie. Pretendemos dar aqui argumentos intuitivos de plausibilidad de este
hecho y de que la caracteristica x(M) de M asi definida coincide con la de-
finicién de x,, dada en 5.2.2.

Para probar esto indicaremos cémo es posible determinar a partir de una
triangulacion 7 = {T3,...,T,,} un campo V € X (M) con ceros aislados, e
indice total x7(M) = ng — ny + ne. A este nivel intuitivo, esperamos que
al lector le sea suficiente con el siguiente esquema que muestra el flujo del
campo V en un tridngulo T arbitrario de la triangulacién 7. Notese que los
ceros de V' en en cada tridngulo 7" son un punto interior del mismo (por
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ejemplo el baricentro), un punto en cada lado (por ejemplo el centro), y los
vértices, . En cada uno de los ceros se ha marcado el valor del indice del
campo:

segun esto, el indice total de V' es
I’fld(V) = —2712 +n1 +ng (65)

Teniendo en cuenta que en una triangulacién, cada lado limita exacta-
mente a dos caras, se concluye que

27’L1 = 37’L2

lo que permite escribir sumano y restando ns en (65), y teniendo en cuenta
el teorema de Poincaré-Hopf, (ver (62)) queda:

Xy = Ind(V)=—=3ns+ny+mn;+ng=
= —27’L1—|—7’L2—|—7’L1—|—7’Lo:
= —n1+n2+n0:
= xr (M)
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6. APENDICE: DIFERENCIAL EXTERIOR
GENERAL

Este Apéndice estd dedicado a establecer el calculo exterior de formas
diferenciables, y la diferencial exterior de cualquier grado en variedades dife-
renciables de cualquier dimensién.

6.1. ALGEBRA EXTERIOR

En lo sucesivo, para m € N* denotaremos por & al grupo de permuta-
ctones de m elementos, es decir:

={o:{1,...m} — {1,...m} oesbiyectiva}
que tiene m! elementos. El homomorfismo signatura es
G330 (—-1)7 € {-1,1}
Una permutacion ¢ € &" puede interpretarse como una aplicacién
o:X"3(Xy,..., X)) = (Xoay, -, Xopy) € X7

y de esta forma se tiene una actuacion natural por la derecha del grupo G”
sobre el §-médulo L7 (X) de los tensores covariantes de érden 7:

L'(X)x68" 3(A,0)—Aoco=AceLl"(X)

Es facil probar que se verifican las siguientes propiedades, para todo A, B €
L™ (%), todo 0,7 € " y todo f € §:
1) (AU)T—A(UT)
2)(A+B)o=A.oc+Bo
3) (fA).c = f(A.0).

6.1.1. El médulo de Formas Exteriores de grado r

Se dice que A € L"(X) es una forma exterior de grado r si:
Aoc=(-1)AVoe&

Evidentemente, el conjunto 2" (X) de todas las formas diferenciables de grado
7, es un §-submodulo de L"(X). Se denota por 2"(M) al F-médulo A" (X(M))
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6.1.2. Operador de Alternacién
Si A € L"(X) se define

AA) = Y (C1)7A0  A(A) = %A(A)

oceG”

No es dificil probar que A(A) € A7(X),y quesia € A"(X) entonces es A(a) =
rla. En particular es A?(A) = r!A y asf el endomorfismo A : L"(X) — L"(X)
verifica A% = A, y es por tanto una proyeccién con imagen im(A) = A"(X).
Llamando N" = Ker(A) se verifica entonces:

x) PN

Lema 6.1.2.1 Si Ac N" y Be L*(X) entonces se verifica que AQBe N"**
yBRAe N"*s

Demostracién. : Se hace, fijada A€ N” por induccién sobre el grado
s del tensor B€ L*(X). Para s = 0 el resultado es evidente. Para s = 1 se
tiene:

(AA®B) (X1, ., Xpp1) = D (=1)7A(Xoq), -, Xom)B(Xo(ri1) = (+)

ocesrtl

sacando factor comin B(X;) después B(X3) ... etc la suma anterior se
reorganiza en la forma

r+1

- ZiB(XZ-) (AAN (..., X;,..) =0

ya que por hipétesis A(A) = 0. (Hemos denotado por (... ,5(:-, L) lar—1
étupla (Xi,...,X,), en la que se ha prescindido de la componente i-ésima.)

Supongamos cierto el resultado para s > 0, y sea B =B,®B; con B, €
L¥(X) y By € LY(X), entonces A®B, € N™ por hipétesis, y asi A @ B =
(A®B,)®B; € N""**1 pues el resultado es cierto para s = 1. Como cualquier
B € L*T(X) se obtiene como suma de elementos del tipo B,®B; se concluye
la demostracion.

6.1.3. Producto Exterior

Siae A"(X)y € A%(X) se define el producto exterior:

aAf= .13 Ala® B)



6 APENDICE: DIFERENCIAL EXTERIOR GENERAL

Propiedades del producto exterior Es fdcil probar que el producto

exterior es una aplicacién

AT(X) x A*(%) 3 (0, B) — a A B € A™5(%)

y ademds es §-bilineal, decir, para todo f,g € F(M) a € A"(X), 8 € A*(X)

y v € A (X)

106

(fa+gB)ANy=fany+gBAy, v AN(fat+gB)=fyNa+gyAB

.Probemos que es asociativa, es decir,

(@ANB)ANy=aNn(BAY)

En efecto, como cuestion previa observese que la descomposicién
LT (%) = AT5(X) @Nr-l—s
permite escribir, para A € L"(X) y B € L*(X), la igualdad:
A®B=AAB+ AOB

donde AAB = A(A®B) € A"%(X) y AOB € N"*. Asi, usando el LEMA

6.1.2.1, se tiene:

Alla®p)@7)) = Al(adf +allf) ©7)

A((@Ap)®7)) = A((aAB)Ay + (aAB)H 7)) = A((aAB)Ay)) =
(@AB)Ay = A(a® (8 ®@7) =" =al(BA )
pere 1 rls!
alAf=Aa®B) = !—S!A(a@)ﬁ) = (r+s)'a/\ﬁ
por tanto

@987 = (ans)ag = L LI (o,

r+s)(r+s+K)

hemos probado por tanto que:
1
(@AB)ANy=aNn(BAY)= WA(CV@?@@W)
Proposicién 6.1.3.1 Si o; € A"(X) parai=1,--- s se tiene:

1
A ANay=———A; @+ @ a)
rleeerg!

B) Ay
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Demostracion: Ya se ha probado el resultado para s = 2, y s = 3.
Supuesto cierto para s > 3, probémoslo para s + 1. En efecto,

(7“1 + .. .7“5+1)!
(ri14...7s)rspq!

(r A - ANag) A agey = A(lag A  Nag) @ agyy) =

!
_ (T1+...T5+1)-A<A(a1®... ®a3)®043+1)

il rglrgy!

Pero
AAg ® - @a,) ®age1) =

=AM ® - ®a)—a1 @ @+ ® -+ @) ® Aepr)
:A(Oq@ ®Oés®as+l)

de donde se concluye el resultado para s + 1.

6.1.4. Producto exterior de 1-formas

De la proposicién anterior se deduce en particular, que si o; € A'(X) para
1=1,---,r se tiene:

(@A Aa) Xy X) = ) (A1) (@@ @) (Xoqy, - Xor)- =

oeG”

S (1) (X)) - 0n(Xopy) = det(ei(X;)) = det(ai(X;))’

oeG”

> (1) a0y (X1) - o (X)) = {Z(—1)”a0(1)®...®aa(r)}(XL...,XT)

oeBT oceG”

yqueda: a3 A... A, = Z (=1)701) ® ... @ Qo)

oeBT
Proposicién 6.1.4.1 Si o; € AY(X) parai=1,...,r, y 7 € &" entonces:
(=D)Tary Ao Aoy =i AL A

6.1.5. Una base del espacio de las r—formas exteriores

Sea (E1,...,F,)unabasede X,y (€1,...,&n) subase dual. Si a € A"(X)
podemos escribir

Uy ir=1
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donde o, =a(E;,... E;) con lo que para todo o € &"se tiene:

77777 ir

.....

1< <<, <m oceB”
§ : E o
ail 77777 ir { <_1) 6\Z'o-(l) ® Tt ® 5\iv:r('r) }
1<ii<-<ip <m ceGT

= E Qi 1€ AN Ei,

1<iy<--<ir <m
hemos obtenido asf el siguiente

Teorema 6.1.5.1 Si (Ey,...,E,) una base de X, y (e1,...,6m) su base
dual, entonces

{8¢1/\.../\5ir:1§z’1<---<iT§m}

constituye una base de A"(X). Concretamente, si « € A"(X) podemos escribir

o = E Qi Ein VANPIAN &,

1<ip <<t <n

donde oy, ;. = a(E;, ... E;). En particular A"(X) = {0} sir > n.

77777

Corolario 6.1.5.1 Si M es variedad diferenciable de dimension n, entonces
(M) =0 sir>n.

6.1.6. Pullback de formas exteriores.

Como se vi6 en el epigrafe 6.2.2, una aplicacién diferenciable ¢ : M — M

entre variedades induce un pullback ¢*:£" (M) — £7(M), definido para a €

£7(M) por:

(@) () (&1, - -, &,) = alo(x))(do(z)(&y), - - - do(2)(E,))

para todo x € M, &,,..,&, € T, M. Es fécil comprobar que ¢* induce una
aplicacion R-lineal

¢FQ(M) — Q" (M)
y como ¢" preserva el producto tensorial, se concluye facilmente de la defi-
nicién 6.1.3, que ¢* preserva el producto exterior, es decir:

¢*(anB)=(6"a) A (¢7B)

para todo @, B , formas exteriores de M.
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6.2. La diferencial exterior.

Demostraremos que fijada una variedad diferenciable, existe para cada
grado r un unico operador, d :Q" (M) — Q"+ (M) R-lineal, que verifica

1. df =df, y d(df) = 0 para toda f € F(M).
2. dlanp)=(da)AF+(-1)"aAndb, siae (M)

Denominamos diferencial exterior a este operador.
De hecho, con estos datos podriamos determinar ya su actuacién analitica

local. Por ejemplo:
si a = Adx + Bdy + Cdz, entonces dao = dAANdx +dB A dy + dC Ndz=

0A 0A 0B
= 0_y<dy Ndzx) + E(dz Adzx) + %(daz A dy)+
0B oC oC
+§(dz A dy) + %(dl‘ A dZ) + a—y(dy A dl‘) =
0B 0A oCc  0A oCc 0B
= <_a£li —a—y) dz N dy + (%—5) dx Ndz + <a—y——az)dy/\dz

La demostracién se hace en dos etapas:
(1) Supongamos M =U dominio de una carta:
Sea ¢ = (uy,...Uy,) una carta con dominio M = U sea a € 2" (M)

o = E Q. ilduil VANPIIAN duir
1<i1<-<ir <m

definamos entonces

d.a = Z (dOél'l ..... ’51) VAN duil N A duir

1<iy <-<ip <m

Evidentemente d.:Q" (M) — Q" '(M) es una aplicacién R—lineal que
verifica d. f = df, para todo f € F(M). Ademss,

d. (df) = d. <j:1 a—ujduj> = (;d (a—u]) A duj> =

m an
. <auiauj) dui N du =

B < rf &
<i<j<m 8u18u3 8u38uz

1

2,7=1

)dui/\duj:()
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Demostraremos por ultimo que de(a A B) = (deax) AB+ (— 1) " A de3 si
ac Q' (M)ypB e Q(M). Creemos suficiente demostrarlo cuando o = fdu;, A
AN du;, y B =gduj, A ... A\du;,. Se tiene:

de(anB) = d(fg) Nduy, A... Ndu;, Nduj, A ... A dug,
= (gdf + fdg) A du;, N ... Ndu;, Nduj, AN dug,
= gdf Nduj, A .. Ndu;, + (=1)" fduy, Ao A du, Adg Adug, AN dug,
= (dea)ANB+(-1)"andp

Como d es tnica, no depende de la carta c elegida, y podemos denotar
dc = dZ/l

(2) Caso general:

Si a € 0"(M) se define dax, como la unica (r + 1)— forma tal que para
cada U abierto coordenado de M:

dalf, = dy (o)
[ ]
Observacion 6.2.0.1 Ndtese que se ha construido para la variedad m-dimensional

M, la sucesion

d

0% QM) L Q' (M) S d

Loty S amm) Lo

con la propiedad d®> = 0, a partir de la cual se construye la sucesion de
cohomologia de deRham.

6.2.1. Expresiéon analitica global de la diferencial

Grados 1y 2 Usando la identidad c) de 7? puede obtenerse una expresién
anlitica explicita de la diferencial. Por ejemplo, se puede probar que si o €

QYM), V,W € X(M) entonces:
da(V, W) = V(a(W)) = W(a(V)) = a([V,W])
ya que da(V,W) = (iyda) (W) = (Lya—d(iva)) (W) = V(a(W)) —
a([V,W]) = W(a(V)), y supuesta cierta esta férmula se concluye anédloga-
mente que si « € Q*(M), V,W,U € X(M) se tiene:
da(V,W,U) = V(a(W,U)) = W(a(V,U)) + U(a(V,W))
—a([V,W],U) +a([V,U],W) = o([W, U], V)

de forma general se tiene:
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Caso general Para a € Q"(M),y Vo, V1,...,V, € X(M) se tiene

da(Vp, ..., V;) = Z(—wvi(a(...v;...)) + ) (=D)Ma([V;, V),V V)

6.2.2. Pullback
Sea ¢ : M — M aplicacion diferenciable, y & € Q" (M). Entonces:

d(¢*a) = ¢*(da)
En particular ¢* : Q"(M) — Q"(M) aplica Z"(M) en Z"(M), y B"(M) en
B"(M).
Demostracion:
Es suficiente comprobarlo para las funciones y diferenciales de funciones.

Pero, ¢*(df) = ¢"(df) = d(¢"f), y d(¢"df) = d(d(¢"f)) = 0 = ¢"(d(df)).
Asisi a € Q"(M) se escribe @ = fdf'A...AdfT,esda = df Adf*A...ANdfT
d(¢*a) = d{¢"(fdf' N...Adf)} = d{(¢" )" (df ) N ... NG (df")} =

P Af NG (df )N AP (dfT)} = ¢*(da)
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ver[5], [2], [1], [3], [6], [4]
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