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SOBRE LA ESTRUCTURA CONFORME
DE LOS ESPACIO-TIEMPO

Javier Lafuente

§1 ESTRUCTURAS PROYECTIVAS Y CONFORMES. TEOREMA DE WEYL.

En lo que sigue M serd una variedad diferenciable real conexa y con di-
mensién finita nz2. En este articulo "conexién" es sinénimo de "conexién li-
neal (no necesariamente simétrica). "Métrica" significa métrica semi_Rieman-
niana. Una métrica semi_Riemanniana no Riemanniana la llamaremos métrica in-
definida. Recuerdese que una métrica de Lorentz es no definida y tiene signa-
tura (-,+,...,+).

Finalmente, si g es una métrica en M, una conexién V se dird g_métrica si
preserva el producto g por transporte paralelo, es decir Vg=0. Si ademas V es
simétrica, se llama conexién de Levi_Civita (que como es bien conocido, fijada

g, existe y es unica).

1.1 Trayectorias geodésicas. Equivalencia proyectiva de conexiones.

Una trayectoria geodésica de una conexiéon V en M, es la imagen de una
geodésica de V.

Dos conexiones V y V en M se dicen proyectivamente equivalentes si tie-
nen las mismas trayectorias geodésicas. Esta relacién es de equivalencia, y se
denotara por [V] la clase de equivalencia proyectiva definida por la conexién
V. Se denomina P=[V] estructura proyectiva en M.

Noétese que dada una conexién, existe una Unica simétrica con el mismo
spray de geodésicas. Por tanto cada estructura proyectiva admite siempre un

representante simétrico.

TEOREMA 1.1.1
Dos conexiones simétricas V y v son proyectivamente equivalentes si y so-
lo si existe una 1-forma o« en M tal que:

ﬁXY—vXY=a(X)Y+a(Y)x para todo X,YeX(M)

Esquema de la demostracidn:
Las conexiones V y ¥V tienen las mismas trayectorias geodésicas, si y solo
si el tensor diferencia A:¥(M)xX(M)a(X,Y) —ﬁXY—VXYe%(M) verifica:
A(X,X) es proporcional a X para todo Xe¥(M)
Restringiendonos a V=TpM, se prueba que la funcién Bp:TpM—)IR con
A(V,V)=Bp(v)v es diferenciable, y homogenea de grado 1. Por un teorema de

Euler, se concluye que B es una forma lineal. Finalmente se ve que la
p



asignacién p —f define una 1-forma en M.
P -
Como las conexiones V y V son simétricas, el tensor A es simétrico, y
1
se concluye que la 1-forma oc=7-[3 es la buscada.

Veamos de forma mdas explicita porqué V y V tienen las mismas geodésicas:

LEMA 1.1.2
Sean V y V conexiones simétricas proyectivamente equivalenies y sea « la
1-forma en M tal que:
V., Y-V, Y=a(X)Y+a(Y)X para todo X,YeX(M)

X X
Si ¥:[0,b)st —y(t)eM es una V_geodésica, entonces se define un cambio de

t
parametro [0,b)st ——s( t)=J exp(N))dL €[0,b’), siendo:
)

<
A(C)=2J «(y’(t))dt
0

Entonces 7:[0,b’)as —>y(t(s))eM es la V __geodésica con 7°(0)=y*(0), siendo

[0,b’)as —t(s)e[0,b) la aplicacién inversa de t —> s(t).

La demostracién se obtiene por simple comprobacién.

1.2 Estructura conforme y estructura causal.

Dos métricas g y é de M se dicen conformemente equivalentes si existe una
funcién o:M —R" diferenciable, con é=e20g. Esta relacién es de equivalencia,
y se denotara [g] la clase de equivalencia definida por la métrica g. Se deno-
mina a €=[g] estructura conforme en M.

La estructura conforme &=[g] se dice indefinida, Riemanniana, o Lorentz,
si g o -g lo son.

Una estructura conforme Lorentz & con una orientaciéon tiempo se llama es-
tructura causal €'. Los puntos de M se consideran entonces sucesos. Usaremos
libremente los conceptos definiciones y resultados de la teoria de causalidad.

Nuestra referencia en este punto es [ON].

OBSERVACION 1.2.1

En una estructura causal Lorentz & en M, los conceptos de curva temporal
causal y luz, desprovistos del adjetivo pasada 6 futura mantienen su validez
aunque no sea orientable tiempo.

Conviene en particular recordar el siguiente teorema de Causalidad:

TEOREMA 1.2.2
Sea (M,g) una variedad de Lorentz, y y:[a,b] —M una curva causal uniendo
p=y(a) con g=y(b). Entonces, existe siempre una curva temporal (arbitrariamen-

te préoxima a ) uniendo p a q, a no ser que y sea un segmento de trayectoria



geodésica luz sin puntos conjugados.m

Se concluye de aqui que la propiedad de ser segmento de trayectoria geodé-
sica luz sin puntos conjugados, solo depende de la estructura conforme €.
que determina por tanto univocamente las trayectorias geodésicas luz,

de cualquier métrica ge€. Establecemos la siguiente

DEFINICION 1.2.3

Sea 6 una estructura conforme Lorentz en M.

a) Dos puntos p,qeM se dicen luz_separados, si hay una curva causal -pero
no temporal- que los une.

b) Un rayo de luz, es la trsayectoria definida por una curva luz y:I —M
que verifica la siguiente propiedad:
Para cada sel, existe £>0 tal que para todo t,t’e(s-e,ste)nl ¥(t) esti luz
separado de y(t’).

Por el teorema de causalidad se concluye:

COROLARIO 1.2.4
En una estructura conforme Lorentz €, los rayos de luz son las

trayectorias geodésicas asociadas a cualquier métrica get.m

Mas adelante en 1.3 se obtendrd generalizacién de este resultado para

estructuras conformes indefinidas.

LEMA 1.2.5
Sean g y é métricas de M con §=e20g para cierta funcion o:M —R" di feren-
ciable, y supdngase V la conexion de Levi_Civita de g. Entonces, la conexion v
de Levi_Civita de é, viene caracterizada por la identidad:
g(ﬁXY,Z)=g(vXY,2)+x(o)g(Y,z)+Y(o)g(x,z)—z(wg(x,Y)
para todo X, Y, ZeX(M).

Demostracion:

La formula anterior permite definir una tnica conexién V que es simétrica.
Por otra parte, se comprueba que

X(g(Y,Z2)=
X(e?7g(Y,Z))=e(X(e(Y, Z)#2X(0)g(Y, 2)y=e" g0, ¥, Z)+2(Z, T, Y ))=
i g(VXY,Z)+g(Z,VXjI)

Por tanto V es la conexién de Levi_Civita para g. m

Aplicando un conocido resultado de &algebra lineal relativo al hecho de que
el cono de luz, si es no vacio, determina salvo constantes multiplicativas no

nulas, la forma cuadratica que lo define , se concluye:



TEOREMA 1.2.6
Dos métricas indefinidas en M dan lugar la misma estructura conforme € si
y solo si ambas métricas definen los mismos conos de luz en cada espacio tan-

gente. m

OBSERVACION 1.2.7

Una definicién alternativa de estructura conforme (indefinida) en M,
consiste en identificarla con una asignacién suave de un cono de luz en cada
espacio tangente. La suavidad se refiere a la existencia de una métrica
indefinida en el entorno de cada punto, que induzca en dicho entorno los
conos de luz que la estructura asigna. Sin embargo, usando particiones
diferenciables se prueba la existencia de alguna métrica global con este

requisito.

1.3 Conexiones conformes.

Sea €& una estructura conforme en M, y V una conexién. Se dice que V es
G-conforme si induce transformaciones lineales conformes (entre los
espacios tangentes) por transporte paralelo. Esto equivale a decir en el caso
indefinido que V preserva los conos de luz por transporte paralelo. En
particular, las geodésicas de las conexiones conformes en estructuras de

Lorentz, mantienen un caracter causal (temporal, luz, o espacial) definido.

TEOREMA 1.3.1
Sea 6=[g] una estructura conforme, V una conexiodn simétrica, y V la cone-
xion de Levi-Civita asociada a g. La condicidn necesaria y suficiente para que
U sea €-conforme es que exista un campo de vectores AeX(M) tal que:
ﬁXY—VXY=oc(X)Y+oc(Y)X-g(X,Y)A para todo X, YeX(M)

donde o es la I-forma g-métricamente equivalente a A, aw:X(M)aX —g(A,X)eF(M).

En particular, A=grad o, y a=do cuando V y U son las conexiones de Levi-
Civita asociadas a g y §=emg respectivamente.

Por otra parte, las tlrayectorias geodésicas luz de dos conexiones
G-conformes simétricas, necesariamente coinciden.

Para probar el Teorema es necesario el siguiente Lema técnico cuya demos-

tracién aparece en el Apendice III:

LEMA 1.3.2
Fijada la conexién E-conforme V, y una 1-forma ocei*( M), entonces la cone-
xién ¥ definida por:
) XY=V XY+0£( XY

es conforme, y de hecho, fijado ge€ puede elegirse a de forma que la conexion



¥ sea g-métrica.
Por otra parte la relacién entre los tensores de torsicn T y T de V y ¥
es: T(X,Y)=T(X,Y +au(X)Y-a(Y)X m.

Demostracién de 1.3.1:

Supongase primero que partimos de una conexién (simétrica) V &-conforme.

Por el lema, existe una conexién g-métrica ¥, con §XY=§XY+0L(X)Y para cier-

ta 1-forma « de M, y como la torsién T de V es nula, se tiene:
T(X, V)= Y)X-o(X)Y

que en coordenadas locales tiene por componentes:
~k ko k
T =6 a-8a«a
1 1 j 31
Si V es la conexién de Levi-Civita asociada a g, la relacién que existe

entre los simbolos de Christoffer de V y V es la siguiente:

~n In
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m mr m 6 7 . . P
donde a =g «, y A=a — es el campo métricamente equivalente a «. Asi:
r m
8x

VXY=VXY+a(Y)X—g(X, Y)A

Por tanto: ﬁXY=§XY+a(X)Y=VXY+a(Y)X+a(X)Y—g(X,Y)A.

Reciprocamente, dado «, se toma el campo A g_métricamente equivalente, y
se prueba que la conexién ¥ definida por
U, Y=Y Y+a(Y)X-g(X,Y)A

X X
es g _métrica, es decir:

¥, (eY, 2)=g(V, Y,Z)+g(Y,7,2)
y por el lema 1.3.2 la conexién ¥V definida por:
V., Y=V_Y+a(X)Y+a(Y)X-g(X,Y)A=V

X X
es conforme y simétrica.

XY+(x(X)Y para todo X, YeX¥(M)

El caso particular a=do con ¢:M-—R diferenciable, estﬁ contemplado en el
lema 1.2.5.

La ultima afirmacién relativa a que las trayectorias geodésicas de V y ¥
coinciden se deduce directamente del hecho de que para todo campo luz Xe¥X(M)
se tiene §XX-VXX=20¢(X)X. Asi si X es V-geodésico, entonces §XX=2¢x(X)X, y X es

pregeodésico. Otra demostracién més cuidada es consecuencia del siguiente:

COROLARIO 1.3.3

Supdéngase € indefinida. Dadas V y V conexiones ©-conformes simétricas,

existe una conexion D simétrica con las mismas trayectorias geodésicas que V,



y las mismas geodésicas luz que v.

En particular V y V tienen las mismas trayectorias geodésicas luz.

Demostracién:

Usando el teorema, se prueba que existe una 1_forma o de manera que:

ﬁXY=VXY+oc(X)Y+oc(Y)X—g(X,Y)A para todo X,Ye¥X(M)

siendo g tomando cualquier métrica auxiliar con €=l[gl, y A el campo g_equiva-
lente a «. (No6tese que el temsor (X,Y)-—g(X,Y)A solo depende de « y la es-
tructura conforme €).
La conexién D definida por DXY=VXY+oc(X)Y+0L(Y)X es proyectivamente equivalente
a V y tiene las mismas geodésicas luz que V, pues DXX=VXX para los campos luz.
OBSERVACION 1.3.4

En el caso Lorentz, el corolario anterior, junto con 1.2.4 nos permite
afirmar que los rayos de luz son trayectorias geodésicas de cualquier conexién

conforme

1.4 Espacio de Weyl.

En lo que sigue € es una estructura conforme Lorentz en M.

Si U es un entornc de peM, se denota por J(p,U) (I(p,U)}} al conjunto de
puntos x de U que se unen a p por una curva causal (temporal).

Por el teorema de Causalidad, cada punto xei?*(p,U)=J(p,U)—I(p,U) puede
unirse a p mediante un rayo  de Iuz T, contenido en U. Denotamos por
&(p,U)=6" (p,U)uip)

Tomando un entornc normal del punto p respecto a una métrica auxiliar ge®,

puede demostrarse:

LEMA 1.4.1

Para cada punto peM existe un entorno U de p (arbitrariamente pequefio), de
forma que U-6(p,U) es abierto, y se descompone en tres componentes conexas
I+(p,U), I (p,U), y E(p,U). (I(p,U)=I+(p,U)UI_(p,U))

Por otra parte, cualquier curva « que parte de p, con veclor inicial espa-
cial, entra en E(p,U).m

Supbéngase ahora que P es una estructura proyectiva definida por cierta co-

nexién simétrica V en M.

Discutiremos a continuacién la equivalencia entre dos criterios de compa-

tibilidad causal entre P y €



TEOREMA 1.4.2

Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) En cada punto peM existe un entorno U de p arbitrariamente pequefio en don~
de se verifica la siguiente propiedad:

Si xeJ(p,U), existe una geodésica causal contenida en U, uniendo p con x.
(b) Los rayos de luz de € son trayectorias geodésicas de P.

Demostracioén:

(a)2(b) Fijado peM, podemos suponer que el entorno U de la propiedad (a)
es un entorno normal de p respecto a la conexién V, y en él se verifica el
Lema 1.4.1. De esta manera, para cada xe€€(p,U) existe un rayo de luz T, en 8]
uniendo p con x. Por la condicién (a) (y ser U V-normal) existe una (tnica)
geodésica 7px:[0,1]——>U, uniendo p ¥ X, que es curva causal. Pero si la
tra
yectoria de 7px no es T, se concluye que xel(p,U) lo cual es contradictorio.

Esto prueba que el trayo de luz T es trayectoria geodésica de V.

(b)2(a) Fijado peM, tomemos U entorno normal respecto a V, y
supongase que en €l se verifica el Lema 1.4.1.

Sea xeJ(p,U). Si xe€(p,U) el rayo de luz T, Que une p con X es la geodési-
ca causal buscada.

Podemos suponer por ejemplo, que xel'(p,U), y sea %:[0,11—U la dnica
geodésica que une p con X. Si ¥’(0) es luz, por la hipbtesis (b) ¥ es
rayo de luz y estamos en el caso anterior. Prrobemos que ¥’(0) es temporal:

Si ¥’(0) es espacial, hay un €>0 con %(g)eE(p,U). Como 7(1)=xel+(p,U) se
concluye por el lema que para cierto r es y=y(r)e€(p,U). Esto supone que hay
dos trayectorias geodésicas en U: y([O,r]) ¥y el rayo de luz Ty , que unen p
con y en U, lo cual es contradictorio.

Asi, 7’(0) es un vector temporal. Como %'(t) nunca puede ser vector luz
(por la hipétesis im ¥y seria un rayo de luz y %’(0) seria luz) se concluye que

7 es un curva temporal, tal y como queriamos demostrar.

DEFINICION 1.4.3

Cuando la estructura proyectiva P verifica las condiciones equivalentes
(a) y (b), se dice que P es compatible con €. A la terna (M,P,6) se le denomi~
na espacio de Weil.

Como la estructura proyectiva P inducida por una conexién simétrica V con-
forme, verifica la propiedad (b) (ver 1.3.4), se concluye que P es compatible

con €. Demostraremos a continuacién que todas las estructuras proyectivas P



compatibles con & pueden obtenerse por este procedimiento.

TEOREMA 1.4.3 (de Weyl)
Dado un espacio de Weyl (M,P,6), existe una unica conexién simétrica

E-conforme Ve?P.

Esquema para la demostracién del Teorema de Weyl.

Se requiere del siguiente resultado de algebra lineal:
LEMA 1.4.4

Sea A:VxV —V un tensor simétrico sobre el espacio vectorial de Lorentz V.
Supéngase que A(u,u) es proporcional a u para todo vector luz u de V.

Existe entonces una uUnica I-forma oceV*, y un unico vector aeV tales que:

Alv,wl=<v,w>a+B(vIw+B(wlv para todo v, weV

El esquema de la demostracién del teorema de Weyl es ahora el siguiente:

Fijemos ge&, y sea D la conexién de Levi-Civita asociada. Fijemos también
una conexidén simétrica VeP. Considérese ahora el tensor diferencia de ambas:

A(X,Y)=VXY—DXY (X, YeX(M))

Como las trayectorias geodésicas luz de & y P coinciden, A define en cada
espacio tangente un tensor de las caracteristicas del Lema, y existen Bef*(M)
y A€X(M) tales que:

AX,Y)=g(X,Y)A+B(X)Y+B(Y)X para todo X,YeX(M)
si o es la 1-forma métricamente equivalente a A, se toma entonces:
V Y=V Y-(B+a)(X)Y-(B+a)(Y)X , Dy Y=D Y-a(X)Y-a(Y)X+g(X,Y)A
Por el Teorema 1.1.1, VeP y por 1.3.1, DeE, y se tiene:
¥ Y-Dy Y=A(X,Y)-B(X)Y-B(Y)X-g(X,Y)A=0
por tanto V=D es la conexién buscada.
Por otra parte, si ¥ verifica las mismas condiciones, entonces:

VXY—VXY=B(X)Y+B (Y)X=VXY—DXY=oc(X)Y+oc(Y)X—g(X,Y)A

para cierta 1-forma Bef*(M), y cierto campo AeX(M).

Necesariamente es A=0, con lo que &=[§=0, y v=F¥.



§2 CARACTERIZACION DE LAS CONEXIONES CONFORMES LOCALMENTE METRICAS.

Por simplicidad supondremos ahora que la variedad M es topolégicamente

orientable.

2.1 Operadores de Divergencia.

Un operador div:¥(M) —%(M) serd denominado operador divergencia si para
todo X,YeX(M) y todo feF(M) se verifica: |
OD1) div(X+Y)=div(X)+div(Y).
0D2) div(fX)=X(f)+fdiv(X).
TEOREMA 2.1.1

El conjunto D(M) de operadores divergencia en M tiene estructura natural
de espacio afin, sobre el espacio vectorial real de las 1—formasv i*(M). Es
decir:
(1) Si div, div’eD(M) entonces div’ -diveX " (M).
(2) Si diveD(M), entonces D(M)=div+Z"(M).

PROPOSICION 2.1.2
Cualquier operador diveD(M) es localizable, es decir:
Si U es abierto de M, existe un tnico operador div|UeD(U) tal que:

(div|U)(X|U)=(div X)|U para todo XeX(U).

EJEMPLO 2.1.3
Si Q es una forma de volumen en M, el operador divergencia usual din
definido por la siguiente identidad, para todo XeX(M):
LXQ=(d1vQX) Q

es un operador divergencia que denominamos trivial.

PROPOSICION 2.1.4
Si Q y Q son dos formas de volumen en M con =0 para cierta funcidn
diferenciable oc:M —R entonces:

d1vQ,=d1vQ+dcr

En particular se verifica la equivalencia:
. T + y_
dIVQ—dIVQ,Q JA€eR con Q’'=AQ

2.2 Trivializacion local.

Una trivializacién local de un operador diveD(M) es un par (U,Q) donde U
es un abierto de M, Q es un forma de volumen en U, y se verif ica:

d1v|U=d1vQ
El operador diveD(M) se denomina localmente trivial, si admite una

trivializacién local por cada punto de M.



OBSERVACIONES 2.2.1

1) Ssi (UQ) y (U,Q) son dos trivializaciones locales del operador
diveD(M) entonces en cada componente conexa V de UnU’ existe AeR" con
Q| V=(AQ)|V.

2) Puede establecerse por tanto de forma natural, una "Teoria de Trans-
porte de formas de volumen a lo largo de curvas" respecto de un operador di-

vergencia localmente trivial.

TEOREMA 2.2.2

a) Sea Q forma de volumen en M, y « 1-forma. El operador div=divg+aeD(M)
es localmente trivial si y solo si a es cerrada, y es trivial, si y solo si «
es exacta.

b) Un operador diveD(M) es localmente trivial si y solo si verifica:
OD3) div [X,Y]=X(div Y)-Y(div X)

c) Los conjuntos J(M) y #(M) de operadores divergencia triviales y local-

mente triviales respectivamente, son subespacios afines de D(M) con espacios

vectoriales asociados respectivos B'(M) y Z'M).

2.3 Operador de Divergencia de una conexién.
Fijada una conexién V en M, se prueba que el operador:
divvzx(M)aX —Traza(X(M)aV ——>VVX)G?(M)
es un operador de divergencia, que se denomina operador divergencia asociado a
la conexién V.

Se dice que V preserva localmente formas de volumen por transporte
paralelo (brevemente V tiene volumen local) si para todo punto peM existe U
abierto con peU, y Q forma de volumen en U tal que VQ=0 en U. Se dice
entonces que Q es un volumen local para V. Si U=M se dice que V tiene volumen

global, y Q es volumen global para V.

TEOREMA 2.3.1
Sea V una conexion en M:
a) La condicién necesaria y suficiente para que V preserve una forma de

volumen Q por transporte paralelo es que divv=din.

b) La condicién necesaria y suficiente para que V tenga volumen local

es que div_, sea localmente trivial. De hecho, (U,Q) es una trivializacidn

v

local de divV si y solo si Q es un volumen local para V.

La expresion local del operador div_, en las coordenadas (U,p) de una

v
carta es:

1 0 ax‘ 1 k
dlvV [z X _1]=Z[_—1+ I"iX] donde I"i=z I"ik
Jx ax

éff ~14



Denotando por F¢=1"idxi, y div_ el operador divergencia inducido por la forma
de volumen candnica Q¢=dx1A...Adxn se verifica en U:
div_=div +T"
v v 9o
]

Los apartados a) y b) estdn probados en el Apendice II Teorema II.4.1.

COROLARIO 2.3.2
La condicidn necesaria y suficiente para que la conexién V admita volumen
local es que para cada carta (U,p) se verifique:

d(r )=0
P

2.4 Contracciones del tensor de Curvatura. Tensor de Ricci y forma trazica.
Dada una conexién V en M adoptamos la siguiente definicién de tensor R de
curvatura:

R(X,Y)Z=—VXVYZ+VYVXZ+V Z para X,Y,ZeX(M)

[X,Y]
En las coordenadas (U,q>=(x1,...,xn)) de una carta se tiene:
R[5 5] &R 2
ax' ax?) ax J ax
Se define el tensor de Ricci por:
Ricc(X,Y)=Traza[i(M)3V —)R(X,V)Y] para X,YeX(M)
y en coordenadas podemos escribir:
{
Ricc ii’ i]=Ricc_k=z R:'h
\Ix dx aal !
Las otras contracciones de R son:

I {
Ricc(X,Y)=Traza|¥(M)aV —R(V,X)Y| para X,YeX(M)

\
TRZ(X,Y)=Traza|¥(M)>V —R(X,Y)V| para X,Ye¥X(M)

\

Como R(X,V)Y=-R(V,X)Y se deduce que -Ricc=Ricc, y de la identidad:
R(X,V)Y+R(V,Y)X+R(Y,X)V=0
se concluye que Ricc(X,Y)-Ricc(Y,X)=TRZ(X,Y).

El tensor TRZ es una 2-forma que denominamos aqui forma trézica. Se tiene

por tanto:

TEOREMA 2.4.1
El tensor de Ricci de una conexion V en M es simélrico si y solo si la

forma trdazica TRZ es identicamente nula. m
Por otra parte, En las coordenadas locales (U,q>=(x1,...,xn)), si como

antes I' =T dxi con 1",=Z r* se verifica:
¢ i i ik

F~ - 2-



TRZ=d(T )
4

En efecto, se tiene: TRZ =z R" , ¥ como:
kr - hkr ~

R -0 r:{,- 9 3 r'.rt r -1‘{1"“‘ , se tiene, TRZ = 9 l"k-a—k r.y
Jkr axr J ax rj rm kj m rj r axr ax r
d(r )=Z TRZ dxk/\dxr=z TRZ, dx“edx"
g k<r ke r,k ke

Relacionando este resultado con el corolario 2.3.2 se tiene:

TEOREMA 2.4.2
La condicién necesaria y suficiente para que la conexion V admita volumen

local es que su tensor de Ricci sea simélrico.m

2.5 Conexiones (conformes) localmente métricas.

En éste epigrafe supondremos fijada en M una estructura conforme €, y
una orientacién topoldgica.

Una métrica local de € es un par (U,g) donde U es abierto de M y g es una
métrica en U tal que [g]=€|U.

Sea V una conexién conforme. Diremos que V es métrica si existe ge€ tal
que V es la conexiéon de Levi-Civita de g. Se dice entonces que g es una
métrica de V.

Diremos que V es localmente métrica, si por cada punto peM existe una
métrica local de € (U,g) con peU de forma que ge€|U, y V|U es la conexién de

Levi-Civita de g. Se dice entonces que (U,g) es una métrica local de V.

TEOREMA 2.5.1

Sea V una conexidén métrica, y g, g métricas de V. Existe entonces una
constante AeR’ tal que §=7\g.
Demostracion:

Como g,g€€ existe ¢:M —R con é=e20g. Pero V coincide con la conexién

V de Levi-Civita de é Por 1.2.2 se concluye que do=0, y o es constante en M.

COROLARIO 2.5.2
Supongamos V conforme y localmente métrica. Si ( Ul,gl), ( Uz,gz) son
métricas locales de V, entonces para cada componente conexa U de Uanz, existe

una constante AeR’ con g2=7\gl enU. m

OBSERVACIONES 2.5.3
a) Sea (V,g) un espacio de Lorentz. Una base base (ul,...,u) de V, se dira
n
ortogonal si existe AeR’, de forma que (el,...,en)=(7tu1,...,7tu) sea base or-
. n

tonormal (es decir g(el,e1)=—1, g(ei,ei)=1 para i>1 y g(ei,eJ)=O si i#j).

-8



El concepto de base ortogonal solo depende de la estructura conforme [gl.

b) La estructura conforme & en M, induce para cada peM una estructura conforme
€ en T M. Una base (ul,...,u) en TM, se dird ortogonal si lo es respecto a
P P n P

G.
P

c) Una métrica ge®, determina una forma de volumen canénica Q en M definida

por la condicién Q(el,...,e =1 si (el,...,e) constituye una base ortonormal
n n

positivamente orientada. Al operador divergencia trivial asociado, lo denota-

mos por div .
g
Enunciamos dos resultados elementales con demostracién trivial:

LEMA 2.5.4
Sea (V,g) un espacio vectorial de Lorentz Q forma de volumen en V.
Supongamos ( ul,...,un) base ortonormal y ( al,...,an) base ortogonal.

Si U yeesll )= U peenslU ), entonces (ul,...,u ) es base ortonormal.m
n n n

LEMA 2.5.5

Si V es una conexién conforme y ( ul,...,un) es base ortogonal, entonces
para toda curva diferenciable y:[0,b] —M con ¥(0)=p el transporte paralelo
("o'ul(t),...,'a'un(t)) de (ul,...,un) define bases ortogonales para todo te[0,b].

TEOREMA 2.5.6

Sea V una conexién conforme. La condicién necesaria y suficiente para que
V sea conexion métrica, es que el operador divergencia divv sea trivial.
Demostracién:

Si ge€ es una métrica global V entonces V preserva el volumen Q de g, y
se verifica que divv=din=divg que es un operador divergencia ftrivial.

Reciprocamente, supongase divv=div para cierta forma de volumen Q de M.

Fijemos peM y (ul,...,un) base or‘togon:l de TpM, con Q(ul,...,un)=1. Para cada
punto geM sea 7q:[0,1] —M curva diferenciable que une p y q, y tomemos gq
métrica en TqM tal que (yqul(l),...,yqun(l)) sea base gq—ortonormal.

La métrica gq no depende de la curva 7q tomada uniendo p a q, pues si

7;q:[0,1]—>M es otra tal curva, por el lema 2.5.5, la base

(¥ Ul(l),---,;qu (1)) es G-ortogonal, y por tanto g -ortogonal. Como VQ=0:
q n - q -
1=Q(y u (1),...,7 u (1))=Q(y u (1),...,7 u (1))
q1 qn q1 qn
se concluye por 2.5.4 que (7qu1(1),...,a'qun(l)) es también base g -ortonormal.
q
Es trivial ver que la correspondencia Msq—g define una métrica g
q

global para V. m



COROLARIO 2.5.7

La condicion necesaria y suficiente para que una conexidn conforme V en M
sea localmente métrica es que su tensor de Ricci sea simétrico.
Demostracién

Si V es localmente métrica, por cada punto p existe una métrica local
(U,g) y divV|U=divg. Asi divv es localmente trivial, y por 2.4.2 el tensor de
Ricci es simétrico.

Reciprocamente, si el tensor de Ricci es simétrico, nuevamente por 2.4.2
divv es localmente trivial. Si (U,Q) es una trivializacién local de V, por

2.5.6, V|U es conexién métrica, y por tanto V es localmente métrica. m

Finalmente, no es dificil probar el siguiente resultado:

TEOREMA 2.5.8
Dado un operador divergencia div, existe una unica conexién conforme V

tal que div=div_. Dicha conexion es (localmente) métrica si y solo si div

v
es (localmente) trivial. m
2.5 Sobre una ;admisible? extensién del concepto "modelo espacio-tiempo".

Sea V una conexiéon localmente métrica



APENDICE |
Demostraciéon de un Lema técnico de Algebra Lineal
LEMA 1.5.1
Sea A:VxV —V un tensor simétrico sobre el espacio vectorial de Lorentz V.

Supdngase que A(u,u) es proporcional a u para todo vector luz u de V.

Existe entonces una Unica 1-forma oceV*, ¥y un Unico vector aeV tales que:

Alv,wl=<v,w>a+B(v)w+B(w)lv para todo v, weV

Idea de la demostracién:

Haremos la demostracién para dimensién de V igual a cuatro:

Evidentemente los tensores del tipo de arriba pertenecen al espacio
vectorial T de los tensores A:VxV —V tales que V(u,u) es proporcional a u pa-
ra todo vector luz u de V, y la aplicacién:

va*a(a,B) ———>(A(a,6):V><Va(u,v) —<v,w>a+B(v)w+B(wlveVieT
es lineal e inyectiva, por lo que dim Jz8.

Si probamos por algin procedimiento que dim J=8 habremos concluido.
Fijada (eo,el,ez,es) base ortonormal de V, e identificando cada vector £

con sus coordenadas (60,51,62,&'3) tendremos:
ME =AY & ghe
ij k
k . k LSNPS R
Sea A" la forma bilineal en V con A (§,§)=AiJ £ €.

Por hipétesis para cada vector luz &€ existe un nimero y(£)eR tal que:

A"(§,§)=A'i‘j gl &)=y (£)e* para k=0,1,2,3,4

y se tiene para h,ke{0,1,2,3,4} y para todo vector luz &:
£°a"(£)=€"2" (&)
Como la dimensién del espacio de tensores simétricos VxV —V es igual a 40,
sera necesario obtener 32 ecuaciones lineales independientes en los
coeficientes Al_:. de los tensores de J. Sea AeJT:
ImponiendJo la condicién §°A1(§)=§1Ao(§) a la coleccién de vectores luz:
u1=(1,0,1,0), u2=(1,0,—1,0), u3=(1,0,0,1), u4=(1,0,0,—1)
efiod 4), o fiond 1)

V2 V2 V2 V2

en los que §°=1, §1=0, se deduce Al(ui,u_‘)=0, i=1,2,3,4,5,6. obteniendose el

sistema:



R S +A'  +oa!  +oa! =0
00 02 03 22 23 33
L 2ooa +on! +A!  son!  +on! =0
00 02 03 22 23 33
1 son!  +2a! +A'  +on'  +A! =0
00 02 03 22 23 33
! son!  -2a! +A1  son! A -0
00 02 03 22 23 33
Byt = Ayt — By # A+ AL 4p Al <0
V2 V2
A(l)o - A<1)2+_£ Acl)s +_é_A;2_ %Aés é A:1<33=0
V2 V2
Que equivale a: A1 (é) A1 (%) A1 (g) A1 (é) A1 (g) 1 (g) 0.
00 02 03 22 23 33

De forma analoga se obtiene:
2 (1) 42 (8) p2 () 42 (10) ;2 (11) ,2 (12)

A A A A A =70

00 01 03 11 13 33

a8 (13,3 (14) 3 (15) a3 (16) A3 (17) 3 (18) 0.
00 o1 02 1 12 22

Rescribiendo ahora las funciones Ak queda por ejemplo
gy wleopl 20,1 1 1 .2 ,1 .3 2oy 020 p2 20, 22 ul 22 02,2 .3
A(§)=¢ (2A01€ +Au€ +A21€ +A31€ ), A(&)=€ (ZAOZE +A22€ +A22€ +A32€ )
y la condicién €1A2(€)=€2A1(§) para vectores luz &, implica:
1,2 0501 20,1 21 41 22,1 3y 1.2 .2 .0 ,2 .1 ,2 .2 ,2 .3
£¢€ (2A01€ +A11g +A21€ +A31€ =€ (2A°2§ +A12€ +A22€ +A32€ )
Tomando una base de vectores luz con €1€2¢0, se concluye:

1 (iQ)AZ ,Al (—E-O)AZ, A1 (gl)AZ’Al (EZ)AZ
01 02 11 12 12 22" 31 32

A

y aplicando analogo razonamiento intercambiando el 2 y el 3, queda:

1 3 5
Al (23) A3 A (54) A° Al (E ) A3 ) Al (Eé)AS
01 03 11 13 21 23 31 33

Hemos ya obtenido ya 26 ecuaciones independientes.
Las 1ltimas 6 ecuaciones afectan a los coeficientes de la forma bilineal

A°, Aplicando al vector luz £€=(1,1,0,0) A°(€)=A1(€) y a (1,-1,0,0) A°(€)=A1(§)

. 0 (27),1 0 ,0 (28),1 .
se obtiene: A (2 )A y A +A (z )A . Analogamente:
01 o1 00 11 1
29 ] 30 0 (31 ] 3
Ao (= ), 2 A +AO (= ), 2 A (= ) 3, +AO (=2) 3
02 02’ 00 22 22 > 03 03’ "00 33 33



APENDICE |l

Transporte de formas de volumen
En lo que sigue, %:I=[0,a]—M es una curva (al menos continua) en

M, 7(0)=p, ¥y © es una forma de volumen en T M.
P P
&I1.1 Transporte respecto a un Operador divergencia localmente trivial.

DEFINICION II.1.1

Fijado un operador divergencia localmente trivial (ODLT) div en M, se
define el transporte paralelo de Qp a lo largo de y como una funcién Qt) que
hace corresponder a cada tel una forma de volumen Q(t) en Tar(t)M"
verificando las propiedades:
TPO) U 0)=Qp.
" TP1) Para cada toeI existe (U,Q) trivializacion local de div y £>0 tal que:
Q(t)=(¥(t)) para todo tel con |t-t0|<e

Usando la Observacién 1) de 2.1.1 es elemental probar:
TEOREMA II.1.2
El transporte de Q a lo largo de ¥, respecto a un ODLT div, existe y es
tnico. El transporte € tS construido se denotara por:
Qt)=( 7Qp) div( t)
EJEMPLO II.1.3
Si Q es una forma de volumen en M, y Qp=AQ(p), entonces:

(7Qp)divg(t)=hn(7(t))
TEOREMA II.1.4

Si Q es una forma de volumen en M, y div ODLT tal que

div=din+oc (para o 1-forma, necesariamente cerrada)

entonces:
t
*
00 ) 4y, (O [exp Joy (oc)] (1) divn(t) (1
Demostracion:

Podemos elegir Q de forma que Qp=Q(p). Supdéngase primero que a=dc en M.
Entonces div=din, con Q’=exp(c)Q y podemos elegir ¢ con o(p)=0, de forma que

Q(p)=Q_. Asi:
P P .
*

(392, 41, (=8 (1)) =exp [0(7(t)—0(7(0)] (D)= [exp | K (dm)] (19,

Como la férmula (1) del transporte es valida al menos localmente, se

concluye que el conjunto de puntos tel, tales que dicha férmula es valida es

abierto,(y cerrado por razones de continuidad) m



COROLARIO 1II1.1.5
Sean div y div’ ODLT con div’=div+8 (B cerrada). Entonces:

t
@2) g3, (P= [exp I

K (B>] (19,0, (1)

Demostracién:

Fijada Q forma de volumen en M, sea div=din+¢x, div’=din+oc’, entonces

B=a’-a, y se tiene:

(Vgp)div’ (t)= [exp I

I1.2 Transporte respecto a un operador divergencia.

t t

t * *
¥ (ou)] Q(ar(t))=[exp on (w)] [exp J.Oar (—oc)] (aer)div(t) n

0

Usaremos la férmula del corolario II.1.5 para definir el transporte

de formas de volumen respecto a un OD arbitrario:

TEOREMA (DEFINICION) II.2.1
Sea div un OD, y sean div, div’ ODLT. Supdngase:

div =div+a, div =div’+o’

Entonces:
t * t *
[exp J.Oar (oc)] ( 7Qp) div(t)= [exp J.Oar (a )] ( aer) div’(t)
a este valor comin se le denota por (y¥Q ) (t), y se denomina transporte

div
paralelo de Qp respecto al operador divergencia div .

Demostracion:

t t

Sea G(t)= [exp on*(a)] CERNOR S_2’(t)=[exp on*(a’)] (09 4110 (V).

Se tiene div’=div+(a-«’). Por II.1.5 se verifica:

t
(vgp)div’(t)z [exp -[0
y se deduce Q'(t)=Q(t) por simple sustitucién.m

7 ( oc—oc’)] ( aer) div( t)

COROLARIO II1.2.2

Si div, div’ son OD en M, con div’=div+a entonces:
t
*
(19,) 3 (0= [exp IO?, (o )] (19050, (0
I1.4 Operador divergencia de una conexién afin.
Una conexién V (no necesariamente simétrica) en M, induce un operador
divv:x(M)BX —>—Traza(AX)e5(M) con AX:x(M)aV —>T(V,X)—VVXG£(M)
que es un operador divergencia, que en coordenadas locales se escribe:
8X" i ok
divo(X)= 2= + X €T
v k jk
ax
Se puede probar que el transporte de formas volumen inducido por la co-



nexién, coincide con el definido por el operador div Sin embargo para

v
nuestro propésito es suficiente con lo siguiente:
TEOREMA 11.4.1

Sea V una conexioén, y Q forma de volumen en M. Entonces:

Q es un volumen para V si y solo si div_=div_.

v Q
En particular, V admite volumen global, si y solo si divv es trivial.
Demostracién:
Se ve facilmente que para cada Xe¥(M) es AX=LX—VX , que induce un

operador diferencial tal que AX(f )=0 para todo fej(M).
Asi, si Q@ es un volumen para V, y (Xl,...,Xn) es una paralelizacién local

de M, se tiene para Xej(M) por ser VXQ=O:

(LXQ)(XI,...,Xn)=(AXQ)(X1,...,Xn)=—z Q(...,AyX ,...)=(-traza AJQUX ,....X )

el reciproco se prueba de forma andloga. m

COROLARIO I1.4.2
Una conexion V en M admite un volumen local en un entorno de cada punto,

si y solo si el operador divv es un ODLT.



ApPeNDice i
Operadores divergencia y estructuras conformes y proyectivas
I11.1 Sobre el Lema técnico 1.3.2
Fijada la conexién 6-conforme V, y una 1-forma ocei*( M), entonces la cone-
xién ¥V definida por:
V=V, Y+a(X)Y
es conforme, y de hecho, fijado ge€ puede elegirse o de forma que la conexidn
U sea g-métrica.
Demostracion:

Sea 7:[0,a]—M una curva diferenciable, y X(t) un campo V-paralelo a lo

largo de . Probaremos que:
t
K(t)= [expj-y*a] X(t)
0
~ t *
es un campo V-paralelo. En efecto, denotando E(t)= expj—y o, se verifica:

dE “ s dE 0
e = Ee@), ¥ vw,x=v7,(1~: X)= g7 X + E a(7’)X= -a(y’)E+a(y’)=0

Por tanto ¥ lleva igual que V bases ortogonales a bases ortogonales por
transporte paralelo, y ¥ es conforme.
La cuestiéon ahora es, si fijada la conexién &-conforme V y una métrica
get, es posible elegir la 1-forma « de manera que la conexién V sea g-métrica.
La respuesta es ahora trivialmente afirmativa, si se tiene en cuenta que
divg =div_+na

v v

se concluye divg =divg. De la demostraciéon de 2.5.6

y tomando na=d1vg—d1v i

v

se concluye que V es g-métrica.

II1.2 Operador divergencia y estructura proyectiva.
TEOREMA

Dada una estructura proyectiva P en M, y div OD en M, existe una unica
conexién simétrica V compatible con P y tal que divﬁ =div.
Demostracién:

Sea VeP. Usando el Teorema 1.1.1 se ve que todas las conexiones (simétri-
cas) V compatibles con P se obtienen de la forma:

T Y=V Y+y(X)Y+y(Y)X
para y l-forma en M. Se prueba inmediatamente que:
divﬁ =divv+(n+1)7

asi es suficiente tomar (n+l)y=div-div_. m

v



II1.3 Operador divergencia y estructura conforme.
TEOREMA

Dada una estructura conforme € en M, y div OD en M, existe una tnica

conexién simétrica V compatible con € y tal que divﬁ =div.

Demostracion:

Sea V conexién g-métrica. Usando el Teorema 1.2.2 se ve que todas las
conexiones (simétricas) V €-conformes se obtienen de la forma:

V‘/XY=vXY+a(X)Y+oc(Y)x—g(x,Y)A
para o l1-forma en M y A el campo g-equivalente. Se prueba inmediatamente que:
leﬁ =d1vv+noc

asi es suficiente tomar noc=div—divv. ]



APENDICE 1V
SOBRE EL TENSOR DE CURVATURA DE UNA CONEXISN CONFORME
En lo que sigue M serda un variedad diferenciable con dimensién n=3.
8IV.0 Reconsideraciones previas sobre las contracciones de la curvatura.
Dada una conexién V en M adoptamos la siguiente definicién de tensor R de
curvatura:

R(X,Y)Z=-V_V Z+VYVXZ+V Z para X,Y,ZeX(M)

XY [X,Y]

Se define el tensor de Ricci por:
Ric(X,Y)=Traza [I(M)BV —)R(X,V)Y] para X,YeX(M)
La otra contraccién relevante de R es la 2-forma R:
R(X,Y)= % Traza[x(M)av —)R(X,Y)V] para X,YeZ(M)
que denominamos forma [caracteristica] de V.

De la identidad: R(X,V)Y+R(V,Y)X+R(Y,X)V=0, se concluye que:
Ric(X,Y)-Ric(Y,X)=n R(X,Y)
y por tanto el tensor de Ricci es simétrico si y solo si R=0.

Por razones de tipo técnico, nos interesa usar ahora una
modificacién del tensor <clasico de Ricci, que denominamos  Ricci
conforme y denotamos por Rc. Se define:

Rc=Ric-R
y coincide con Ric si y solo si (Rc) es simétrico, pues se verifica:
Re(X,Y)-Re(Y,X)=n R(X,Y)-R(X,Y)+R(Y,X)=(n-2)R(X,Y)
En particular Rc coincide con Ric para las conexiones de Levi_Civita.

En lo sucesivo, nuestro tensor Rc serda denominado nuevo tensor de Ricci.

81V.1 Tensores caracteristicos de un espacio de Weil. El Tensor de Weil.

En lo que sigue (M,E) es un espacio conforme, con dim M=n=3 y V, V son
conexiones simétricas €-conformes. Fijaremos una métrica ge®. Supondremos
(por comodidad) que V es la conexién de Levi_Civita de g.

Trabajaremos, sin embargo con una conexién conforme V totalmente general.

1.1 Notaciones generales
Se denota por ,[\:E:(M):BT —)T,[\EI:i(M) el operador subida de indices respecto
a la métrica g, en los dos iltimos subindices, y por (E:I:(M) —)I::i(M) la. cor-
respondiente contraccion.

Se define para TGE:(M) (s=1):

r+l

r+l
(

el operador @:E:(M) —)ES+1 M) depende solo de la estructura conforme €.



1.2 Notaciones particulares.
Por el Teorema 1.3.1, se sabe que existe una l-forma o« tal que:
§XY—VXY=oc(X)Y+¢x(Y)X—g(X,Y)A para todo X, YeX(M)
donde A=o, es el campo g-métricamente equivalente a a, es decir:
a: X(M)aX —g(A, X)eF (M)

En particular, si A=grad ¢, y a=do entonces V es la conexione de Levi_Ci-
vita asociadas a §=e20g.

Es trivial comprobar, que aunque V NO fuera la conexién de Levi_Civita,
persiste la existencia de una Unica l-forma «, tal que:

f/XY—vXY:oc(X)Ym(Y)X—(@a)(X,Y) para todo X, YeX(M)
No insistiremos sin embargo con este asunto.
En particular, si WEGIZ(M) es el tensor conforme de Ricci de V se denota:
RIC=6RceX (M), y SC=E(RTC)eY (M)
por tanto se tiene: »
RIC(Z,X,Y)=g(Z,X)(Rc)(Y), SC(X,Z2)=g(X,Z)Sc , X,Y,ZeX(M)
donde Sc=€(Rc,)=E€(Ric,) (ya que Rc=Ric-R y R es antisimétrico)

Naturalmente, las mismas notaciones sin barra, se refieren a la conexién
de Levi_Civita V, (en la que por cierto Rc coincide con Ric). En adelante,
g(X,Y) sera denotado por <X,Y>.

El tensor Q=Va-a®a, desempefiard un papel importante en lo que sigue:

Q(X,Y):=(VXoc)(Y)—(¢x®¢x)(X,Y)=X<A,Y>—<A,VXY>-<A,X><A,Y>
Llamaremos a Qq, Q, y por tanto podemos escribir:
QX)=V, A-<A,X>A.
Finalmente serd denotada por q=€(Q) a la contraccién de Q.

Usando el teorema 1.3.1 se obtiene tras algunos cdalculos:

1.1 Tensor diferencia D=R-R.
Si R y R denotan los tensores de curvatura de las conexiones V y ¥

respectivamente, y definimos D(X,Y)Z=R(X,Y)Z-R(X,Y)Z, se verifica:
D(X,Y)Z= {Q(Y,Z)+<Y,Z><A,A>}X

—{Q(X,Z)+<X,Z><A,A>}Y

+<Y,Z>Q(X)-<X,Z>Q(Y)

-(da)(X,Y)<Z,W>
En particular podemos escribir:

<D(X,Y)Z,W>=
{Q(Y,Z)<X, W>+<Y,Z>Q(X, W)}-{Q(X,Z)<Y, W>+<X, Z>Q(Y, W)}+
+<A, A>{KY, Z><X, W>-<X, Z><Y, W>}-(da) (X, Y)<Z,W>.



1.2 Contracciones del tensor D
Existen dos contracciones basicas del tensor D:
1.2.1 TRAZA(Z — D(X,Y)Z)=nR(X,Y)-nR(X,Y)=nR(X,Y).
Se tiene entonces la expresién 1.1 de D(X,Y)Z:
R(X,Y)=Q(Y,X)+<Y, X><A,A>~{Q(X, Y)+<X, Y><A, A>}+<Y, Q(X)>-<X,Q(Y)>-nda(X,Y)=
Q(Y,X)-Q(X,Y)+Q(X,Y)-Q(Y,X)-nda(X,Y)=-nda(X,Y). Por tanto:
da=-R

1.2.2 Tensor diferencia E=Rc-Rc .

La contraccién €D del tensor D, viene definida por:
(ED)(X,Z):=TRAZA{Y —D(X,Y)Z}
y representa la diferencia: (€D)(X,Z)=Ric(X,Z)-Ric(X,Z). un calculo demuestra:
(€D)(X,Z)=(2-n)Q(X,Z)-{q+(n-1)<A,A>}<X,Z>+R(X,Z)
Por tanto el tensor E(X,Z):=Rc(X,Z)-Rc(X,Z) admite la siguiente expresién:
E(X,Z)=(2-n)Q(X,Z)-{g+(n-1)<A,A>}<X,Z>
Nétese que Rcp-Reqa=E,=(2-n)Q-{g+(n-1)<A,A>)Id, y geE,=RIC-RIC

1.3 Funcién diferencia Sc-Sc.

Contrayendo E, se obtiene (SE,P:%—SC:
Sc-Sc=(2-2n)q+(1-n)n<A,A>.

En particular se deduce, eliminando q entre 1.2 y 1.3, y despejando Q:

1.4 Una expresién para Q:=Vo-o®a

Q=- % <A A>g+ 1

5h {Rc-Rc)

{SC-SC)+

1
2(1-n)(2-n)
Teorema 1.5

El tensor diferencia D(X,Y)Z=R(X,Y)Z-R(X,Y)Z admite la expresién:

_1
n-2

1

D(X,Y)Z= {[%(X,Z)Y—ch(X,Z)Y -] [ RelY,Z)X-RelY,Z)X ]}+

+

> {[m(z,x,Y)—RIC(z,X,Y)J - [EIE(Y,Z,X)—RIC(Y,Z,X)] }+

1 —_ ___
+ (n——l)—(n-z){ {S C(Y,Z)—SC(Y,Z)] X- (S C(X,Z)—SC(X,Z)] Y}
+R(X,Y)Z
Demostracién: De hecho se tiene:

1
n-2

1
n-2
+ Sc-Sc

{n-1)(n-2)

<D(X,Y)Z,W>= {E(X,Z)<Y,W>-E(Y,Z)<X,W>}

{<Z,X>E(Y,W)~<Z,Y>E(X, W)}

{KY,Z><X, W>—<X,Z><Y, W>)

+R(X,Y)KZ,W>



1.6 Construccién del Tensor de Weil
Sea:

G(X,Y)Z= —nf—z [ﬁE(Y,z)x—%(x,z)Y+m(Y,z,X)-m(z,x,Y)]

1 — — ,
+ T3 [SC(X,Z)Y—SC(Y,Z)X] +R(X,Y)Z

y C(X,Y)Z=R(X,Y)Z+G(X,Y)Z. Podemos denotar por G y C los correspondientes
tensores para VY, y se tiene:
C(X,Y)Z=R(X,Y)Z+G(X,Y)Z
por 1.5 se verifica:
D(X,Y)Z=R(X,Y)Z-R(X,Y)Z=-G(X,Y)Z+G(X,Y)Z
luego C-C=R-R+G-G=D+G-G=0, y C=C es un tensor que no depende méas que de la
estructura conforme &, y se denomina tensor de Weil.

Para una conexién G-conforme V cualquiera, viene definido por:

C(X,Y)Z=R(X,Y)Z+

nlz [ch(Y,Z)X—Rc(X,Z)Y+RIC(Y,Z,X)-RIC(Z,X,Y) +]

+ (n—l;m [SC(X,Z)Y—SC(Y,Z)X] +R(X,Y)Z

1.7 Propiedades del tensor de Weil.

1.7.1 El tensor de Weil C goza de todas las propiedades de simetria del
tensor de Curvatura R.

1.7.2 Todas las contracciones del tensor de Weil son nulas. En particular, el
tensor de Weil C coincide con el de curvatura R si y solo si el tensor de
Ricci es idénticamente nulo.

1.7.3 Si la dimensién n de M es 3, entonces el tensor de Weil es nulo.

1.7.4 Si (M,g) tiene curvatura seccional constante, entonces el Tensor de Weil
es idénticamente nulo.

8IV.2 Estructuras conformes planas y localmente planas.

Una conexién simétrica V en M se dice plana si su tensor de curvatura es
identicamente nulo. Si M admite una conexiéon V simétrica, plana y G-conforme,
se dice que la estructura conforme es plana. Esta conexién es de hecho local-
mente métrica, y define en el entorno de cada punto una métrica plana compati-
ble con € (determinada salvo constante multiplicativa no nula).

Diremos que € es localmente plana, si en cada punto peM hay un entorno U
tal que @IU es una estructura conforme plana.

TEOREMA 1

La estructura Conforme € es localmente plana, si y solo si su tensor C de

Weil es identicamente nulo.

Esto exige algunos prerequisitos.



