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CAPITULO VIII : ELEMENTOS DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA

INTRODUCCION:

En el espacio afin intuitivo tridimensional EL imaginemos dos planos afines P y P’

paralelos, y un punto ¢ no situado sobre P P~°.

d
. X S5i x es un punto de P, la recta (o0,XxY no es paralela

\ 2 //”/ a P (ni a P’) y corta 2 P’ en un punto x°. La aplica-
cién P x—» x€P° es una biyeceidn que transforma
- c rectas en rectas. Por el Teorema Fundamental de la
. geometria afin, se conocluye que f es una aplicacién
afin, y se denomina proyeccién cénica (paralela) de P sobre P:
Imaginemos ahora que P no es paralelo a P°. La aplicacién f antes descrita parece
a primera vista que transforma rectas en rectas, ;Es aplicacién afin?.
//flik\ Un anélisis m&s detenido muestra que los puntos de la
< o recta R'interseccidén del planc Pi (que pasa por el
,'/w‘ o punto ¢ y es paralelo a P°) con el plano P, no tiene

imagen en P°: Si r¢R , la recta (o,r) es paralela

2 a P°y e induce por tanto una "direecién" ¥ ° en di-
© ‘/// ) cho plano., Parece natural asignar al punto r dicha di-
v'/' £~ °£\ reccién , y escribir f(r)=o".
AX¢* \\ Por otra parte, los puntos de la recta R® intersec-
\\ ‘ clén del plano P (que pasa por o y es paralelo aiP)

\
\\ ///4:con el plano P, no son en principio imagen de nin-
) ~gin punto de: P. Si reR”, la recta {(c,r") es paralela

\_,‘

P; a P , e induce una direccién ¥ sobre dicho plano.
Parece natural asignar como imagen de ¥ el punto r’, es decir f( & )=r’
Los elementos X y i ° se denominan puntos del infinito (de P y P’respectivamente).
Denotando por P y P’ a los planos P y P "ocompletados™ por los puntos del infinito
correspondientes, la aplicacién f descrita anteriormente, aparece como una biyececidn
de P en p'; y se denomina proyeccién oSmica (no paralela) de P en P”.
Néteée que f no induoce éplioacidn afin entre P y P", pero sin embargo conserva en
éierto sentido las rectas. Las aplicaciones de P en P’ verificando esté bropiedéd
se denominarén aplicaciones proyectivas. Las transformaciones proyectivas de F_es—
tablecen la geometrfa proyectiva del plano, que incluye en un sentido que més tar-

de explicitaemos, a la geometria afin.
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Estableceremos el conocepto de espacio proyectivo mediante la adjuncién de los pun-
tos del infinito (6 direcciones) a un espacio afin. La geometria proyectiva no
distinguird entre puntos ordinarios 8§ puntos del infinito, y el espacio proyectivo
abstracto se identificari con la familia de rectas de cierto espacio vectorial.
ﬁesde este punto de vista,las propiedades proyectivas apareven como las propieda—
des de los espacios vectoriales que hacen intervenir rectas.

Bl interés del estudio de la geometria proyectiva, se centra en tres aspeotos fun-
damentales:

l.~- Las propiedades de incidencia de subespacios son mas sencillas que en geometria
afin.

2+« La posibilidad de enviar puntos al infinito, para obtener un espacio afin en el
cual dos subespacios son paraldos si y solo 8i su interseccién esti formada por pun-
tos del infinito&?égermite obtener propiedades afines con técnicas de geometria
proyectiva.

3e= La dualidad, que permite por ejemplo en un planoiproyectivo intercambiar bvajo
ciertas condiciones las palabras recta y punto en enunciados de proposiciones que

hacen intervenir propiedades de incidencia.

1. ESTRUCTURA DE ESPACIO PROYECTIVO

l.1 Puntos del infinito de un egpacio afin

—————

X es ﬁhségﬁééib afin sobre el K-espécio'
- A
vectorial X . X denota la extensién vectorial
P X
canénica de X, y ms:X—~>K es la aplicacién

masga.

l.1.1 Definicién
a) Sea,g? el conjunto de rect,s del espacio afin X. La relacidénm de paralelismo “//"
induce sobre X una relacién de eqiiiivalencia. 8i Re¢ R se denota por °6R =
='fR'/ R//R’} a la olase de equivalenocia definida por R en & ,y se denomina punto
del infinito (de R). El conjunto de =9§07 es el conjunto de puntos del infinito
de: X, ¥y se denomina hiperplano del infinito.

- 3
b) Una direccién del espacio afin X, es una recta veotorial D de X. Pe escribe P(X)

para denotar al conjunto de todas las direcciones de X

La relacidén entre puntos del infinito y direcciones, viene explicitada en la siguien-

te proposiciént
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1.1.2 Proposicidn
La correspondencia Oéx‘B o6 g— ié P(S(v) es una aplicacién bien definida y biyec-
tiva.
Demostracién:

-y <y
Nétese que si R, R’< 94 se tiene la equivalenciazs o/chvR'@ R=R".

1.1.3 Observacién
La viyecocidén anterior permite identificar cada punto Dd’Ré de con la ,direceién
—I? de la recta R (NRs E ). Si A es subespacio afin de X con dimensién mayor que
cero, el conjunto OJA se identifica con P(Z). Esto permite esoribir la inclusién
09y <04y

1.1.4 Definicién
Se denomina extensién proyectiva del espacio afin X, al espacio X = XU%’X =X UP(i).
A la pareja (;f,M‘X) se le denomina espacio proyectivo afin. Por abuso de notacién
se escribe a veces que Ii = (i,wx) es un espacio proyectivo afin.

l.1.5 Notacién

. 2 - n & N o o M s e A
3i E es un espacio veotorial y e ¢B, escoribir [ ej significa que e ;‘ Oy

.

¢

o o \ 1 A - A ) . 2
lel=Ke={Ae /AcK, P(E)=4[8] : @<E - O:, es el conjunto de rectas vect., de E.

El siguiente teorema permitird "ver" la extensién proyectiva de un espacio afin
como el conjunto de rectas vectoriales de su extensién vectorial. Esto motivars
la definicidén general de espacio proyectivo.

l.1. 6 Teobema

o . -~ A 1
La aplicacién "/?:X -.0;-» X , tal que T] Gc)a[i] si XeX-0 ¥y N (x)= ms(i)r Tex

Bnd

A
para ’ﬁé X -X , es una aplicacién que verifioca la propiedad:

-1, A N~
1 1(:xc) V40] es una recta veotorial de X para cada x<X.
. /

T / - Demostraciéns
/Z:’ﬂ(??r
Y =R Nétese que si x€X, es TI(x)=x y T () x)=x para to-
X ) /‘/i do X €K~ 0 . Asf n’l(x)um) =(x] .
/P —_ 0./ ;;’:_9_ // Por otra parte, 77-1( , )U{o}z X para cada A/é"dx =P(X)
- o

— 7(3
1.1.7 Corolario '
La aplicacién I: X3% > W-l(i)u{oﬁeP(ﬁ) es una aplicacibn biyectiva.
Esta biyeccién permite identificar cadra pﬁ.nto Eéi’ con su imagen I(X)é€ P(}’(\),

¥y escribir por ejemplo la igualdad x = Lx:} para x é&X.

Demostracién:

Siix,%x ¢X T L% S e -1,~ ~ .
X1 9%, _)y es xlyéxz sy entonces 7 (xl)(\T'\ (x2)=¢ , por tanto I(xl )#I(xz)

la sobreyeotividad de I es evidente.
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1.1o8 Ejemplos 1

X
a) Considerese el modelo analftico cartesiano An(K)cAn={ 1} Xie K}, ¥y su exten-

xo 7 n 0
. A X
8idn vectorial canénica An =\) ’fl H Iié K} +« Entonces 4 a{[:,l\ H] xié K}',
X, *n
y %e A \/u . xo 1
*n x

La aplicacién T An-{o‘] - A viene definida pcrﬂ[ ! = xl para xo% 0 4, siendo

x
X g 0 n 5%
Xi- i- y ¥y L = 3
© n *a 1
La identificacién 1.1.7 permite escribir ! =1 s+ ¥ por tanto
x 0 n xn
? xo # M ‘ xl
A ={|"1]l: x.¢ K ,x #0 = :xeK}.
n x_ i 0o ) % x, i

Se denomina a Anu(xn,ol ) modelo analftico n-dimensional de espacio proyectivo afin.

n b'd
. Y A
b) En particular para n=1 se tiene Al {Yx]_] H xie KT y OJA;{[IJ}

La recta proyeciivo afin Al ge identifica con el conjunto K KUN} de la formas

¥ )
(xﬂn -;cl €K =i xo#‘ O, vy [ Ols% si x,=0. & X se 1le denomina extensién pro-
1 o X

yectiva del cuerpo K.

1.2 Bl espacio proyectivo

La construccién anterior sugiere la siguiente definicién general:
1.2.1 Yefinicién
Un espacio proyectivo es una terna Eu(E,ﬁ,ﬂ ) en dondes:
- E es un conjunto |<‘ioev:121:1':‘.nado conjunto de puntos
- ﬁ s un egpacio vectorial no nulo que denominamos espacio vectorial asociado
-1 B ~<0}— E es una aplicacién suprayectiva denominada proyeccién, tal gue
\‘I-l(x)Uﬁo\I es una recta vectorial de E para cada x¢BE .
Si la dimensién de E es finita igual a n%l , se dice que E tiene dimensién n,
y se escribe dim(E)=n .

Es habitual también decir en estas condiciones, que la proyeccién 11 da estructura

de espacio proyectivo, al conjunto de puntos E.

1.2.1 Ejemplos
1) 5i X es espacio afin la proyeceién M : X \0}—5} de 1.1.6 , da estructura

de espacio proyectivo a X sobre X.a8f X= (x, X, ).

N A A »
2) Si E es espacio vectorial no nulo, la aplicacién L J:E-40128 —> [e)ep(E)
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Pt ~ ~ ~
da estructura a P(B) de espacio proyectivo sobre E , y se escribe P(E)=(P(B),E,L 3).

x
3) Bn particular tomando Ea=2 (K)=A ={</} )'x & K% , se denota a P(E) por P (K),

y se denomina modelo analitioo n-dimensional de espacio proyectivo.
" x

Los puntos de P, (K) son de la forma (-xo3 (se sobrentiende ( ) £0)
n

El ejemplo 2) es el m&s general posible, como vamos a ver a continuacién:

l1.2.3 Proposicién
A -
Si B=(E,E, ) es un espacio proyectivo, la aplicacién ItEser> N l(e)UfOW éP(ﬁ)

es aplicacién biyectiva.
La demostracidén es la misma que la de 1l.1.7

1.2.4 Observacidn
La viyeccidn anterior, permite identificar en la practica cada punto e&E ocon la
recta vectorial I(e)= Frl(e)UfO}; En consecuencia si 6¢ E —{0OY escribimos poe
abuso de notacién '7(&)=[e}-Con &ste convenio , podemos suponer que E es el espa-
cio proyectivo P(ﬁ) descrito en 1,2,1 2), y escribimos EcP(ﬁ) cuando se sobren~

tienda T1 .

2. SUBESPACIOS
2.1 Definiciones
2.1.1 BSea X espacio afin. Si A es subespacio afin no vaoio de X, entonces A es espacio
afin, y cabe considerar su ektensién proyeotiva Z = AUN =4 UP(K) .

~y A -~y ~
Si 4 es un punto, entonces A ={07 y convenimos en esoribir P(A)=P(0)=¢ , y A = A,

Si A= § convendremos en que A = #.

2.1.2 Definicién
En las condiciones de 2,1.1 se dice gue A es un subespacio proyectiveo afin de X ,
¥y se denota por SA(i) a la familia de dichos subespacios (incluido el subespacio

vacfo ‘§ ) .

La siguiente proposicién pretende motivar la definiocién general de subespacio de

un espacio proyectivo:

2.1.3 Proposiocién
~ . -~ -1 ,~ n '
Si A es un subespacio proyectivo afin de X, entonces M ~(4)vS0) = 4 es la exten-
8ién vectorial del subespacio afin A de X,
Demostracidén:
-1 ,~ -~
Si acH (A) entonces 17(2)€4A , y hay dos posibilidades:
1

si (a)€A , entonces a=
ms(a

P
;-gekc._zk s ¥ por tanto Qéﬁ .
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si TI(3)¢ P(K) entonces M (3,)—-: [?a,]q? s ¥ por tanto éei cl/l\ .

La otra inclusidn se demuestra de forma anfloga.

Sea E=(E,§,T1 ) un espacio proyectivo y A un subconjunto de E, La proposicién anterior
sugiere la siguiente definicién general:

2.1.4 Definicién
Se dice gque A es un subespacio proyectivo de B, si W-l(A)U(O\Izﬁ es un subesgpacio
vectorial de ﬁ.
En estas condiciones 1la proyeccién T'IAs /A -{oﬁ:A—-{;Oh—wA da estructura de
espacio proyectivo (si A#@) al conjunto A , y (si dim A es finita) dim A = dim A -1,
Si A=¢ entonces ﬁ ={Oﬁ y convenimos en asignar a A dimensién igual a -1 .

Se denota por SP(E) a la familia de subespacios proyectivos de E,

2.1.5 Cbservaciones
1) Utilisando el abuso de notacién establecido en 1.2.4 , para un subespacio pro-

yeotivo A de E se tiene la igualdad A=P(A) siendo A = n‘l(A)U10‘1 .

2) Los subespacios proyectivo afines de un espacio proyectivo afin X son subespa-
cios proyectivos de X , es decir 3“A(I~()C’5P(f). OBservese que si A es subespacio

afin de dimensién finita , se tiene dim A = dim T =dim i -1 .

2.1.6 Proosicién
Sea A subespacio proyectivo del espacio proyectivo afin X . Si A = ANX # @ , en-
tonces A es subespacio afin de X, y ’Z =4 .
Demostracidn:
Por hipbtesis es 7-1-1(.7&)0{0&:;3 subespacio vectorial de 5{\ . 5i acAnX , enton-
ces a=T1(a)e AnNX , y reciprocamente , si acANX es a =n(a)¢ ANX , y se tiene
por tanto: ¢ £ ANK = ANX = A $ as{ por 1.4.1 (Cap VI) A es subespacio afin de
X oon extensién vectorial A s Y n_l(K)UfO)z A= T"l-l(K)UKO}. La igualded A=A se

deduce de forma inmediata por 3a sobreyectividad de .

2.2 Reticulo de subespacios

A
B=(BE,BE,T]) es un espacio proyectivo

sobre el cuerpo K, y GP(E) denota

a la familia de sus subespacios.

Como cuestién previa se establece el siguiente resultado:
2.2.1 Proposicién
5i SL(ﬁ) denota al reticulos de subespacios vectoriales de E , entonces la

aplicacién A @ 3P(E) 2454 = n-l(A)U{o‘Jé jL(ﬁ) &s biyecTiva,
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Denotando por P: 5L(§)~>~5P(E) a la inversa de N, se verifica la identidad
A=P(R) para cada A& gP(E) .(Nétese que la igualdad A=P(&) es consistente con

ta identificacidén de 2.1.5. 1))

Demostracidn

La aplicacién A es claramente inyectiva. Veamos que es sobreyectiva:

Si Ve SL(ﬁ) , sea A= Ti(V=-{0}). Entonces A = \'\-l(A)U{O]:V , ya que si
veV-{0} es h(v)€A y por tanto ve Tl.l(A). Recfprocgmente, si ac€ T‘!_l(A) , en—

tonces N(2) = aech =M (V-{0}) y existe ve V={0) con a =n(v). @s{ %, v estén
en la recta vectorial Trl(a)U{O] contenida en V. En particular aieV’.

N6tese que la aplicacifn P vieme definida por Pt L(E)> Vi 1 (V-{0)€ §P(E). S
V=0 entonces P(V)=f.

Teorema
Si (Ai)iél c 3P(E) es una familia de subespacios, entonces A--—_f\Ai es subespa
1eT
cio pmyec¥ivo de E y se verifica @.=/7 ﬁi .
JeTl
Demostracién
A - - - ~
En efecto , 4 = n L(A)V{0f= 1 T( N a,)vlof= M (1~ a)uo ) = MNi .
rer 1 : i er 1
&7 +
Vefinicién

a) Si S es un subconjunto de E , se llama subespacio proyectivo generado por S ,
al subespacio (S), interseccién de la familia de todos los subespacios proyectivos
de . E que céntienen a S. -4 ff’»;""")ﬁ-g eatiale, Zg'/"'ﬂ"7=/{ﬂ”"'m"">

b) Si A y B son subespacios proyectivos de E se define la suma A+B =(AUBY .

La estructura reticular de f]P(E) viene establecida automiticamente por medio
de la siguiente proposicién:
Proposicién
5i 4,B& gP(B) , U,¥e §L(E) se verifica:
A
i) AcBeAcB 5 UcV&P(U)P(V)
N\ A
ii) A$B = A48 5 P(UsV)=P(U)+P(V)
Demostbracidn
i) Si A¢B, es 1 (A) €777 (B) , y vor tanto Ac B . Reciprocamente:
~ ,
si AcB es M(B-{0)) = AcB:n(B oi0) .
VY ~ e
ii) Como ACA¥B y BCASB , por i) se tiene ACA$B y B'CA4B , por tanto
AL~
A4B € ALB,
AN A A ~nn
Por otra parte P(A4B) contiene a P(A)=A y a P(B) =B , por tanto P(A$+B) contiene

P ~A A P
a A4B=P(A4B), es decir, A+BDOA4B .

Las deméds afirmaciones se deducen del hecho de ser A Ybiyectiva y P= A~
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2+2.5 Corolario
(9P(E),%,N) es un retfculo -isomorfo (segfin la aplicacién A ) al reticulo
( 3L(§),+,(ﬁ) de subespacios vectoriales de E.

P~ ~ A
Consideremos ahora el espacio proyectivo afin X =‘(X,X,77) con la familia de
sus subespacios proyectivo-afines 3A(i)=
2.2.6 Proposicién
La aplicacién ~ 2 GA(X)> A Ae jA(i) es una aplicacién biyectiva, y se verifi-
ca para A,B¢ G A(X):
i) 8i ANB £ ¢ entonces AAB =ANB sy ¥ oS =04, N,
. AnB A B
ii) AcBea L B
~ ~ A~
iii) A¥B = A + B
Demostracidn
La biyectividad de la aplicacién ~ es evidenmte.
. . —_ —
i) Si ANB # ¢ entonces por . . (Cap ) es AnB = ANB , y se tiene:

L =g - >
= n = =0‘
U P(ANnB)=P(A) N P(B) AnMB , ¥ por tanto

ANB = (AnB)u 4 = (AN B) (ooA/\%dB)=(AU°dA)0(BU%‘B);Kn’ﬁ.

AMB
1i) AcBev AcBewP(A)c P(B) e AT .

iii) es consecuencia de ii)

2.2.7 Observacién Para un espacio afin X de dimensién >1 ,
Lka familia _jA(i) con las operaciones 4+ y /) no tiene estructura de reticulo.
Rsf por e jemplo dos rectas paralelas se cortan en un punto del infinito gue no

es subespacio proyectivo-afin

2.3 PSrmulas de dimensidn

Si A es subespacio del espacio proyectivo B-; ¥ la dimensién de A es finita, enton-
ces dim A = dim’& -1, es decir dim P(ﬁ)=dim/K -1 para cada subespacio vectorial
de ﬁ. Este hecho y el teorema 2.2.4 permiten establecer trivialmente el siguiente
resultado:

2.3.1 Teorema
Si A y B son suvespacios proyectivos de E con dimensién finita, entonces el subes-
pacio A4B +tiene dimensién finita , y me verifica:

dim(A4+B)= dim A 4+ dim B - din(ANB)

Demostracién |
Sea A=P(1) , B=P(B) . Por la férmula de dimensiones para subespacios vectoriales
(4.3 Cap I) se tiene dim(A + B)= dim A + dim B - dim(AnB), por tanto:
dim(A+B)=din(P(2)4+P(B))=dim(P(A48) )=dim(A+B)-1 =¢dim & -1)+(dim B - 1)-
—(dim(ﬁ//\\B)-l)=dim A $+dim B - dim(AOB).
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2.3.2 Corolario
a) Si dimE=n , dimA =p ,dimB =q y dim (ANB) = r entonces:
max(~1,p+a-n) < r< min(p,q) (1)
b) Reciprocamente, si p s Q4 son ndmeros entros con -l<p<n , -l< gq<n , y B
es espacio proyectivo n-dimensional, entonces para cada entero n verificando las de-
sigualdades (1) , existen # y B subespacios proyectivos de E +tales que dim A = p

dimB=q , y dim (ANB) = r.

La demostracién es evidente del resultado andlogo (4.3.3 Cap I) para subespacios

vectoriales,

2.3.3 Observacién
La formula de dimensiones 2,3.1 para subespacios proyectivos, contiene implicita-
mente la correspondiente férmula para subespacios de un espacio afin:
Si A,B son subespacios del espacio afin X con AnB=f , entonces AnB =P(K)NP(B)=
=P(ANE) , y din(AnB)=dim(EnB)-1 , asf Aim(A+B)=dim(4+B)=dim(A+B)=dim A tdim B -
- dim(AnB)= dim A +dim B -dim(ZnB)-1 .
Cuando ANB # ¢ la férmula se deduce trivialmente de 2.2.6 i)

3. CORRESPONDENCIAS ENTRE ESPACIOS PROYECTIVOS

E‘:(E,ﬁ,n )’ E'=(E" ﬁ’,nl) denotan
espacios proyectivos sobre los cuerpos

XK y K'respectivamente.

Las técnicas de traduccién proyectiva de elementos de la geometria vectorial, y de
extensién proyectiva de elementos de la geomefria afin, utilizados en epigrafe an-
terior, se desarrollan ahora en forma paralela para el estudio de las correspon-

dencias naturales entre espacios proyectivos.

3.1 Conceptos preliminares

Sea T:E—E una aplicacién semilineal con niicleo ker géﬁ # ﬁ. Si %éfﬁia entonces
t transforma la recta vectorial (%] en la recta vectorial [?(iﬂ , € induce por tan-
to una aplicacién natural f:P(E)—P(ﬁ)a [i]ké[%(i)]é P(ﬁ') . Bsto motiva la siguien-
te definicién

3.1.1 Befinicién
Sea N =P(N) subespacio proyectivo de E (N£B). Una correspondencia semilineal pro-
yectiva de E en B con centro N , es una aplicacién f:E-N—vE® tal que existe

A A ~
f:E K’ aplicacién semilineal con ker f = N de forma que el diagramas

f;'/ff———~£L—~4V Zf/
\ ~

f

3
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3.1.3

3.le4

VIiI-1lO

) » s ’ .’ -~ INPE
ew conmutative, es decir f.M =n’. f , d también F([x])={?(xi} para

tode (xJ€E-N,

Definicidn

En las mismasg: . condiciocnes de 3.l.1

a) Si Nef se llama a f aplicacidn semilineal proysctiva,
Ndtese que en este caso es ﬁ={0}=ker ? s ¥ por tante P:E—E’ es
una aplicacidn inyectiva,
b) Una aplicacidn semilineal proyectiva y suprayectiva, se demomina semi-
homografia.
Bbviamente se suprimird el prefijo ®ssmi" cuando F sea lineal,
c) En particular las homografias de E en si mismo se denominan transfor-
maciones proyectivas

L I d
d) $i_escribimos T1(f)=f , entonces 1) define una aplicacidn de
[ , . . . ,
FL(E,E")={0Yen el conjunto de correspondencias proyectivas de E en E

que denotamos por CP(E,E”).

Ejemplos

a) Si E es un espacio vectorial tridimensional, y ?:EHA-E es upa
| proyeccidn vectorial con base &1 plane
R y direccidn la recta ﬁ,entonces N=P (1)
"es un punto de P(E), y R=P(R) es una rec=-
.ta proyectiva. La aplicacidn f=T](f) de
E=N en E transforma cada punto x &€E=N
en  (N,x>/R.
‘Seltrata de la proyececidn cdnica de centro
N y base é. Mds adelante haremos un estu-
dio general de éste tipo de terresponden-
cias.
b) Una cerrespondencia proyectiva f entre Pn(K) y P%(K) viene defini=-

da por una matriz A ¢fFL(nt+l,m+l) de forma que:

x/ CX X
.0 A . 0 . s IR

: ;,)= A <: siempre que A (v sea no nulo.
xn' Xn Xn

Probaremos que el conjunte CP(E,E’) de correspondencias proyectivas de
E en £ tiene estructura natural de espgcio proyectivo:
Teorema
& Al + 7 .
a) Si ftE~— E’ es aplicacidn lineal no nula, entonces para todo A& K= 0

es T1 () F)=T](F).
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b) Recfprocamente, si ‘Y, « FL(E,E’) verifican T)](¥)=TI(+) entonces
‘7L

existe A€ K=?0] tal que SL =A 50 .
Demostracidn:
a) Claramente es ker F = ker()‘?), y para cada xeg E-N se verifica
[?(Q)}:[) %()2):[: [( L\ F) ('f()] . Esto prusba la afirmacidn.
b) Por hipdtesis ker(f =ker<f =ﬁ s Y para todo Q‘&E-ﬁ se verifica:
[%(?()]z[‘f(?()] , es decir, %(3‘():);( V(?{.) para cierte /l;ééK - 0.
Se probard que )2 --)! &K= 0 para todo Xé ’E\'.-'Ri. En efecto; sea l'gl un com=
plementario e‘n/ﬁ de Q s ©s decir, E:ﬁ@lﬁ. Si Q,Ayéﬁ-ﬁﬁﬁ’, llamando
N = Ax ,(ﬁ,=AAy s 88 facil probar que X 5& si (%X,y) es ;.d. .Cuando
(x,y) es l.i , se verifica gue (‘f(ﬁ),y9(§)) es l.i (pues si Uz/ﬁ\f(§)+
\% >0 (y) , es /324- v;\ve,&/\ M= 0). Sea ),z ))A(*;’ , se tiens:
& 50(52)4-/5\70(&')" ‘f(§+9)= FP ()44 p (%), por lo que & .-=/‘$ =} » vy por
tanto Aa = ) para todo e
Finalmente, si X¢ E-(D}, escribimos %=ném con Sé:ﬁ‘,‘ﬁ<?ﬁ s ¥ S€ veri-
Fica < (X)= ¢ (M4 (A)= 0+ ) P(R)= A ()= ) » (%).
Observacidn
El teorema 3,l.4 admite una version obvia para correspendencéas semili=
neales proyectivas, cuyo enunciado y demostracidn dejamos al lsctor como
e jercicio., El siguiente resultado es inmediato a partir de 3.l.4
Corolario
La aplicacidn th:FL(E,E')-fdP~W CP(E,E”) define en CP(E,E’) una es~-

tructura de espacio proyectivo.

Identificando como en l.2.,4 f con 77-l(f)V{03, para fe& CP(E,E”), pode=-

mos escribir f=(?] donde T7(f)=f , y as{ puede establecerse la fdrmula ge-

nerals (115 = [F (%))
que refleja todo 8l contenido de 3.1 , si se utiliza el convenio l.1.5

Correspondencias proyectivas y subespacios

f= (f] denota una corresponden~-
cia semilineal proyectiva con

centro N=P(ﬁ), entre los espa=

cios proyectives E y E7,
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Definicién
a) Si A es un subespacie proyectivode E no contenido en N , se llama imagen per
f de A, y se denota por f(A) al conjunto {f(x) / x €A-N ﬂ « 51 ACN escribimos
f(A) = 4.
b) Si A” es subespacio proyectivo de ' °, se denomina imagen inversa por f de A",
y se denota per f-l(A') al conjunto{ x€¢E / f(x)&A’, 6 x¢N T.

-1
Provbaremos que f(A) y £ (A’) son subespacies proyectivos.

Teorema
Sean A y A’subespacios proyectivos de B y E° respedtivamente. Entonces:
N
1) £(A) es subespacio proyectivo de E* y f(A)=§(K). Ademés si f(A)#f , la aplica-
cién f/A:A~(ANN)® x -y £(x) £(A) es correspondencia proyectiva de A en f(A)
pA
con centro ANN , ¥y f/Asz/&J. P
- . -1 r=l o,
2) f 1(A?) es subespacio proyectivo de B, y f (A%)=f (&)
Demostracién:

Teniendo en cuenta la conmutatividad del diagrama de abajo, se tiene:

E-Ne— >SE'
“T“IT ﬂT”
CEZA —— E 4o
1) 1ot (£(a))ut0)= 1 (e (a-W) J020y= F(TTH(a-N))V103= F(T1TH(R)- T (W))u40)=
?(ﬁ - ﬁ)U%O?= £(4 - %)U ?(ﬁ):?(ﬁ). Ademis ker(f/ﬁ)=ﬁf\ﬁ y £/A verifica la
conmutatividad del diagrama: 4 -NnA i«—@-ﬂ-—* 1[/'4) ;
T4 T R A/J\ 77»’(4)
F-Rof Aty 2/F)-104

,—-1

-1, ~ ) P . -1, -1, , A n-l ~1, . o
2) 1(f 1(A'))Uf0}= T l(f 1(A YUN)UOY=TT (£ (A°))UN="F (M ° "(A°))UN =
- - .
T A -iopy 7 (0)-F (R
3.2.3 Comentarie
N Si ANN =¢ la aplicacién f/A:A »f(A) es una semi-
2 homograffa. Asf en el ejemple 3.1.3, la proyeccién
»
- cénica en el plano proyectivo de centro el punto N
)
R e ¥ base la recta R, induce homografias de R, en R pa-
ra cualquier recta R1 que no pase por el punto N.
3.2.4 Corolarie

3.2.5

Si B es de dimensién finita, entences dim f(E) $dim N = dim E - 1 .
Demostracién:

A ~ o~
fs consecuencia de la férmula dim (im f)4dim Ker(f)=dim E , y de 3.2.2
Proposicién

a) Si A y B son subespacios proyectives de E , entonces f(A4+B)=f(A)+f(B)
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b) Si A’y B’ Son subespacios proyectivos de E° entonces
el asm)=r" (a4t ()
c) Si (al,...,ar) es un sistema de puntos de E, entances
f((al,...,a£>)=<f(al),...,F(ar)> en donde se sobrentiende que si
a, € N, es F(ai)=¢ .
Demostracidns
a) ?fgzé)a?(KI§)=?(ﬁ4§)=?(E)+?(E)=ETZ;IFEB). £l resultado se obtiene
por la biyectividad de A .
b) 9e prueba de forma andloga
¢) Por induccidn se prusba trivialmente a partir de a) que para A, sub-

i

espacios de E , es F(Al+...+Ar)=F(Al)+;..+F(Ar). Tomanda A;= a, se ob=

tiens la conclusidn buscada,

3.2.5 Observacidn

3.3
3.3.1

36342

En particular se deduce que una semihomografia transforma rectas proyec-
tivas en rectas proyectivas.La afirmacidn reciproca es en general cier-
ta y constituye el segundo teorema fundamental de la geometrda proyecti-
va,

Proyecciones cdnicas

Sean B y N dos subespacios complementarios de E, es decir, B+N=E vy
BNN = f.

Para cada x<€ E=N , por el teorema de incidencia 2,3.1 se ve que

(x$N) " B es un punto de E. La aplicacidn T7:E=N>5>x+— (x$N)e B<E defi-

ne una correspondencia proyectiva en E que denominamos proyeccidn cdni=-
ca de dentro N y bas B. Em sfecte:

Las condiciones B4N=E y BN N & @ se traducen vectorialmente en la

A A A »
fédrmula B®N= E, Sea 71 :E—YE la proyeccidn vectorial sobre B con di-

“/ (] reccidn N . Probaremos que T1 =[],
| 51 x=(%]e E-N , es 71 (X)e ((K1@N)NB ,
. - ; i AL A ~
P A y [(3)]€ p((510 R) N B)=(x4N)N B =TT (x).
3 o 7?/5\/// . nlg)

Extensidn proyectiva de aplicacicnes semiafines

Definicidn

Sea f:X—»X’ una aplicacidn semiafin. Una correspondencia semilineal
proyectiva f de X en X’ se denomina extensidn proyectiva de f, si
F/X=FtX—> X",

Teorema

Dada la aplicacién semiafin f:X—>X’ existe una Unica extensidn proyec~

~

tiva f para f. Por oetra parte se verifica:
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i) ?A%X =[?j si f no es constante

ii) Si f es constante , el centro de f es Oy
A AR <. . . . s .
iii) f=(f] siendo T :X— X’ la extensidn vectorial de la aplicacidn semi-

fin f.

Demostracidn:

Sea N=ker ? , N=P(ﬁ). Supdngase que existe la extensidn proyectiva £ de

f 4 ¥ probemos gue ?/Q& queda univocamente determinada por ? .

Sea X€0y y R una recta afin de X con direccidn E:ly;

a) 5i ¥ £ N entonces f(R) es una recta afin de X “con direccidn
éz;)=?(ﬁ)= 5y &/'=[?](0/). Por otra parte F(R)=F(RU4v))=
=F(R)U{?(N )T es una recta proyectiva de X° que tiene al mencs dos
puntos comunes distintos cen la recta praoyectiva §?ﬁ)=F(R)Ll§u'}. Por
tanto F(R)=F(R) y o’=(F](x )= F(o).

b)Si &« &N, y a&R entonces ' f(R) consta de un Unico punto f(a), .y

?(E):f(RU{W7)= Fla)u L F(x )} es subespacio proyective de X’”. Como no
existen subespacios proyectivos formados soloc por dos puntos, se con-
cluye que & bien f(a)=f(&) & bien ?(0<)=¢ « Probemos que solo ésta
posibilidad es factible:

Si ?(w)#ﬁg, el razonamiento anterior sirve para probar que f(x)=?(W )&
& X’ para todo x € X, y se concluye que f:X—¥X" es aplicacidn constante
N=ker F = X , ¥ f(X) es un Unico punto de XJ Por 3.2.4 el centro M

de T es un hiperplandde X, y estd contenide en OJX (ya que f estd de-
€inida en todos los puntos de X) por tanto N=<MX=N y flo¢ )=«

Esto prueba la unicidad de f , y los apartades i) y ii) del teorema.

Para concluir la demostracidn es suficiente probar que Lﬁj es una ex-

\ tensidn proyectiva de f:

f/ww7;“mfj7i ¢ /f\;;/’;P77 Para cada x €X (identificando x con (xJ)

o Iy L — s g
A g 4 S . ~ -
e se verifica: L?]([x]):[f‘(x)]:{_f‘(x)]=f'(><)-
A T T Ty
X El siguiente resultado es una caracteri-
, — R S é ’
4§§/ . _7411 m~%’ A zacion de las correspondencias semili-
Ve e %//

neales preyectivas que son extensidn
f proyectiva de aplicaciones semiafines:
3,343 Teorema
Si ¥ es una correspondencia semilineal proyectiva de X en X’ tal que
P () 0y POLes,

miafin de X en X  tal que

., entonces existe f (dnica) aplicacidn se-
F
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Demostracidn:

~

Sea (f=[f] y ﬁ :X—X" semilineal. La caondicidn \P(<¥x)<;°é » implica

A #, q" . .« € . . X .
que !f(X)C-X s, ¥ la condicidn LP(X)i.Q&,permlte concluir que existe
a €X tal que (?(a)¢_?'; Multiplican-
PN

- cando ‘Y por una constante adecuada
. 4

(A== ) pod
LS ey e 8 su ner ue
ms ( &P(a)) po mao PO g

\ﬁ(a)é X’ manteniendo la igualdad
kP=|:\'P:\ . Para cada x&X se tiens:
P (x)=§ (a43%)= P (a)# (aX) € X7

As{ t{(X)C X“y por . ¢7X =f:X~—¥ X" es aplicacidn semiafin con

I d A g ~ Pal
extensidn vectorial Y . Por 3.3.2 iii) es F =[@].

3.3.4 Proposicidn

Si f:X-->»X " es aplicacidn semiafin , A subespacio afin de X y A “subes-
pacio afin de X “se verificas
T ~ ~
i) f(A) = f(A)
"l ’ ’V-l o,
ii) £ "(A7)=f “(A")
Demostracidn:

A A
il\Teniend@ en cuenta que f= 7 y A = A se tiene:
A o~ FFe %

F(R)= f(a) =F(R) = F(A) = F(R) , vy

La demostracidn de ii) es andloga.

an fr—(\K):'?(K)o

Composicion de correspondencias semilineales proyectivas

Sean f y g correspondencias semilineales proyectivas de centros respec-
tivos Ny N* ,F{E~-N-—E”’, g:E'~N—> E”"°, Se verifica el siguiente resul-
tado:

Teorema

Si F~1(N') # E entonces la composicidn de aplicaciones g.f define una
correspondencia semilineal proyectiva de E en E°” con centro F-l(N').
Ademds si f=[f], g=[%] se verifica g.F:[ﬁ.?] .

Demostracidn:

Ndtese que Q.f ('>'<\)=0£==’>?’(3<)e ﬁ%—b?é?‘-l(l/\l\') = ?im') , V¥ se tiene
para x=[X]¢E - F-l(N'):

(Q.F)(x)=g([?(§)))=[($.?)(§)] y asi g.F:[ﬁ.?jes correspondencia semi-
linsal proyectiva,

Los resultados que siguen tienen ya demostracidn casi inmediata
Corolario

i) La composicidn de aplicaciones (semilineales) proyectivas, es apli-
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cacidn (semilineal) prayectiva.
ii) La composicidn de (semi)homografias es (semi)homografia.
Corolario
El conjunto GP(E) de transformaciones proyectivas de un espacio preoyec-
tivo E , tiene estructura de grupo respecto a la composicidn de aplica-
ciones. El operador [ ]:GL(€)9 ?L4V[ﬁ]é GP(E) es un homomorfismo su-
prayective de grupos cuyo nicleo es el subgrupo Z(E) de homotécias
vectoriales de E,
Coroclario
Sean f:X-»X" g:XZ> X7 aplicaciones semiafines. Entonces Gef= Q. f
Demostracidn . -
g.f =(6.7)=[8].[F]= G.F
Corolario
Dado 2‘2(2;C%X) espacio proyectivo afin, el conjunto de transforma-
ciones GA(X):-{? / f éGA(X)& es un subgrupo del grupo de transforma-
ciones proyectivas GP(X), isomorfo al grupo afin GA(X).
Por otra parte GA(X)= {@éGP(X) / F(o/x)zodx% .
Demostracidn
Es consecuencia inmediata de 3.4.,4 y 3.3.3
Observaciones
a) E1 grupo proyectivo GP(E) establece una actuacion natural sobre el
conjunto 5P(E)r de r-dtuplas ordenadas de subespacios.
Un invariante completo de la clasificacidn para r=1 es la dimensidn.
Para r=2 las diferentes clases describen las posibles posiciones rela-
tivas entre dos subespacios descritas ya en 2,3.2 . Estas afirmaciones

se deducen de forma inmediata a partir de ., . (Cap )

b) La geometria proyectivo afin de un espacic afin X viene definida per
el grupo GA(X) subgrupo de GP(X). En virtud de 3.4.5 , la geometrfa pro-
yectivo afin es la pr&pia geometria afin mirada desde un punto de vis-
ta proyectivo. Todos los teoremas y conceptos de la geometria afin de-
sarrollados en la seccidn precedente, tienen una traduccidn precisa en
el lenguaje proyective afin.

Por otra parte en X puede hablarse de propiedades 0 conceptos afines(in-
variantes por GA(X)) y proyectives (invariantes por GP(X)). La razdn

simple es un ejemplo de concepto afin no proyectivo. E1 concepto de

subespacio es proyective (y por tanto afin)
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CAPITULD IX * GEOMETRIA ANALITICA PROYECTIVA

Los sistemas de coordenadas homogeneos permiten representar en forma
analftica los &lementos de la geometrfia proyectiva de un espacic abs-
tracto de dimensidn finita n,y describirlos como elementos de la geome-
tria proyectiva de los modelos analitiuos PH(K).

Estos sistemas de coordenadas deducidos inicialmente a partir de bases
vectoriales, se pueden obtener a través de ciertos sistemas de puntos
denominados sistemas de referencia proyectivos, que desempefian en geome-
tria proyectiva el mismo papel que los sistemas de referencia afin en
geometria afin., A partir de aqui se establece de forma natural una ver-
sidn proyectiva del primer teorema fundamental, que aplicado al caso de
rectas proyectivas da lugar al invariante"razdn doble" que es caracte-
ristico de una estructura proyecdtiva.

Por otra parte, los sitemas de coordenadas naturales en un espacio afin
dan lugar a sistemas de coordenadas homogeneos sobre su extehsidn proé-
yectiva,uy- establecen la geometria analitica proyectivo afin , que

serd desarrollada en forma paralela a lo large del capitulo.

‘E=(E,E,T1) denota un espacio

' proyective, y X=(X,Q@x) un es-

- pacie proysective afin, ambos de-
1Finidos sobre el cuerpo K, y de

1dimensién finita n.

l. SISTEMAS HOMOGENEDS DE COORDENADAS

1,1 Coordenadas homogeneas inducidas per una base vectorial

®m> M>

AU
)>eAn(K)

~ A ~ . P ~ o )SO ~ ~ X‘O (
Sea £=(€ y...8_) base vectorial de E, y h = [ |:E>8ty| !
a) n X Xn(

el isomorfismo de coocordenadas definido por la igualdad:
[aY
e = Zidxi(ﬁ)gi para 8¢E
. L£=0
1.,1.1 Definicidn

Xp
A la homografia h =[h] = {;-} : El—an(K) se denomina sistema de coor-
n

denadas homogéneas inducido en E por la base vectorial 'g

l.1.,2 Observacidn
De la definicidn anterior se delice inmediatamente 1la siguiente equiva-

lencia para cada ec E: '

h (e)= 4’}<@» =[Xoeo+...+Ahgé]

w
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1.1.5

1.106

IX-2
Proposiciom )
a 2y ., . A .
Sean £ =(Q ,,,,,Q‘) € =(e’y.eeye’) dos bases de E, Entonces , los sis-~
] n 0 n N

temas de coordenadas homogéneas h y h’” inducidos por 2 y </ coinciden
si y solo si existe A e K-{0Y tal que §C=) g (es decir e{:zkei para
i=0yeeeyn)

Demostracidn

si 2’:)\& para A #0 entonces Aﬂ'= 35, y h=(ﬁJ= [)ﬁf]=[hj= he .
Rec{procamente: si h=h’ por 3.1.4 (Cap VIII) se deduce gue existe A #0

/\ ,\’ - A ’ 4 ’
tal que h= 2h’. En particular se tiene, h(gi)= A'ﬁ (gi)z

B\ /0
=A i = X es decir ‘2£= /xgl para cada i=0,e¢eeyn &
Ag 0
Observacidn
A A

Si £ es base de E s Se escribe .E, =[€J= J]/\é‘/). & K-QDL((-[. Por la propo-
sicidn anterior , cada &£ se corresponde biunivocamente con un sistema

de coordenadas homogéneas.,

E jemplo

"”f__ ~ ~ e
La base candnica &8 =(I ,...,1 ) de A da lugar a un sistema de coor-
0 n
A-° Ao Ao’
denadas homogéneas hi:P ~» P  tal que h | ]: : }para todo [i &P
n n Au >’h )ﬂ-« n

Coordenadas homogéneas cartesianas

: .z = > . .
Un sistema de referencia afin Ei:(ao,el,...,en) en el espacio afin X
con coordenadas cartesianas: i
h ="} :Xx—¥a
X n

n XO
s . . ~
induce un sistema de coordenadas (cartesianas) homogéneas h = en

n :
X 5y ya que £ es base de X . h es justamente la extension proyectiva

del isomorfismo afin h, y se tiene:

Ao J 1
. ' _ - _i A
Siacx nla)=| & a=[le t et t)e ] = ot Fooybee et e
2}

Q

n

5i X & <& h(o )= ] (:370(=[/\e fevt e ]
X ) 1 n
A
Por tanto X.= gl para i=l,.,..yn para puntos del espacio afin X.
o
Al fijar el sistema de coordenadas homogéneas cartesianas podemos pasar

P~ e ~r o
a trabajar (por medio de h:X—> A ) sobre el modelo analitico A .
n n
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1.2
l1,2,1

1.2,3

IX=3

Coordenadas homogéneas baricentricas
Sea & =(e0,...,en) un sistema de regerencia afin sobre el aspacio X
con coordenadas baricéntricas h = (xn):X;;wB (véase ., . (Cap ))
Caia £ es base de Q, induce un sistema [xnl =hs R-ngn de coordena-
das homogéneas (baricéntricas). La relacidn entre ambos sistemas de
Coordenadas viene dada por X; = ;ﬁi~ para puntos dsel espacio afin X.
3%% *j
Fijado el sistema de coordenadas homogéneas baricentricas en X podemos
pasar a trabajar al modelo baricentrico proyectivo afin gnz(gg, QQB )
" X - “ : n
donde: (xc]) : 2. x.=1}={(’;‘°J : Fix, 407
Al IR N Xp?  ime
Xg X0 “
8, "'{(x ]: Xi€ K} » g =§{x] : éﬁ“xi =U}
n n n
Dependencia e independencia proyectiva
Definicidn
", Sea ¢ =(eo,...,er) un sistema de puntos de E
a) Se dice que el punto e< E depende proyectivamente de & si e € <€
se escribe entonces e d,.p € o
b)‘El sistema & se dice proyectivamente dependiente , si existe
e €€ tal que e d.p (&=(e)) , y escribimos entonces £ p.d
c) Se dice que el sistema & es proyectivamente independiente (p.i) si
no es proyectivamente dependiente,
La dependencia e independencia proyectiva, estd intimamente ligada a la
depemdencia e independencia vectorial, teal como se indica a continuacidn:
Teorema
Sea Ezz(eo,...,er) un sistema de puntos de E. Supdngase eizfQJ para
i=0,40eyT Yy sea £ =(§;,...,gr). Entonces:
i) Ssi ezfé\‘JEE se verifica : e dop&¢p e d.l g .
ii) pei B.i
Demostracign: "
Es inmediata si se tieme en cuenta la igualdad (eo,...,er> =<fgo,...;g;> .
Definician

Un sistema ¢ =(e y...8 )J)CE se denomina generadoe de £ si se verifiga
0 r

(E > =E . Un sistema generador e: independiente, se denomina base (proyec-

tiva)de E,
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ledel

IX-4
Como consecuencia inmediata de 1,2,2 se tienes
Teorema
Con las mismas hipdtesis de 1.,2.2:
a) & es base de E &=y € es base de E
b) Todas las bases de E tienen n+l puotos .-

c) Es vdlido un teorema de extension de bases proyectivas

Corokario
Si £ es un sistema de puntos en un espacio afin X, las afirmaciomes
gue siguen son equivalentes:

i) & es afinmente independiente (en X)

ii) ¢ es proyectivamente independiente (en X)

Demostracidn

~

A
Observese que ¢ a.i en X &7 & lsi en X &y € peoi en X

Sistemas de referencia proyectivos

Definicidn

Un sistema de puntos é::(eo,...,en;e)c.E se llama sistema de referen-
cia proyectivo si cualguier subsistema formado por n+l puntos de € es
proyectivamente independiente.

El interés de los sistemas de referencia proyectivos radica esencialmen-
te en el hecho de que inducen de forma biunivoca sistemas de coordenadas
homogéneas:

Proposicion (Definicidn)

Sea ’g =(§0,...,gn) una base de E‘, ei=fé£] para i=0,.,sen , y e=(&] don-
de. € = 30+...+§n. Entonces i'=(eo,...,en;e) es un sistema de referencia
proyective de E, A £ se le denomina s.r.p inducido por E‘ en E,
Demostracidn

Claramente (eo,...,en) es p.i. Probemos por ejemplo que (el,...,en,e)
es proyectivamente independiente:

Si A‘gl+..& A;gn+/xg =0 entonces ,Aé;+(A +A4)gi+...+(A +A“)gﬁ =0 , vy

PN
como £ es l,i se concluye gue /\=0 y /\4.—.,.,=,\A=0
Estableceremos ahora el resultade reciproco

Teorema

Si ¢ =(eo,...,en;e) es un sistema de referencia proyective en E, exis-
e

te una base £ que induce a ¢ . Por otra parte dos bases vectoriales

A

2/ . . . . .
€ y € inducen el mismo sistema de referencia proyectivo, si y sola-

A, A
mente si existe 4 € K={0y tal que € ‘= NE .
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Bemostracidn )

fﬁt //// Fijemos Qé;g-407 con e=[§}. Como (e en)
//i /// es p.i, entonces E se descompone en 36;;.éiiec-
f}’/ "5334 // ta de rectas vectoriales: E= 9063...®en sy Y BXis=-
/ L/jg// ten Unicos 3 ¢é ey tales que e=6 +...+§n.
Zﬁﬁ/g\T <, R Si algin Qj es nulo, el sistema (°°'83 l,e ...)
-~ 5 \\\\\\\ €S ledy, ¥ (eeey®, 98 .,.900s) €S ped en contra-
PN . =17 541

diccidn con la hipdtesis,
’ 2 A 7~ A
Asi E=(e secese ) es base de E que induce el sistema & .,
Si A'—(e ;...,e )=}r2 para cierto A¢ K- 0%, entonces
[e ] [)e ] [e.]-e , vy e’=[e ....+e } rA (e $..048 )] =[8]=e

- A
Por Ultimo, si des bases €y €° 1nducen el mismo sistema de referencia

proyectivo E = (eo,...,en,e) se verifica, e = J [e ’ existe A{e K-toY
tal que 6{: Iél para i=0,.ee9N.
Por otra parte, é= [5'4...+e ] [g to..40 j y existe A é K= ?D} tal que

+...+e = )e 4...+,A8 = A 0% ... A e, » Y por ser E base , es
A -W>Q“ooo'—4xa .

l,3.,4 Comentario
En virtud de 1,3,2 y 1.3¢3 existe una biyeccicon natural entre los siste-
mas de referencia proyectivos £ vy los elementos de la forma [gjpara
g}z(g;,...,gn) base de E, y esto permite identificar ambos objetos,
Asi escribir & =[€ |, significa que f::‘eo,...;en;e) es el sistema

-,

de referencia proyective inducido por & .

X
0
Nodtese por otra parte gue el sistema ds coordenadas homogéneas h—[ }

. 0 17
ihducido por € viene caracterizado por: h(ei)=Ii= 1}, h(e)= [.J
i 1
0
1,3.5 Teorema

~ >
i) Un sistema de referencia cartesiano é.=(eo,31,...,en) sobre el esw-
pacio afin X, d@lugar a un sistema de referencia proyectivo(cartesiano)
1 : - .
[§]= 54:(80";;’en;8) » donde Bizteiié‘wk para i=l,eee9n ", Yy
8=eo+el+ooo+en-
ii) Reciprocamente, si 55(90,...,en;e) es un sistema de referencia

(™
proyectivo en X tal que eo,e &X vy el,...,en& o entonces

?
~ X
€ es cartesiano ( es decir , existe ¢ sistema de referencia carte-

siano tal que ¢ =V§j )
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Demostracidn
i) Es evidente (si se identifica cada punto x¢ X con la recta[kj).

LK) .» 3

ii) X se descompone en suma de rectas vectoriales de la forma,
= -

X=e &9...€98n s Y por tanto existen eie e i=l,.eeyn tales que
—> T

e e=e
0

. 3 r'd . s .
no nule, pues caso contrario € no serfa sistema de referencia proyecti-
(\—
voe £ =(e ,el,..;,a ) es el sistema de referencia buscado, que eviden-
o} n

e . = - .
l+...+en, es decir e=eo+el+...+en » ¥ necesariamente cada e, es

temente es unico,
l1,3,6 Teorema
~
Sea & =(eo,...,en) un sistema de referencia afin en el espacio afin X.

N
Se verifica entonces que € =[£ | =(eD,...,en;e)C'X , siendo

1
g = 25 e. el baricentro de (e_,eseyse2_) ( se supone K de caracte-
'z n-l-l A o n

ristica distinta de ntl)
Demostracidns

4
e - _ _L -] = 1
Notese que s_[eo+...+egj—[.n+l(eo+...+en) ,;?EFEE e, o

2, GEOMETRIA ANALITICA PROYECTIVA

2,1 Ecuaciones de correspondencias preyectivas, Primer Teorema Fundamental,

Aunque el desarrolo de éste pardgrafo puede hacerse para el caso semi=
lineal, nos cefiiremos por razones de claridad al caso lineal. De cual-
quier forma la generalizacidn al caso semilineal de las cuestiones
fundamentales, es tan obvia come trivial,

2.1.1 E y E’denotan espacios proyectivos (sobre el mismo cuerpo K) de dimen-
siones n y m respectivamente, £ y E° son sistemas de referencia pro-

X0
yectivos queinducen coordenadas homogéneas h =z; }: E~——?Pn(K) y
n

L d

X
’ -0 td
h'= [:,} s ET—35P (K).
X m
m
Si f es uma correspondencia proyectiva de E en E” con centro N, existe

una Unica correspondencia proyectiva A de Pn(K) en Pm(K) con centro
h(N), tal que A=h:F.h-l, es decir, Ah(p)=h’f(p) para p¢E=-N , y por
3¢1e3 b) A es de la forma:

X X
. 5] .0 Al-O A
A.Pn(K)D[* 1L_a {A(*;>épm(K) » donde A& FL(n4l,m+l).

n
D . . ’ - .
2.,1.2 Definicion o %\ X’ )
En las condiciones de 2,1.1 , se dice que A {: = i, representa la
m

S@ tieme entences la siguiente definicidn:

X
]

ecuacidn matricial homogénea de la correspondencia proyectiva fy respec-
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"
to a los sistemas de coordenadas h y h’°, Las ecuaciones xf=2£, aijxj
J=o

(i=0,...,m) representan unas ecuaciones homogéneas para f.

Se escribe A=[A]= Mag,(f).

Comentario

La aplicacidn Mg ./ de CP(E,E”) en CP(n,m)={[R) : Ae FL(n+1,m+1)-f0&}

define una homografia entre espacios proyectivos, y ng =LME)EJ siendo
)

£ ==[g] y E&’= [E’J.

Como consecuencia de esto, el siguiente teorema tiene demostracidn inme-
diata.

Teorema

Si E, E’ y E"" son espacios proyectivos con sistemas de referencia
respectivos £, €7, &7 , f&CP(E,E”) ge&CP(E’,E”), se verifica en-
tonces :ﬂﬂkjiu (Q.F)=w%;£u(g) Mé;gf(F) |

Comentario

Si & es sistema de referencia proyectivo en E, la homografia Me =

M¢e de CP(E)=CP(E,E) en CP(n)=CP(n,n) aplica el grupo proyectivo
GP(E) en el grupo GP(n)=J([A]l: Ae GL(n+L)% gue se identifica con el gru=-

po proyectivo de Pn.
Si f&CP(E) , y Mg (F)=[RJ=~A las ecuaciones de f respecto al sistema de

rX A . .
coordenadas homogéneas h [;0] definido por & se escriben auln matricial-

*n X0\ Xg =
mente en la forma: [f~(: )}~ (: J
A - = 4
X X
_nl. n

Proposicidn
Sean X y X espacios afines sobre el mismo cuerpo K. Si f:X-—3 X° es

o~
aplicacidn afin, las ecuaciones de f respecto a sistemas de referencia

homogeneos cartesianos 1 Ut xo *XJ~A
Ol 4 9]l en Xy X" es de la forma ‘Z ( ) x'J
Xn xﬂ; t ‘1 *.l 8 Xn m
1 U Xq 1 _
en donde . _? X = . son las correspondientes ecuaciones
n m cartesianas,

4

ion: t .
Demosteacion 1 0 X x
Notese que las ecuaciones : )= K son las ecuaciones

de’?;

\

Veamos por Ultimo que una homografia entre espacios proyectivo#viene
determinada por los valores que toma sobre un sistema de referencia

proyectivo:
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Teorema (Primer Teorema Fundamental)
Sean E y E’ espacios proyectivos sobre el mismo cuerpo K, y con la
misma dimensidn n., Si E=(eo,...,en:e), E':(eg,...,eé;e') san sistemas
de referencia proyectivos en E y E” respectivamente, existe una dnica
homografia f:E-—% £  tal que F(ei)=e£ sy i=0yeeeyn vy f(e)=e’,
Demostracidn
Sean g:(go,...,gh) E':(gg,...,gé bases vectoriales con € =[€J , £°=[e'T
Existe T isaomorfismo lineal (dnico) de E oen £ tal que F(g\ﬁ=€"', ¥ la

homografia F=[ﬁ]:§-—~?E' verificas
F(ei)=[F]([§i} ).—.[f(é‘i)] =[ai']=e}para i=0,4..0,n y ademas

~ A A N~ Ay ~A, A, ’ 7’ d
= = teee = P = = .

fle)= f ([eo+...+en]) [F(eo +en)j [eo +en] é , asi f(E.) £
Por otra parte, si g:E —% E’ es homografia con g(€ )= €° , g=[§], es:

FA A AL . . - ArA Y Al :
g(ei)-Lg(eiﬂ —[ei]~ei ﬁyAex1ste )Xie F {0} tal que g(ei)- )iei para
. Ao~ I d g
l=0,ooo,no Pero g(e)=[g(eo)+'..+g(en)J=[A080+...+ Akenj =

o,

=[eo+...+3;]= e’, luego existe )¢ K-{0Y tal que

= /%o e;*-..‘!‘AHQLV Por ser ?’ base es J =)0 ="'=)’¢" s Y

=) f ; as{ g=f§]=[} %J:[%}=F. Esto prueba la unicidad,

Comentario
Si €f=(eo,...,en)) £’=(8;,...,eé) son sistemas de referencia afin en
el espacio afin X, se sabe (por el teorema fundamental({primero)de la
geometria afin) que existe una unica transformacidn afin gue enuwia ¢ a
N
£°. 5in embargo existen muchas transformaciones proyectivas en X veri-
4 . '
ficando €sta condicidn: Una por cada eleccidn de puntos e,e € X tales
’ ' d 4 - »
que (eo,...,en;e) y (eo,...,en;e ) sean sistemas de referencia pro-~

yectivos,

Ecuaciones de subespacios

Ecuaciones implfcitas de subespacios proyectivos Xq

Sea E un espacio proyectivo de dimensidn n, y h={; ] :E P—»Pn un sis=-
n

tema de coordenadas homogéneas inducido por el sistema de referencia
N
proyectivo € =[£] .
. A
8i A es un subespacio proyectivo de E con dimension n-r , y A=P(A), enton-

A » » 3 » k3
ces A es subespacio vectorial de E , y admite unas ecuaciones implici-

X
A A Ne .
tas en las coordenadas (de € ) h = (1 \ con (n+l)-(r4l) ecuaciones
X
n

lineales homogé€neas independientes , de la forma:
-.X.=D j-:l eeegl r . . .=r °
)lj j ’ ’ ’ 9((/le))

. J=o .
Al sistema anterior, se denomina sistema de ecuaciones implficitas del
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subespacio proyectivo A, que puede describirse de la forma:
. w
A="{ a.-.-..['é-’éE : Z/\ x . (a)=0, i=l,,,.1‘}.
J’:O l-J J

2,2,2 Ecuaciones implicitas de las extensiones proyectivas de aplicaciones

afines. 1
Sea ahora X =(X, odx) un espacioc proyectivo afin, vy (éq>un sistema
: n Xq
de coordenadas cartesianas con coordenadas homogeneas
X
n

Si A es un subespacio afin de X con dimensidn n-r, admite em las coor-

denadas cartesianas ecuacicnes implicitas de r ecuaciones lineales inde=-
pendientes: /%o+ )”Xl+...+«xmxn=0

; ()= r
/‘ra'!;/\nxl'!‘...-!-,km\:(n—_-g ?\ / )

Las ecuaciones de A ( y de’A = A) se escriben entonces:

/\.(p Xo'!' A“ Xl‘!'ooo'!' /\l"‘xn=0 L

Mo X ¥ dpx teeet hox =0 f

Fimalmente, las ecuaciones de &6A (y las de A =32A) son:
AI.I Xl+...+,\,Kxn=D 'L

A;IX1+"'+AVth=U

3.HOMOGRARLAS ENTRE RECTAS PROYECTIVAS: RAZON DOBLE
El estudic de las homografias en el caso particular de las rectas proyec-
tivas, es la clave para la determinacidn del concepto de rrazdn doble,
La razon doble es el invariante que desempefia en geometria proyectiva,
el papel andlogo de la razdn simple en geometria afin. La relacidn so-
bre una recta afin de ambos ,invariantes, permite dar estructura afin
canonica al complementario de un punto en una recta proyectiva,

3,1 Representaciones analiticas de homograffias entre rectas proyectivas

3.141  Sean A =p(A) ,~¢4’=P(2’) rectas hrd&ectivas~(evenfualmen%e coinciden=

tes) sobre el mismo cuerpo K. Suponganse fijados sistemas de coordena-

. *q . (o A
das homogeneas h= xqJ? h = ! sobre 4 y respectivamante,
1 /
La ecuacidn matricial homogénea de una homografia f: A es en vir-

| ¢ d)(% %o ° d) =cb-adf0 {
tud de 2,1.,1 de la forma: a b/\x) = | g con det|, L) =cb-a 4)'
1

X
. O -
Esto significa que el punto de coordenadas homogeneas X1 se trahsfor

Xo
ma por f en el de coordenadas homogéneas [x'} en la forma en que se indi-
1

ca en la ecuacidn anterior.
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3.1l.2 Proposicidn
En las condiciones 3.l.1 , la actuacidn de la homografia f puede descri=-

birse por médie de la ecuacidn bilineal:

o) (5 Ze)(3) - o e

que se denominan ecuacidn bilineal homogénea de f,
Demostracidn: ) N
t
Notese que se verifica la equivalencia: [ ]=[ .J > - X e =0
prpS S Ap 0

aplicando esto a la iqualdad:
(on+dxf =[xq se verifica ¢ ax_x'=cx x.4bx,x ‘=dx. x'=0 , que estd de a-
\ax0+bxl Xy oo 071l "1 171

cuerdo con la scuacidn (2).
3413 Comentario
La ecuacidn bilineal (2), significa gue la imagen de un punto con coor-

, A . . /
denadas homogeneas LJJviene definida por la recta vectorial en 4 que.

’

a -c \/x’
en coordenadas lineales (xo) tiene por ecuacién:()gh)(b v-d>(x%)-0

X
1 1 1
3e¢lse4 Supongase ahora que D y D” son rectas afines, y (x) ,(x,>son sistemas

de coordenadas cartesianas en D y D ‘respectivamente , y seanm

X "X
ol "o X .

{x } ( ,] los correspondientes sistemas de ceordenadas homogeneas carte-
1 L% . o
. . . ~ gy . . 1 ’ 1

sianas inducidos sobre D y: D° respectivamente, es decir, x= = * X =%

(8] o

con el convenie: , LX;- = od €K s S 1 A'eK—{U}.
Q

3.145 Proposicidn

4

(o] ol
En las condiciones de 3,1,4, si f:D—»0" es una homograffa con ecuacidn
homogénea matricial:
X
o
’ b"'d
{x } cb=-ad#0

C )-8

entonces la ecuacidn de f en coordenadas cartesianas se escribe en la

]

forma: », a + bx P
X '= —a (3) 0 bien
dxx ‘= bx + cx“+a =0 (4)

Lam ecuaciones (3), y (4) se denominanarespectivamente, ecuacidn carte-
siana, y bilineal cartesiana de la homografia.
Demostracion:

De la ecuacidn matricial de f se deduce gue para puntes con coordenada

X, Y x; no nulas (puntos prdpios) se tiene:
= i% _ axy ¥ bx1 _at b X1/ %, _ a + bx
X c:xo-!-dxl c +d xl/x0 c + dx

Las ecuaciones (4) se deducen directamente de (3).
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Observacidn

a) Si em (3) es df0 vy c4dx=0 (es decir x=--%), entonces

atbx = éﬁgﬁp #0 , vy x'=0, resultado all que se puede llegar por medio

Ql » entonces

de la ecuacidn matricial (1). Por otra parte, si x=%= (1

’
X =

d [ ]
b) La condicidn necesdria y suficiente para que f sea proyective afin,

es que d sea nulo,

Razon doble de cuatro puntos alineados

La razdn simple establece en geometrfa afin un invariante gue caracte-
riza la estructura afin del espacio y el grupo afin de transformaciocnes,
Un invariante andleqo en geometria proyectiva, no puede depender solo

de tres puntos:Por el primer teorema fundamental 2.1.6, trés puntos dis-
tintos alineados pueden ser enviados a otros trés puntos distintos ali-
neados arbitrarios mediante una adecuada homografia,

Cabe esperar que dicho invariante - la razdn doble- dependa de cuatro

puntos alineados,

La extensidn proyecgiva deinJEEEBNW.
K 5 K= KU{xyserd identificada con

Pl(K) tal como se indica en 1,1,.8

Tres puntos distintos (a,b,c) de una recta proyectiva A (sobre K) de-

terminan un sistema de referencia proyectiva, y un sistema de coordena-

das homogéneas h:di—> K s que es la Unica homografia (ver 2.1.,6) tal

gie h(a)= [é] =0, hib)= [‘ﬂw , h(c)= [ﬂ =1

Definicidn

En las condiciones de 3,2,1 , para cada xézﬂ se denomina razon doble -
[asb3x,c) al valor h(x)€ K , es decir:

[a,b;x,é] = h(x) |
Nétese que :[a,bja,c]= 0 , [a,b;b,é]:sé ,[},b;c,é] = 1

La propiedad de invariancia proyectiva de la razdn doble se deduce de

forma inmediata a partir del siguiente teorema:

Teorema

Sean Z[ yzaﬂl rectas proyectivas sobre el cuerpo K, (a,b,c) un sistema
de trés puntos distintes de 4 , y (a’yb", c’) un sitema de tres puntos
distintos de 4 , Sean ded , d’e 4.

!
La condicidn necesaria y suficients para que exista ped —> A homogra-
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f{a tal que f(a,b,c,d)=(a’,b’,c’,d”), es que [a,b;d,cﬁ= @',b';d',c:].
Demostracidn:

Considérense las homografias h:4 5 x+> r_a,b;x,c]é—_? Y

he:d's xﬁayta',bf;x',c'JéR . Notese gue h(a,b,c):lh'(a';b',c')=(0,ws,l)
Sea h(d)=/x , h'(d7)=A’, Tomando F=h'—l.h , se verifica si A =A “ que
f(a,b,dyc)=(a’yb’,d’yc”) . Reciprocamente, si existe g:dr—=d4 ~ tal
que g es homograffa con g(a,b,d,c)=(a’yb’,d’,c”), entonces por el primer

teorema fundamental 2,1.,7, se deduce que 9=F=h'-l.h s Y n particular

o(d)=tPr( M)=d"=n""H(N) , y A=A .

Definicidn

Una biyeccidn f:4 —» A  entre rectas proyectivas s Se dice gue conser-
va la razdn doble si para cualesquiera que sean los puntos (a,b,d,c)&i

A, a,b,c distintos, se verifica: [a,b3d,c]=(f(a),f(b);f(d),?(c)] .

Corolario

Si g:¢l - A” es una aplicacidn biyectiva entre rectas proyectivas,
son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) g9 es homografia
ii) g conserva la razdn doble

Demostracidn

i) «2yii) es consecuencia inmediata de 3.2.3

ii)=»i) : Sean (a,b,c,d)ed, a,b,c distintos , y sea g(a,b,d,c)=
(a”yb"yd"5c”). Por hipdtesis es [a,bjd,c]=la’,b"3d",c’], y por 3.2.3
existe una homografia f:4d —>A° tal que f(a,b,d,c)=(a’,b",d",c”). Pro-
bemos que g=f : Si xed (utilizando.i)=>ii) ) se tiene,
{a,b;x,d]%é',b';g(x),c']:[a',b';F(x), c']. Como la aplicacidn

h: 4 5 x%=la’b 3x",cJeK es biyectiva, se deduce que g(x)=F(x).
Yefinicidn

Sean E y E° espacios proyectivos. Una aplicacidn f:E—¥E’ se dice que
conserva la razdn doble, si transforma biyectivamente cada recta pro-
yectiva 4 de € en una recta proyectiva 4° de £°, y la aplicacidn
f/g :4 —>» A" conserva la razdn doble,

Lorolario

Una aplicacion proyectiva f:E —»E ‘conserva la razdn doble
Demostracidn:

bs consecuencia inmediata de 3.,2.,5 c) (Cap VIII), y de 3.,2.5
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Expresidn analftica de la razdn doble: Propiedades

Fijado sobre la recha proyectiva 4  un sistema de coordenadas homogé>
)ik
neash= X1 s A —K y ¥ dados los puntes distingeos (a,b,c)< 4 s poT

342.5 i), se deduce que para todo x¢ 4 ,[a,b,;x,c]:{p(a),h(b);h(x),h(cﬂ
y para determinar la razon doble, es suficiente conocer la fdrmula ex=
plicita para cuatro puntos en Pl(K)éf .

Teorema

s 5 (a°> b (b°> G (CD 5 =(; ) £ de P, (K) determi
ean a ={y, | b= b, c= o, X = vectores de Py que determinan
puntes a=[4),b =(6], c=(€], x=[X) de Pl(K) y siendo a,b,c distintos

se verifica entonces:

[a bex C]"‘ dat(ay?(): det(B,Q) CJHJ«&LW\/LW"G Bé-':;&d )Gﬁ;mev;
*Urtr )T det(4,8) det(B,t) N
.’ ‘3 A;‘: @ ) '3 V(- 4"‘5?
Demostracion: o
Yo

Fijado ?=(yl)e ai(K), se tiene por la regla de Cramer la identidad:

EA [ A A
/‘= /\A ,\; Ao B : ~ o= dEt E) La = det 2 .
y=4g a ﬁ/ y b con Ay det(3,B) *.° ¢ EEE%E?%% (1)
Por tanto, ( )aqg;/hﬁ B) es la base asociada al sistema de referencia
/7
proyective (a,b,c) (véase 1,3.3), y la homograffa h:K —Y K tal que
N

h(a,b,c)=(0, % ,1) es de la forma h=[h) donde h Sl(K)hmv E&(K) es

el isaomorfismo lineaﬂ%al gue: 1 0
NP g%)-(() ( »
c a’/“c “W\Q/ N1/t

Por la definicion 3.2,2 es h(x)=[a,b3;x,c] , pero

A A o~ /\A
h(%)=h( 2 (M~ 8)s ££ (g B)) = Y3z \ ast:
Ae /\C L e ,\C ez R
h(x)=(h(%)] =( Dol L2 2 it s Ll £ 7 00
/‘X//tz/i /"2 [
Sustituyendo AQ ,/WA s\ ,/AA s por su valor en (1) se obtiene la

formula pedida

0

Propiedades a b
Denotando[a,b;x,c]: ‘x C} entonces para cuatro puntos distintos de
una recta proyectiva 4 , se deducen de forma inmediata a partir de .
3341 las siquientes propiedades:

a bl (b a -1 a b a b1 . [a b} {x c}
EREETE L T 0

a b b a
y como consecuencia de 1) y 2) se obtiene : 4) [x . I
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Por otra parte teniendo en cuenta que

a b a b a b
=0 , { =of , =1 , es natural establecer, utilizande
a ¢ b c c c

las propiedades anteriores el siguiente

3.3.3 Convenio
Si a,b,c son tres puntos (al menos dos distintos) de una recta proyec-

tiva s Convenimes en escribir:

a bl (b a
=0 vdlida aun cuando b=c#a
a ¢ |c a

fa b b a
= ="-Od S ’ —c.
b ¢fle b vdlida adn cuando a=c#£b

fa b} (¢ ¢
e col® }: 1 vdlida alm cuando a=b#c

3.3.4 Comentario
Esta ampliacidn de la definicidn de razdén doble-compatible por su prd-

pia construccidn con las propiedades 3.3.2- no aporta mada esencialmen=—

te nuevo a las definiciones 3.2.4 y 3.2.6 por lo que los resultados

34245 y 3,2,7 permanecen validos,

3.,% Razdn doble y razdn simple

Si a,x,b son tres puntos de una recta afin R , a#b , la razdn simple
. . . . e ” - -y
(a3x3b) viene definida por la condicidn : (ajx3;b) ab = akx. Convendre-
A
mos en escribir (ajxja)=% €K , cuando x#a , y adoptaremos los siguien=

~\

tes convenios para A € K :

A o0 si Aot 22 o
QH oY
2o=c si A0 ,2 =1
(4] o

3.%.1 Teorema
Sea R una recta afin y sean a,b,x,c,eﬁ’ cuatro puntos entre los cuales

hay por lo menos dos distintos. Entonces:

i) S5i a,b,X,C €R es {a,b;X,CJ= Lé-i—x—iﬁ

(bsxsc)

ii) Si b= t4g » (2s%X,C)<R entonces [é,b;x,c) =(ajx;3c)
Demostracidn:

1
Fijemos en R un sistema de coordenadas cartesianas h=(x):R-—# K, vy sea

X
h=[xd]: R —» K el sistema de coordenadas homogéneas inducido por h (vea-
1

se l.le6):
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-~ , ’ ., .
i) Si a,b,x,c €R , es h(a,b,x,c)=h(a,b,x,c)=(a’yb’yx"yc )c K , escri-

I .
biendo [>}=‘X para Aeé K y aplicando la fdrmula de 3,3.1, se obtiene
Ao
teniendo en cuenta la invarianza de la rezén doble por h , y de la ra-
z6n simple por h':

[a,b;x,d]:(é',b';x',cf]:

x'=a’  x'=b°’ (a”3x"3c”) (azxsc
c

a
c’=a”™ c¢’=b" " (b ) T (bixzc)

con los convenios 3.3.3 .

0
ii) Tomando b'=[l} = cbeK se verifica:

« g’ det (g i,
[a, o ;x,cJ:[a',‘% ;x',c'J: = = (a’3x 3¢ )=(a3x3c)
R C -a o 1
det (
1 ¢
La afirmacidn ii) admite cierta reciprocidad:
Teorema

Sea 4 wuna recta proyectiva, hed . Existe entonces upa Onica estruce-
tura afin en R=.L]-{b? respecto a la cual se verifica la propidad:
(a;x;c)R =[§,b;x,c]A para todo a,x,c <R,

Ademds la aplicacidn h:Re>A tal gue h(x)=x para xRy h(MR )=b es
una homografia que permite identificar de manera candnica R con A y

el punto bg4d con el infinito de R,

Demostracidn

fijemos una homograffa arbitraria h:4 —> K con h(b)= .

la aplicacidn hy=h| : 4 -ibj—=>K es una aplicacidn biyectiva, y exis-
, A-15Y
te una Unica estructura afin en R= 4 -=4{b| tal gue h es isomorfismo

b
afin, y se verifica para a,x,c €R:
(asxse)=(h(a)sh(x);h(c))=[h(a), xsh(x),h(c)]=[h(a),h(b);h(x),h(c)]=
=[a,bsx,c].

La unicidad de l& estructura afin de R es evidente a priori.

Corolarie
Sea fedl—> A biyeccidn entre rectas proyectivas, y bed . Son equi-
valentes las siguientes afirmaciones:
i) f:4 —>A4° es homografia
ii) Fb:gﬂ—{bﬁ —> A - {f(b)} es aplicacidn afin
Demastracidn
i) =yii) Si f es homografia, por 3.2.5, conserva la razdn doble, y por
3ebde2 f conserva la razon simple, y es por tanto isomorfismo afin

b
ii) i) si fb es afin, entonces conserva la razdn simple en & -%b}
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Utilizando 3.3.,1 y 3.4.2 se prueba que f:4—>A" conserva la razdn
doble de cuatro puntos en los gque no intervenga b, En efecto:

si (a,bl,x,c) son cuatro puntos de 4 -{b} se tiene,

. (asx;c) _(F(a);f(x);f(c) .
[oosyicle (3252} w{HEHLGLIEN, [, o500, 1],

Si en la razdn doble interviene el punto b en segundo lugar, se tiene
asbyxec | =(ajxsc =(f(a);f(x)sflc =|f(a),f(b)sf(x),flc
[2sb3x,0) =(asxze) | =(f(a)if(x)if(e)), =[F(a),P(b);f(x),f(c))

Finalmente si el punto b interviene en otro lugar distinto, el resulta-

do se sigue de las propiedades 3.3.2, que permiten pasarlo a segundo lu-

gare.

Ejemplo

Fijado en la recta proyectiva A un sistema de referencia proyectivo

X v
(eo,el;e) con coordenadas h=[xﬂzﬂt~—a K, es h(eo,el,e)=(0,oé,l) y
X
X
asi hel:zﬁ -{eﬂl—JvK es isomorfismo afin. Ndotese que x= ;l— es
O

coordenada cartesiana en / -{ef{ .

Comentario

'd

1
sobre las rectas /4 y A respectivamgnte con sistemas correspon

X X
dientes de coordenadas h =[ 0] y h'=(xq].
.*O(l 1
Si f es una homografia de A4 en A ’ pueden establecerse como en

J N . .
Sean £3=(eo,el;e) éi:(e;,e se’) sistemas de referencia proyectivos

3.1 ecuaciones cartesianas y bilinpeales cartesianas para f conside-
o ——— P

rada como aplicacidn de la recta A =4 -{efr en A= A° —{eig.
Notese que las coordenadas cartesianas correspondientes saon

xl . X3

X= = VY X = -7"*
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CAPITULO X
TEOREMAS DE ESTRUCTURA PROYECTIVA

El principio de dualidad y la técnica de envic de puntos al infinito
constituyen las dos herramientas basicas de trabajo en gecmetria pro-
yectiva, y serdn anpalizadas en la primera parte del capitulo.

La segunda parte presenta una versidn proyectiva del sequndo teorema
fundamental probado en geometria afin, y analiza las relaciones entre

estructura y geometria proyectiva.

1, ESPACIO PROYECTIVO DUAL
Dotaremos al conjunto E de hiperplanos de un espacioc proyective E=

P(E) de estructura candnica de espacioc proyectivo sobre el espacio vec~

torial dual E . La "traduccidn" de los elementos de la geometria proyec~- i

. : : ;
tiva de E en términos dé la geometria proyectiva del espacio original

E permitird enunciar ey‘principio general de dualidad.

l.1l Estructura proyectiva dual

| t denotard aqui un espacio vectorial
j de dimensidn finita n+l , y la aplicacidn

i GL(E)—><L(E*) es la ortogonalidad -
introducida en 3.1 (Cap Ii)

A partir de las prpiedades bdsicas de la ortogonalidad dual,puede es-
tablecerse de forma inmediata el siguiente lema técnico:
kJ1,1 Lema
5i &e E}"—?D? entonces QOJ:[&JUO es un hiperplano de E\.

, . Ax A A
Ademas si &,/’; et -50} y O("".—./':;”o entonces [N]=[/§J .
Este resultado es la clave para la demostracidn del siguiente teorema:

l.1,1 Teorema
sea EX¥ el conjunto de hiperplanos del espacio proyectivo E=P(E).
. A A A
La aplicacidn T7:EX=-{0Y5> & —y P(XY) ¢ £ , da a £¥ estructura de espa-

. . . . Ay
cio proyectivo sobre el espacic vectorial E ,

Demostracidns
£s suficiente probar que fijado HEEY el conjunto 77-1(H)U{UT es una
recta vectorial de'E%:
) A po Dy SO Q
Si H=P(H) ,.y X €E"={0f es tal que &“ =H , entonces T7(&)=H , y por

”~
el lema 1,1.,1 si /gé Ex—{07, se verifica la equivalenciag
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.lels3 Definicidn

1.2
l.2,1

En las hipdtesis de 1.,1.2 ge denomina a E*:(E*,ﬁ“,77) espacio proyec-—
tivo dual,

Notacidn

Se identificard com es habitual para Mé E - O7[}dcon T (« ) y escri-
biremas para A< E P(A) U(A {0+ En particular , E’ =P(E*)

Subespacios:Razdn doble de hiperplanos

Definicion :

Si A=P(R) es subespacio proyectivo de E=P(ﬁ) se define A%;P(ﬁw) que
es subespacio proyectivo de E, y se denomina ortogonal dual de A,

La aplicacidn w: fiL(E).ﬂﬁv L(E” ) se denomina correlacidn de duali-
dad,

Teorema

La correlacion de dualidad ws ﬁL(E)-mﬁvﬁL(E*) es una aplicacidn biyec-
tiva.Por otra parte, si A y B son subespacios proyectivos de E se veri-
fican las propiedades: )

i) dim A + dim A" = n-1
L3 %]
g .

ii) Si A< B entonces A% BY; f =£ , E“=

iii) (a+8) =n"A8"; (ana) =AY48“

Demostracidn: (Se utilizardn los resultados de 3,1 Cap II)
si A=P(R) , B=P(B) , se tiene:
A
Aw=Bw=§‘ﬁ“-§%év il _ﬁ=8=§wi§ A=B por tanto W es inyectiva.
- A . > A Sw
Por otra parte, si JZ =P(SZ) es subespacio de E”, tomando A= 3L
A A
verifica ““*-p(m") P2 *)=p(J2)=JL ., Por tanto W es biyectiva.

i) Acawncaey B A%y 8%=p (B P(R*)=a"

i1) (A48)V=P ((A+8)Y)=p (A¥A BY)=P (A¥) N P (BY)=A%A B,-“’.

La otra igualdad se prueba de forma andloga.

La siguiente proposicidn expresa la propiedad de ser subesmacio proyec-—
tivo de E” en términos de la geometria de Esz

Proposicidn

Dado A=P(R) subespacioc proyective de E entonces:

Nd={Hé E»/ Fi:l%} . Se denomina por €sta razdn a NO haz de hiperplanos
con lomo A, d r-haz si dim A=r.

Demostracion:

A
Si A=P(ﬁ) y QéEy’-{D? se tiene:
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A A
W(Q)DA@&@"BQ@ STX G

152.4 Corolario

w

e T(K)ea”

JSZ. es subespacio proyectivo de E*}-dimensional, si y solo si exis-
te A, subespacio proyective de E con dimensidn n-r-1 tal que
Se=fU={He £/ Hon] .
Demostracign:
Apliquese 1.2.2 i) y 1.2.,3
l.2,5 Ejemplos
Una recta de hiperplanos de E*esté formada por la familia de hiperpla-
nos que contienen a cierta subvariedad L de dimensidn n-2. As{ en el pla-
no proyectiwvo, la familia de rectas que pasan por un punto dado consti-

tuye una recta de hiperplanos d haz rectilineo de rectas,

En el espacio proyectivg tridimensiocnal,las rectas de £™ sen haces de
hiperplanos que pasan por una recta, y los planos de E son familias de
hiperplanos que pasan por un punto
Interpretemos ahora la razdn doble de puntos de E’?‘1 en la geometria de
E e

1.,2.,5 Teorema

Sean (Hi)i cuatro hiperplanos de E (al menos dos distintos)

=D,ooo,4
gue contienen a cierto subespacio L de dimensidn n-2.Se tiene:
Cualesquiera que sean las rectas A y A  de E tales gue

dnl= oL =@ , se verifica que f;‘l(‘\Hi=(ai‘T gﬁf/\Hi=ﬁa_{‘fvi=D,...,4
siendo a; y a/ puntos de E , vy [éo,al;az,asl =[§O,al;a2,a33 =p .

Por otra parte , p coincide con la razdn doble [HO,H H2,H3] en la

H
. w L4 1
recta proyectiva L de £

Demostracidn:

Dada la recta proyectiva A de E, por el

Tegrema de Incidencia se verifica que ¢
bién AN H, es un punto a; , 0 bién es

A < Hi’ y en éste Ultimo caso, como L

es hiperplano de H. se veriFica,A(YLlﬁﬁ.

Asi si. ANL=fg es Hi={aﬂ.

Probemos que si A NL=@ entonces la apli~-

cacion h:ﬁus H—>4NnHe 44 es una homografia. Esto concluiria la demos~-

tracidn , ya gue las homograffas conservan la razdn doble,

S5i L==P(/lz), sea /l\. =(o’(\,/{s\> con o?,/-i e?h-{m , Y tomemos g,géf tales que
<é\’%>= 2 :
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( &,/2) determina un sistema de coordenadas homogéneas en LY tal gue
si Het” , H=[/;\A]¢=?7H=P(()\Q A )
Andlogamente (4,b) determina en 4 un sistema de coordenadas homogé-

neas de forma que si peéz\) p=[;]¢$ p=[x$+y8] .

o conaicidn n[2] «[Y) emtvate a0 L

(X4 A/ xéyB )=0 (Mop) £ A A =0 aue
L REE =0 e (e (Brsy . (f16)/\y
determina las ecuaciones de tina homografia siempre que

(£/8 ) <&/€))
det n . # 0
(/S/a) (/B/b)

lo cual es cierto, ya que por ser AN L= , el sistema homogeneo

(% /4 ) (a?/t?))(x)
A = 0 es incompatible,
(/@/a> (/s/b) y '

Homografia..dual

Sean E=P(E) , E’=P(E”) espacios proyectivos, Si es apli-

cacidn lineal, la aplicacidn lineal transpuesta E viepe defi-

. « o ” »t A, A ,
nida por la condicidgn f (& )=&x. f (véase , . Cap II). La tra-
duccidn proyectiva de la transposicidn viene explicitada en el siguien=-
te resultado:
Teorema
Sea f=(?] tE —>E” una homografia, SiiiH es hiperplano de E entonces

’ - . & * 4
f(H) es hiperplano de E, y la aplicacidn f (¥ H—>f(H)€ E Yos
’ PR ¥ At\=1

una homograffa que verifica f =[(F ) ’].
Demostracidn:

La primera afirmacidon es evidentea partir de

La segunda es consecuencia de la conmutatividad del diagrama:

»
E¥ f >El#
“T At Tﬁ'
A f R
E”~]0) >E 7 -{0Y
En efecto: si &'&E'y—{Uj se verifican las equivalencias:

g

t 4 4 ~ ' d
2 c<ker (F (&) )eﬁy(&f. ?)(&):D@» F(%) € ker & y por tanto se tiene,
ALRE, A,
FF (X )

)= & W s Y proyectivizande la igualdad se deduce,
At W
FP(FI (&)™) =

£ o7 .?‘t( & )=71"(#°) que es lo que gueriamos probar.
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1,3.,2 Corolario
La aplicacidn x:GP(E);Ft—:nf‘*e GP(Ex) es un isomorfismo de grupos
Demostracicn:
Por las proppiedades de la transposicidn ( . . Cap II) se deduce que
es un homomorfismo suprayectivo de grupos.
Si f<GP(E) vy g id:E{—a-E¥, se concluye que todos los hiperplanos
de E son invariantes por f,. Como cada punto de E puede escribirse como
interseccicn de hiperplanos, se concluye que f=id,
1.3.3 Corolario
Si f:E—E" es homografia, y A es subespacio proyectivo de £, entonces
£ (A)=f(a)“ .

La demostracidon queda como ejercicio.

1,4 E1 Principio de Dualidad

Es un principio bdsico de argumentacidn caracteristico de la geometrfa

proyectiva , y se basa en la existeneia de estructura proyectiva dual
l.4,1 Teoremas duales:

Supuesto demostrado un teorema T de geometria proyectiva, al aplicarlo

al espacio proyective (dual) de hiperplanos, y traducir su enunciado

en terminos de la geometria proyectiva del espacio puntual originaly,

se obtiene un nuevo teorema F“’que se denomina teorema dual de T,

Puede probarse que V=T,

Trataremos de clarificar €sta idea mediante algunos ejemplos sencillos:
l.4.,2 Ejemplo

El siguiente teorema Tn,es valido para espacios proyectivos de dimen-

sidn ny 2:

"Dos rectas con um punto comin em-un espacio .prfoyectivo n-dimensional,

son coplanarias"

Notese que el enunciado T2 es banal
w
3

cio proyectivo tridimensional se tiene:

Para encontrar el enunciado T, debe tenerse en cuenta gue en un espa-

. ) . . . .
i) tres planos son 'coplanarios si(y solo si)tienen un punto en comdn

P ) . ! . N
ii) tres planos estand 'alineados’ si tienen una recta en comun.

Asi T3 se enuncia: literalmente: "Todos los hiperplanos de
 dos haces rectilineos de hiperplanos en un espacio proyective tri-
dimensional, con un hiperplanc comin, tienen un punto en comdn.”
Dado gue la recta de cada haz viene determinada por la interseccidn

de dos de sus hiperplanos distintos, se observa gue el enunciado
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es equivalente a
Té:"En un espacio proyectivo tridimensional,dos rectas coplanarias
tienen un punto en comun" , gue es'el enunciado reciproco de T3.

£l paso directo de T, a Té puede realizarse directamente de la si=~

3
guiente forma:

12) Se establece un enunciado esquemdtico de T3 del tipo:

" Sean a,b dos rectas de un espacic proyective tridimensional, tales
que existe un punto c con ccanhb, Existe entonces un plano d tal
que acd y b <cd?

29) Intercambiamos en el enunciado anterior los siguientes términos:
PUNTO «— PLANO , RECTA4>RECTA , + <>/, <> > , y se obtiene’
" Sean a y b dos rectas de un espacio proyectivo tridimensional ta-
les que existe un plano ¢ tal gue c> atb. Existe entonces un punto
d tal que dca y d<b "

32) Si escribimos este Ultimo enunciado en un lenguaje mds compac-
to, se obtiene el enunciado T’ reciproco de T,

tste ejemplo ilustra el siguiente enunciado general:

Teoremas de incidencia duales

En relacion con un teorema de incidencia T de un espacic proyec-
tivo n~dimensionel, puede obtenerse su teorema dual TV, intercam-
biando en el enunciado de T los siguientes términos:

SUBESPACIO r~-DIMENSIONAL «> SUBESPACIO (n-r-1)-DIMENSIONAL

e N, < e >,

La demostracidn de éste principio descansa esencialmente en las
propiedades de la correlacidn de dualidad establecidas enl.2.2,

y serd sugerida en la seccidn de ejercicios.

Ejemplo

El enunciado TZJdual de T, del ejemplo 1,4,2, se obtiene directa-

4
mente de 1,4,3 guedando:
T4 :" En un espaciao proyectivo de dimensidn cuatro,dos planos con-

tenidos en un hiperplano, tienen una recta comin"

El principio de dualidad va sin embargo mds alldde los teoremas de
incidencia,y es aplicable a cuzlquier teorema de la geometrda pro=-
yectiva:

E jemplo

Considerese el siguiente enunciado:

:"Toda transformacidn proyectiva en un espacio proyectivo comple-
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jo admite algun punto fijo",.
Aplicando T al espacipg proyective dual , y teniendo en cuenta 1,3
se obtiens:
T :"Toda transformacidn proyectiva en un espacio proyectivo complejo
admite un hiperplano invariante"®

2., RESTRICCIONES AFINES EN GEOMETRIA PROYECTIVA
En 3.4,2 Cap IX se probd la existencia de una estructura afin candni-
ca para el complementario de un punto b de una recta proyectiva A ’
de forma que fué posible identifiwvar de forma natural la complec-
cidn proyectiva de la recta afin A -{bj con 4 , y b con el punto del
infinite,
En éste epigrafe mandaremos al infinito todos los puntos de un hiper-
plano H de un espacio proyective E, de manera que la extensidm pro-
yectiva X del espacio afin candnico X=E-H pueda identificarse de forma
natural con E, y H con los puntos del infinito de X. Esto permitirg
traducir sistemdticamente la teorfa de extensiones proyectivas de

. . * 3 ’
subespacios afines y aplicaciones a eéste nuewo contexto,

2,1 Estructura afin canomica para el complementario de un hiperplano.

2.1.1 Sea E un espacio proyectivo de dimensidn n=-1, y sea H un hiperplano
de E. Por el teorema de incidencia, cada recta proyectiva A de E d
bien estd contenida en H, & bien A N H= b punto de H. En este caso
£ -{bl¢E-H es unarecta afin. Parece razonable pensar que dicha rec-
ta estd sumergida en una estructura afin global para E=H:

2,1,2 Teorema
En las hipdtesis de 2,2.1, existe una estructura afin sobre el con-

junte X=E~H tal gue toda recta afin R de X es de la forma Rzﬁ/\x=ﬁi(§ﬂHl
Con M e ‘f'ru <t .

siendo R una recta proyectiva de E no contenida en H. afiu CateShica
Demostracidn:
A A Ay
e Sea H=P(H) y & € E =J0jtal que
A o ”
AT ker & = H. 8ea x =ix ¢ E / & (x)=1} .
{ AAAAAAA — / | La aplicacion Il:X=E~H;SXL—vxl=x/\Xle Xl
] / es biyectiva, Damos a X la estructura
) ,
ZyQ /Vf--»—————j-A—"’“”" A de espacio afin inducida a traves de
{ ) V "‘///‘/JL, ’,
g S s /// e I, por la estructura afin candnica de
~ / X. con espacio vectorial ascciado f

1
Probemos que €sta es la estructura afin buscada para X:



X-8

Sea R recta afin de X, es decir, Il(R)-.:Rl es recta afin de Xl' Su ex-
A A —_
tensidn vectorial Rlé E verifica ﬁl/\X1=Rl. Sea Rzp(ﬁi); claramente

RNH = T = 04
es RNH =% y Il(céﬂ)

Ry =RNH, asi si (a,x,c)clR,Il(a,x,c)z

R
1
(al,xl,cl)(_Rl yse verifica:

) (z) 3) . —
(a;x;c)R = [a,oéR;x,c:]ﬁ.= [al,oo ;Xl’cl]ﬁl = [a,Rf\H;x,c%Een donde:

R
-la igualdad (1) es consecuencia de 3,4,2 (Cap IX) en donde se did es-
tructura afin candnica al complementario de un punto en uma recta pro-
yectiva,
~-La igualdad (2) se verifica por ser’EI:XL—{le E homografia, (donde
Il es la extensidn proyectiva de la aplicacidn afin El)'

-La igualdad (3) es consecuencia de la identificacidn candnica que per-

mite escribir %&:E

Los siguientes resultados,consecuencia inmediata del teorema aﬁterior
establecen la unicidad de la estructura afin sobre X=E-H, y la igual-
dad-«X = E, salvo homografias:
2,1.3 Corolario
En las hipdtesis de 2,1,1, si X=E~H es el espacio afin construido en
2,1.2, se verifica:
i) Dada una recta afin R de X, existe una Unica recta proyectiva, que
denotamospor-ﬁ, tal que RANX = R.
ii)Reciprocamente, el espacio afin X=E-H, verifica la siguiente pro-
piedad P:"Para toda recta proyectiva 4 de E no contenida en H, es
A - ANH con su estructura afin candnica (dada en 3.4.2 Cap IX) rec-
ta afin de X"
Demostracidn:
i) Si ﬁl y ﬁz sen rectas proyectivas que verifican ﬁlF\Xéﬁzf\X=R s
recta afin de X, entonces Rl y R, tienen al menos dos puntos en co-
min, y por tanto.ﬁléﬁz .
ii) Si 4 es una recta proyectiva de E no contenida en H, entonces
A NH es un punto de & y existen al menos dos puntos distintos

a, be ANX, A partir de la recta afin R de X definida por los pun-

tos a y b:, se obtiene por i) una recta proyectiva‘ﬁ tal que §/1X=R,

y R coincide con & por tener comunes los puntos a y b. Asi se tie-

ne R-RAH =4 -40H que es recta afin de X



2e1la4

2.1.6

2,1.7

Corolario

La estructura afin de X=E=-H dada en 2.1.2 es la dnica verificando

la propiedad P de 2,1.,3 ii)

Demostracidn:

NoBese que la propiedad P caracteriza a las rectas afines de X, y la
razon simple:

Si (ay,xyc) es un sistema de tres puntos (al menos dos distintos) sd-
bre la recta afin R de X,existe una Uhica recta proyectiva R de E

con RN X=R, vy (a;x;c):l},ﬁ/\H;x,c) .

Corolario

Dos rectas afines Rl’RZ de X=E-H (coh su estructura afin candnica)
son paralelas, si y solo si ﬁlf\H =§2f\H .

Demostracidns

Supingase Rl#RZ. _

5i Rl/\H =52/\H =X € H, las rectas §l ,R2 generan (por el teorema de

incidencia) un plano proyective P,y R1=le\H R R2=§2f)H son dos rec-
tas afines del plano afin P=-(PNH) , que tienen interseccidn vacia.
Por el teorema de incidencia afin, se concluye que Rl y R2 son rectas
afines paralelas,

El reciproco se prueba de forma analoga,

Corolario

Dotemos a X=E=-H de su estructura afin candnica dada en 2.,1,2:

La aplicacidn h:X—E definida por h(x)#x si xeX, y h(odR)=§/)H
para toda recta afin de X, es una homografia que permite identificar:
- R con R s Ppara toda recta afin R de X

- :X& con H

- X con E

Demaostracidn:

La aplicacidn h estd definida sin ambigliedad, y es biyectiva en vir-
tud de 2,1.5., Ndtese ademds que h coinwide con la homografia

~

Ilfih——>§i=E considerada en la demostracidn del teorema 2.1.2.

Retomando la definicion l.l1.4 del capVIII, se puede establecer una
aparente generalizacidn del concepto de espacio proyectivo afin:
Definicidn

Un espacio proyective afin es una pareja (E,H) donde E es un espacio

proyectivoe, y H es un hiperplano de E
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ii) Reciprocamente,
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X=10
En particular,si X es un espacio afin XQ(X,CbX) es un espacio proyec-
tivo afin. Observese que si (E,H) es un espacic proyective afin, to-

mando X=E-~H se verifica que X=E s ¥, =H y por tanto (E,H)Qi.

X
Ejemplo
En el espacio proyectivo Pn(K) se fija el hiperplano H de ecuacidn

X =0, Entonces en X=Pn(K)-H={[xi]/ x #0 7 la estructura afin candni-
0

ca se define por la biyeccidn: Il:XB[E:l“*(;zX:>éAn(K) s Y poOr

~ Xe [
tanto An(K)=(Pn(K),H).
Traduciendo al lenguaje de la definicidn 2.1.7 amteriogﬁos resulta-
dos del epigrafe 2.1 del capitule VIII se tiene:
Teorema
Dado (E,H) espacio proyectivo afin, X=E-H entonces:
i) Para A subespacioc afin de X, existe un unico A subespacio proyec-
tivo de E tal que AN X=A. Ademas A NH= 00, o

5i A es subespacio proyectiveo de Etal que ﬁlﬁH, enton-

ces AN X=A es subespacio afih de X, y A=A.
Yenotamos por SGA(E,H)=2 R / Ac SA(X)} ={Aec SP(E) / ALH.
Notese que gA(E4H) < SP(E). ‘
RESTRICCIONES AFINES DE TRANSFORMACIONES PROYECTIVAS
Como consecuencia de 2,1,6 es posible trafucir sistemdticamente to-
da la teorfa de esmacios proyectivo afines desarrollada en el Cpi~-
tulo VIII a los espacios (E,H) de la definicidn 2.1.7. uestaquemos
no obstante explicitamente los siguientes conceptos y resultados:
Definieidn
Sea (E,H) un espacio proyective afin. Una transformacidn proyectivo
afin de (E3H) es una transformacidn proyectiva de E que deja inva-
riante el hiperplano H., Escribimos GA(E,H):{f‘eGP(E) / £(H)=H ).
GA(E,H) tiene estructura natural de grupo, y se denomina grupo pro-
yectivo afin de (E,H)sque permite identificar f y ¥
Teorema
Sea (E,H) un espacio proyective afin, X=E-H con su estructura afin
Canmniéé. Se tiene:
i) Si fe GA(X) existe una dnica transformacidn FeGA(E,H) tal que
?X='F‘/X=F:X-—#X. La aplicacidn GA(X) S f —> ?é.GA(E,H) es un isomor=
fismo de grupos.,

P e
ii) si A< GA(X) y fc GA(X) se verifica f(A)=f(A).
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2.2.4

X=11

iEn lo que sigue, E es un espacie& proyec-
?tivo de dimensidn finita n 2, y H es un |
%hiperplano.de E. X=E=~H es el espacio afin
.construida en 2,1 3 Si f GA(E,H) escri=-
bimos f, para denotar la restriccidn de

FaX.f, GA(X) y verifica = Se i-

dentificara X con E y con H,

X

Definicion (Homologias)

Una transformacidn proyectiva f de E que deja fijos todos los puntos
de H ( es decir, f(a)=a para todo ac H) se denomina hémologfa de E
con hiperplano central H.

El estudio de las homologias se realiza me joe desde la prespectiva
del espacio afin X=E~H:

Teorema

Sea f< GA(E,H). Entonces f es homologia de hiperplano cdentral H si

y solo si f, es una dilatacidn del espacio afin X=E-H,

Demostraciéi:
Si f es homologfia , para probar que f es dilatacidn es suficiente de-
mostrar (por 1.2.5 Cap V) que fx transforma cada recta afin en uha
recta paralela:

Si R es una recta afin de X, se verifica para RNAH = acH que
f:(\(?a)nH = ?x(ﬁ)m H=fR)NF(H)= F(RAH)= f(a)= a .

Por 2,1,5 las rectas R vy fX(R) sdn paralelas.

Reciprocamente, si Fx es dilatacidn, entonces ?*:f deja fijos los
puntos de Qéx =H.,

Traduciendo los elementos geométricos de las dilataciones al lenguaje

proyectivo se tiene:

Teorema

Sea f:E—>E una homologia de hiperplanoc central H, distinta de la
aplicacidn identidad. Existe entonces un Unico punto c €E, tal que
para todo x< E los puntos c,x,f(x) estdn alineados. Ademds HU{c} es
el conjunto de puntos fijos para f. Por otra parte:

i) f queda unfvocamente determinada por su hiperplano central Hy su
centro c, y una pareja a,a de puntos homologos distintos.

ii) Si c¢H, existe un dnico A « K -{0Ordenominado razén de homologia
tal que para todo xg£HU{cyse tiene: [9, CyX H;f(x),x] =3 (A #1)

Si c €H se dice que la razén A de homologia es la unidad,
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Demostracidn:
Por 2.2.4 f :X —%X es dilatacion. Hay dos posibilidades:
a) fx es homotecia de centro c. En este caso el punto c ss el Unico
punto fijo para FX, y HUfcy es el conjunto de puntos fijos fle f.
L H Para x¢ HU{cy, los puntos c,x,f(x) estdn si-
= tuados sobre la recta afin RX que contiene a
¢p//’/ Cy axy sobre la recta proyectiva R exten-
- X
jii:j/ sidn proyectiva de Ry Se verifica:
- " qy\ | (c;f‘(x);x)=aA , siende A 1la razdn de homo-
N técia de f,. Por 2,1.2 se verifica:
N A =[c,R.N H;F(x),x )
= C, X H,F X),X .

Si se conocen a,a’ tales que a’=f(a)#a, entonces acX,y A se determi-

na por la formula zX:[c,R F\H;a;a] s Con lo cual gueda determinada f,
a

b) FX es traslacidn, E1 conjunte de punteos fijos para f es en‘este ca-

so , exactamente H (ya que ahora f, no tiene puntos fijos)

X
7 H Para cada x € X las rectas afines Rx definidas
| por los puntos x y fx(x)=f(x) tienen todas la
\\\\\xt , misma direccidn c €H, es decir Rxf\H‘= c .
//&\\J;r Por tanto c¢,x,f(x) estdn situados sobre la
y4 ~
s //;izuc misma recta proyectiva Rx’ Esto concluye la
Q. a’ . P
demostracion,

3. SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA GEOMETRIA PROYECTIVA
ta técnica de envio de puntos al infinito permite traducir al lengua-
ge proyectivo el segundo teorema fundamental de la geometria afin:
Se prueba que una biyeccidn entre espacios proyectivos(de dimensidn
superior a la unidad) que conserve rectas, es automdticamente semiho-
mografia, Para rectas proyectivas se da una versidn espacial del teog-

. « & ’ .
rema basada en la conservacion de la separacion armdnica de puntos

3.1 Sequndo Teorema Fundamental (Versidn general)

Probemos dos lemas auxiliares:

30141 Lema
Un subconjunto A de un espacio proyectivo E es subespacio proyectivo
8l y solo si contiene a cada recta definida por dos cualesquiera de
sus puntos,
Demostracidn

Supongase que para cada a,b €A se verifica que <{a,b)CA :
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. A~ D -1 ~ I
sia, b em "(A) entonces a=T(38),b=N(b) son puntos de A; como
-~ _
{a,b) =(§,G) y <a,b)» ¢ A se concluye gue {a,bd>¢cT l(A)U(D\ s YV ©n
consecuencia E7~1(A)U{0}= A es subespacio vectorial de E.

La otra implicacidn es trivial,

3.1.2 Lema

34143

Sea H un subespacio proyective de E. Entonces son equivalentes las

afirmaciones:
i) H es hiperplano proyectivo de E
ii) Existe p ¢E-H tal que A NH #f para toda recta proyectiva A tal
que ped.,
Demostracion
i) =»ii) Por el teorema de incidencia para subespacios proyectives,
ii)®i) Si dim H<n-1 , entences para todes péH , p=[(HJ), se verifi-
ca gue 67“3 y existe () subespacio vectorial de € con b‘éa y E:Q@ﬁ .
Asi dim ﬁ~;2 s dim Ay 1 , vy HN A= @, Cada recta proyectiva contenida

en A, que pasa por p no corta a H.

Teorema
Sea f:E —yE ‘una aplicacidn biyectiva entre espacios proyectivos, vy

dim E“22. Supongase que f(A4 ) es una recta proyectiva de E ‘para cada

recta proyectiva A de E, Entonces f es una semihamografia,
Demostracidn:

Si A es un subespacio proyectivo de E, fijados dos puntos a’,bef(A),
a‘=f(a), b’=f(b), a,b&A , por 3.1.1 se tiene:<a,bd <A y as{
f(<a,by)=<a’yb">cf(A). Por 3,1.1 f(A) es subespacio proyectiveo de E°,
Probemos gque f transforma un hiperplano (cualquiera) H de E en un hi-
perplana f(H) de E.J

En efecto: por 3.,1.2 se sabe que existe un punto pe E-H tal que

AN HE @ para toda recta proyectiva 4 que contiene a p, S5i A 7 es
una recta proyectiva de E’con f(p)e 4 , es facil ver que puede cons=-
truirse 4 recta proyectiva de £ con f(A4)=dA4" y ped . Eomo ANHE ¢
se deduce que f(A NH)=ANF(H)#P , v por 3.1.2 f(H) es hiperplano de
E.

Sean X=E-H ‘=E ‘=f(H) los espaciaos afines correspondientes a (E,H)

y (E°,f(H)). Veamos que f_,:X—>X" transforma rectas en rectas:

X
Si R es recta afin de X, R es recta proyectiva de E y se tiene

FXKR)=fX(ﬁfﬁx)=F(ﬁf\X)=F(ﬁ)f1X'que es recta afin de X%, ya que por
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hipdtesis f(R) es recta proyectiva de E°,

Por otra parée si Rl y R2 son rectas afines paralelas de X, entonces

I~

-.r- _ e . ~ - H 4
RINH = R,NAH =y F(R)NF(H) = F(RON F(H) = (). Asf £, (R))
es paralela a fX(RZ))y por la modificacidn introducida en 1.1.8 Cap

V del teorema fundamental de la geometria afin, se concluye ‘que FX

es aplicacidn semiafin (sin hipdtesis adicional K¢ z, ! ). Aplican-

2
do ahora la teorfa de extensiones proyectivas expuesta en 3,3 Cap VIII,

and

y teniendo en cuenta el corolario 2.l1.6 se concluye que ?X=F S Se=-
mihomografia,

Estamos ahora en condiciones de probar el reciproco del teorema

3.2,7 Cap IX:

Corolario

Una biyeccidn f de un espacio proyectivo E sobre un cuerpo K es trans-
formacidn proyectiva si y solo si conserva la razdn doble.
YUemostracidn:

S5i dim E=1, el resultado es equivalente al corolarie 3.2.,5 Cap IX.
Supongase que dim E 2 2:

Si f conserva la razdn doble (def. 3.2.6 Cap IX) verifica en particu~-
larla hipatesis de 3,1.,3 y f es por tanto semihomografia.

Si K=Z, entonces f es homografia (pues el Unico automorfismo del cuer-
po: Z, xes la identidad)

S5i K#Zz, tomando H hiperplano de E, X=E~H , X =E~f(H) , se concluye
facilmente que f_ :X —> X’ conserva la razdn simple (utilfcase 3.4.1

ii) Cap IX); f

X

(€S PoT 4,3,4 Cap IV aplicacidn afin y asi f=?x es
transformacion proyectiva.,

El resultado reciproco es justamente el corolario 3.2.7 Cap IX

Un Teorema Fundamental para rectas proyectivas

Definiciaon

Cuatro puntos ordenados (a,b,c,d) de una recta proyectiva 4 se dice
que estdn en divisidn armdnica si [a,bjc,d] =-1

Proposicidn

Si (a,b,c,d) son puntos en divisidn armdnica de una recta proyecti=-
va A , entonces también estdn en divisidn armdnica:

(bya,c,d) y (c,d,a,b)

Dmostracidn:

Es consecuencia de que [g,b;c,d]:[b,a;c,d]-l=[},d;a,bj « (Véase
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3.3.2 Cap IX).
Observaciones
i) Si (a,b,c,d) son cuatro puntos en divisidn armdnica de la recta
proyectiva & , se dice también que {a,b} separa armdnicamente a{c,d}.
Notese que en virtud de 3.3.2 no existe ambigliedad en la terminolo-
éfa » ¥ la relacidn de separacidn armdnica es simétrica
ii) Ndtese que en virtud de 3,4,1 ii) Cap IX, si a,b,c,d son puntes
de la recta proyectiva 4 entonces {a,b} separa armdnicamente afc,dY

si y solo si (a;c;d)‘ﬂ ==1 , es decir, a es el punto medio entre

cy den la recta afigazﬂ - b

iii) Upa idea intuitiva de la separacidn armdnica de puntos viene dada
en la figura: Los puntos {a,b’ sepa-
ran armonicamente a {c,d} (comprue-

) bese)

”“2?”“””23\\;;/ﬂ1 iv) Utilizando la observacidn ii) pue-

de verse en la figura de la izquierda

‘HJJ, que los puntos {ao,a% separan armoni-
\\ | camente a Ycy,d}. Basta enviar al infi-
0, ;
,/*ﬂ ‘ nito la recta <d1’dé> y observar que
s | / (al,az),<é say son las diagonales del
P N y o .
Ry ' paralelegramo de vertices a 2879352,
R / .
//“; / asi{ ¢ es el punto medio del segmento
Y definido por a a.
f?w@ op o y
Demostraremos que la conservacidh de la separacidn armdnica caracte-
riza a las semihomegrafias entre rectas proyectivas. Probemos antes el

siguiente lema de tipo técnice:

Lema
Si Qq:Ke>»K’ es un isomorfismo de cuerpos, entonces la aplicacidn
T KK’ tal que ¥ (od)= 0y T/K =0 tK—%»K’, es una semihomo~-
grafia gue verifica [a,b;c,d]q =E5(a),§ (b); & (c), 5‘(dﬂ para tode
asb,c,de¢K

Demostracign
’ . . b~-a T(b)~ v(a
Notese que si a,b,c &K , o((asbsc))= o C-a )= tT%C%-'Vﬁa; -

=(g(a);o(b); o(c)). Por 4.3.2 Cap IV se concluye qus T:K—> K’
es semiafim, y T su extensidn es por tanto semihomografia.,

La dltima afirmacidn es ya evidente.
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3.2.5 Yafinicidn
sea f:d—> A" una aplicacidn biyectiva entre rectas proyectivas,
Se dice que f conserva la separacidn armdnica de puntos si para teodo
a,b,c,d ¢ A con [a,b;c,d]:-l, se verifica [f(a),f(b);F(c),F(dX]:-l
3.2,6 Teorema
Sea f: 4+—>4" una biyeccidn entre las rectas proyectivas 4 y 4 °
sobre los cuerpaos K y K%, entences:
i) Si f es semihomografia respecto al isomorfismo de cuerpos
T:K—>» K° , entonces [a,b;c,d]v={}(a),f(b);?(c),?(dl} para todo
a,b,c,d ¢4 . En particular f conserva la divisidn armdnica.
ii) Rec1procqmente, si f conserva la separacidn armdnica , y K #Zz en-
tonces f es semihomografia.
Demostracidn:
i) Fijemos (a,b,c) tres puntos distintos de 4 y sea f(a,b,c)=
=(a’yb’yc”)., Tomando h: 4 —% K (respectivamente h':<ﬂ'b—»’E') homogra=-
f{as tales que h(a,b,c)=(0,%,1) (respectivamente h'(a';b'{c')=(0;ﬁdcl))

se ve que el diagrama:
F{ >A,
h; lw
K ————->K

~~

es conmutative, ya que T y h’'f h'-1 son semihomografias resbecto al
isomorfismo de cuerpas 0:K—» K’ que transforman (0, ,1) en (0,s',1)
(apliquese una versidn ampliada de 2,1,7 Cap IX). Se tiene entonces
para a,b,c,d€d :

[f-‘(a) f‘(b) ?(c),?(d)]=[h"f(a),h F(b)3h F(c),h f(d)]

O ...l " 7.l Lzconsecuencia del lema 3.3, l“[a b o d]

T
~

ii) Supdngase gque f consetva la separacidn armdnica.,
Construyamos h y h” como en i) a partir de un terna (a,b,c) c 4 de
tres puntes distintos, y comeo antes/sea 6: la aplicacign gue haes con-
mutative el diagrama:
—r
M ~ ;LL"

Oi

, ~ , . e

Notese que O (0, ,l)=(D,M,l).Sea V:%/K:K—-# K’ Es suficiente de-
mostrar (a partir de 3,2.4) que T :K—> K’ es isomorfismo de cuerpas:
Como & =h’f h-r, y h’y £, h™! conservan 1a separacidn armdnica, se

7 . L d . ' . .
concluye que U conserva la separacidn armonica, as{ si b,c son puntos
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de Ky a= E§2 es su punto medie, se verifica:

(a;b;c):-l:[é,ué;b;c] y por tanto [UKa),mJ;(T(b),cr(c)] = -1 , es de-

O’fb)-!-Cfgcz

cir (0 (a); o(b); ofec))=-1. En cénsecuencia, g(a)= 2 -
0,,(9_'%'_? ). En particular tomando c=0 se tiene:

zép--)-.-:(}’(%) para cada bbeK o ESto permite concluir que T es aditi-
va,
Si xe&K, teniendo en cuenta que’ £l,x2;x,-x] ==1 se deduce que
[1, o—(xz); o-(x),-(T(x)]:—l y por tanto o’(xz)-—- O’(x)z.
Si a,beK tomando a=x+y b=x~y se deduce que: .
o(ab)= o (x*ey?)= T (x) 2= o (y) *= (T (x)+ T () (T (x)=T (y))= 7(a) T (b).
Esto finaliza la demostracidn
Por Jltimo por 3.1.3 y 3.2.6 i) se tiene:
Teorema
Sea ftE —»E’  una biyecéién entre espacios proyectivos sobre los cuer=-
pos K y K ‘respectivamente. Supdngase dim E 3 2. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:
i) f transforma biyectivamente rectas proyectivas de E en rectas pro=-
yectivas de E”
ii) f es semihomografia
iii) Emiste ¢ :K &~» K isomorfismo de cuerpes, tal que cualquiera que
sean los puntos alineados a,b,c,d de E se verifica que f(a),f(b),f(c)
f(d) estdn alineados, y [}(a),?(b);F(c),F(di] =£?;b;c;qJCP.
Demostracidn:
i) = ii) Es el teorema fundamental 3,1.3
ii) = iii) Es consecuencia de 3,2,6 i)
iii) =» i) Sea < recta proyectiva de E, (a,b,c) sistema de referen-
cia proyectivo en < ., Los puntos (a’,b’,c’)=f(a,b,c) estan situados
sobre una recta & “ de E°. Sean h14A=>K , h": 4 “» K’ las homografias
tales que h(a,b,c)=(0,0¢,1) , h'(a’yb yc )=(0,"y1). Por hipdtesis
el diagrama: 4} ﬁ A/

—
kg
K 04A>R'

/\ . .
es conmutative, Como h,h“, y U son biyecciones, se concluye que f es

biyectiva, es decir f(d)=4" .
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4,GEOMETRIA Y ESTRUCTURA PROYECTIVAS

Dos espacios proyectivos (E,El,77l) (E,E 772) definidos sobre el mis=-

2!
mo conjunto de puntos E se dird que inducen la misma estructura proyec-
tiva (sobre E) si definen la misma razdn doble,

En general dos estructuras proyectivas distintas sobre E pueden indu-
cir el mismo grupo de transformaciones proyectivas. El objeto final de
€ste epigrafe 4 es por una parte caracterizar las distintas estructu-
ras proyectivas sobre el conjunto E que dan lugar a la misma geometria
y por otra mostrar como la geomegyria proyectiva de un espacioc viene de-
terminada por la familia de sus rectas proyectivas,

El analisis de éstas cuestiones requieren ciertos preparativos que dan
lugar a resultados con interés prdpio tales como algunos teoremas de

extensidn de homografias, y una caracterizacidn de las semihomografias

como biyecciones que conservan la geometria

E y E” denotan espacios proyec-
tivos de dimensidn finita sobre los

cuerpos K y K ‘respectivamente

4,1 Teoremas de extensidn de hemografias .

El primer teorema fundamental de la geometria proyectiva (2,1,7 Cap IX)
nos da un primer ejemplo de la posibilidad de construir transformaciaones
proyectivasa las gue se exigen ciertas restricciones de partida, Uti-
lizaremos el teorema para mostrar otros resultados de este tipo que nos
serdn de utilidad mds adelante.

4,1,1 Teorema
Sean A y A “subespacios proyectivos de E, y g:A->A’ una homografia.
existe entonces una transformacidn proyectiva f:E —> E tal que f/A=g.
Yemostracidn: Supdngase A=P(ﬁ){A'=P(ﬁ') a=[4].
Sea g'z(go,...,gn) base de £ con (30;...,$r> = A . Entonces
(ﬁ(ﬁo),.-.{ﬁ(gr)) es bse de A’y puede extenderse a una base 5 =

=(§(é;),...g(§r);§£+l,...,gé) de E. Si f es la Unica transformacidn li-

neal de £ tal que F(g )=‘3’ se concluye que f/A =§ y por tanto
f/A=q , siendo f=[Ff),

4,1,2 Teorema
éean Ai (respectivamente A{ ) i=1,2 , subespacios proyectivos de .E
y fi:Ai———$A£ i=l,2 homografias,

|
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Supongase qgue Alf\A2 = Ai[\Aé =@ , existe entonces una transformacidn
proyectiva f&GP(E) tal que f/Aizfi s i=1,2,
Demostracidn:
En virtud de 4,1.1 podemos suponer sin perdida de generalidad gue
A1+A2=A£+A£=E.N6tese que dim A.=dim A i=1,2,
Si Ai=p(ﬁi) A{:P(ﬁ{) fi=(?i] 'i=1,2 , utilizando una técnica parecida
a 4,1,1 , se puede construir F transformacidn lineal en £ tal que
?/ﬁi=$i i=1,2 , y tomando f=(f) se tiene F/Ai=Fi.
Ndtese que la transformacidn proyectiva f no es dnica (;porquéd?).
Corelario
Si (am;al;az) son tres puntos distintos situados sobre una recta pro-
yectiva 4 de E, vy acE~4 , entences dada ~z:{0,l,?ﬁ—»{0,l{2§ permu=-
tacidn, existe gté:GP(E) tal que gr(ai)= at(i) y i=0,1,2 4 vy gt(a)=a;
Demostracidn:
Por el primer teorema fundamental de la geometria proyectiva (2.1.7
Cap IX) existe f&cGP(4) con F(ai)=at(i) i=0,142. Come An<a}=¢ ,
se concluye por 4.1.2 que existe g_¢ GP(E) con gzlﬂ =f y gz(a)=a ’
Y Q. verifica las condiciones pedidas,
Corolario
Sean (ao,al,aZ;aS) cuatro puntes de E de los cuales no hay trés ali-
neados. Fijada 7 permutacidn de {0;1{2,3} s existe g&GP(E) tal que
gt(ai)=az(i);para i=0,1,2,3, ‘
Demostracidn:
Sea P=<éo;al,a2,a3>. Si el sistema es proyectivamente dependiente, enton-
ces P es un plano , vy (ao,al,azjas) es un sitema de referenciazproyec-
tivo en P, Por el primer teorema fundamental existe f transformacidn
proyectiva en P tal que f(ai)= (1) i=0,1,2,3 . Aplicando ahora 4.,1.1
se construye 9y e
Si (ao,al,az,as) es proyectivamente independiente, entonces dim P =3,
y podemos elegir a¢P tal que (ao,al,az,as,a) sea sistema de referen-
cia proyective en P. La construccion de g_ es andloga al caso anterior:

Se tom f eGP(P f = = i
a toma (P) con (ai) ar(i) f(a)=a ,y se extiende a 9 e

4,2 Bivecciones que conservan la geometria

4,2,1

Definicidn

Una biyeccidn f entre los espacios proyectives E y E” se dice que es
compatible con las geometrias (proyectivas de E y E”) si f g F-¥e GP(E")
para todo ge GP(E)x Y f-lg'fe GP(E) para todo geGP(E’).

5i E=E’ se dice que f conserva la geometria
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s pe "'l ’ ""l ’ ’ -
€ GP(E) , y verifica g(ai)=F gt_F(ai)=f gr(ai)zf l(a

X-20
Observaciones
i) 5i f:E—E” es una biyeccidn compatible con.las geometrfas, entom-
ces la aplicacidn ﬂL:GP(E)g 9w f g f-%g GP(E’) es un isomorfismo de
grupocs.,
ii) E1 producto de dos biyecciones compatibles con las geometrias,
también es del mismo tipo, y se verifica: (f F'L =§.§" id =id
En particular la familia de biyecciones deE gue conservan la geome-

tria tiene estructura de grupo., que contiene a GP(E) como subgrupo.

Proposicidn

Si f:E_—»E " es semihomografia entonces f es compatible con las geome=-
tr.{as .

Demostracign:
Supohgase f semihomografia respecto al isomorfismo O :Kwer-»K’ ., Por
2.2 cap IV, se concluye que si g&GP(E) , el isomorfismo asociado a

f o F-l es T.id.O'-l=id , vy asi f g F-l

€ GP(E’). La otra condicidn
se demuestra andlogamente,

Teorema

Supongase K con mas de tres elementos:

Si f:E-»E " es una biyeccidn compatible con las geometrias, entonces
f es semihomografia

Demostracion:

Probaremos que f transforma puntos alineados en puntos alineados., A-

plicando el mismo razonamiento a F-l, se concluye que f transforma
rectas en rectas, y por el segundo teorema fundamental (3,1,3 Cap X)
que f es semihomografia.

Sean (ao;al,az) tres puntos distintos situgdos sobre una recta proyec-
tiva 4 de E., Como K tiene mds de tres elementos, es posible elegir

a. éﬁ\—{ao,al,az}, tal que ):faa,al;az,azj £ -1, vy asi

,\¢€O,l,:2,3} (pues los a, son distintos).

rd

2
neados, por 4,l,¢ se concluye que fijada T permutacidn de {0,152,3}

Si en el sistema'F(ao,al;az;a3)=(a;,a£,a ,ag) no hay tres puntos ali-

, ’, ’, ’, ’, . ’ . -1 .
existe gtéGP(E ) con gr(ai)=‘at(i) i=0,1,2,3, Por hipotesis g=f fo &

2(3))7 2r(q) Pere
i=0,1,2,3, Como g conserva la razon doble (3.2.7 Cap IX), se deduce

tomando 1a-: permutacion: T conveniente que

| 1
A ‘—‘[ao’al;az"a:ﬂ =[al’ao;82’83]= 3

y en particular)f =-1 . Esto contradice que ,4¢ fl,—l} .
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Asi pues en el sistema (aé,ai,aé,aé) hay al menos tres puntos alinea-
dos. 9i por ejemplo a; noe estd situado sobre la recta zjl gue contie-
ne a (ai,aé,ag) s por el corolario 4.1.3 se concluye utilizando un
argumento similar al anterior que:
A =[ao,al;a2,a3]=fao,al;a3,a27= ———
y esto conduce a la misma contradiccidn anterior,
4,2,5 Observacidn
Notese que en @n espacio proyectiveo sebre el cuerpo 23, la razdn do-
ble A de los cuatreo puntos distintos de una recta proyectiva /] es
(por exclusidn, ya que A #0,1, o6 )igual a -1 cualgquiera que sea el

orden en que se toman. por otra parte, en Z., para A ==1 se verifican

las igualdades A -;9—: 1=-h= I_.i.:..;._

4,1,4 no puede incluir el caso K=23 (ni poe supussta K=22)

3

bor lo gue el argumenteo de

4,3 Estructura proyectiva. Estructuras que inducen la misma Geometria.

4.3.1 Sea E un conjunto de puntos sobre el cual se han definido dos espacios
proyectivas (E,El,77l) , (E,E2,772) gue denotamos abrewiadamente por
(E,?ll) y (E,772). Sean Kl y K2 los correspondientes cuerpos bases
Si a,b,c,d son cuatro puntos alineados en (E,77i) ,» denotamos por
ia,b;c,d}i su razdn doble (i=1,2).

GP(E,ﬁYi) denotan los correspondientes grupos proyectives,

4,3,2 Definicion

En las condiciones 4,3,1 se dice gue ﬂ”l y 772 definen la misma estruc-

tura proyectiva sobre E si 771 y definen la misma razdn doble,

2
es decir:
i) (E,“Wl) y (E,772) tienen las mismas rectas proyectivas
ii) Si a,b,c,d son cuatro puntos alineados entonces

[a,bsc dj =[a,bjc d] ¢en particular K =K, )
Como consecuencia la caractrlzac1on de homegrafias por medio de la
razén doble (3.1.4 Cap X) , y la propia definicidn de homografia , se

tiene el siguiente resultado:

4,3.3 Teorema
En las hipotesis de 4.3,1, son equivalentes las afirmaciones:
i) T?l y T, definen la misma estructura proyectiva sobre E
ii) La apllca01on ldentldad ide (E, 77 )ma (E, T ) es homografia

iii) Existe @'°Elh—= E2 isomorfismo llneal que hace conmutative el

17/ ‘\z 1& deci ¢ n,-6 =T,

(0‘7—? E,-{of

diagrama:
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4.3,

4o3.6

4‘3.7

i

22-X
Coraélario
Sean Xl=(X,Xl,uﬂl) ’ X2=(X,X2,£ﬂ2) dos espacios afines sobre el mis-
mo conjunto X, que inducen la misma estructurdhfin sobre X ( véase

- A
l1,2,6 Cap 1V), Entonces las estructuras proyectivas-sebre X =XuU od
[l

inducidas poer %l y X2 coinciden.,

Demostracidn:

Utilizando 4.,3.5 b) Cap IV se deduce que id:Xlu~4vX2 es aplicacidn
afin , ¥ su extensidn proyectiva iE:?lam¢'§2 es por tanto homografia,

5 Definiciodn

En las condiciones de 4,3,1 se dice gue 771 y 772 inducen la misma
geometria si GP(E,TTl)zGP(E,772)

Obserwgacion

Notese que si Tll y 772 definen la misma estructura prdyectiva en E
por ser la razon doble invariante caracteristica ( 3.1.4 Cap X), se
deduce que ”71 y "WZ definen la misma geometrf{a proyectiva, éin em-
barge como veremos, no se verifica al reciproco:

Teorema ( Se supone que el cuerpo K, tiene mds de tres elementos)

En las condiciones 4,3,1, las afirmaiiones que siguen son equivalentes:
i) My y 71, definen la misma geometria proyectiva
ii) La aplicacidn identidad, id:(E,77l)hA» (E,Tﬁé) es semihomografda

ii) Las rectas proyectivas de (E,Tll) y (E;T72) coinciden

Demostracidn:

i)&pii) Ndtese que la afirmacidn i) equivale a decir que la aplica-
cidn id:(E,T7l)me (E,ﬁ?z) es compatible con las geometrias, Basta apli-
car entonces 4,2,3 y 4,2,4 para probar la equivalencia

ii) € iii) es consecuencia inmediata del segundo Teorema Fundamental

de la geometria proyectiva,

Observacidn

En el caso de qgue (E,T?l) y (E,‘nz) estén definidos sobre el mismo
cuerpo K que no admita automorfismos distintdas de la idengidad, (por

e jemplo K=R) los conceptes de Geometfia y estructura se determinan en-

tre si biunfivocamente.
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CAPITULD XI
CLASIFICACION DE CORRESPONDENCIAS EN UN ESPACIO PROYECTIVO

Dos correspondencias proyectivas en un espacio proyectivo E se consi-
deran equivalentes, si su "expresidn analitica' puede ser formalmente
la misma , respecto a sistemas de coordenadas homogéneos adecuadamen—
te eleqgidos. Lsta significa que ambas correspondencias se ven actuar
de la misma forma respecto a puntos de vista proyectiveos aducuados,
Asi por ejemplo , se puede intuir facidmente que dos homologfas de
la misma razdn A son proyectivamente equivalentes, ya que la actua-
cidn de este tipo de transformaciones puede describirse geométricamen-
te sin utilizar sistemas de coordenadas,(véase 2,2,5 Cap X)
El problema de clasificacidn proyectiva de correspondencias se resusl-
ve a partir del Teorema de Jordan ( 4. Cap III), y es el objetive final

de este capitulo,

E es un espaciec proyectivo ds

démensidn n; 1 sobre el cuerpo
K o

1, EQUIVALENCIA PROYECTIVA DE CORRESPONDENCIAS, INVARIANTES

1.1 Introduccidn

1,1,1 Denotamos como es habitual por CP(E) al espacio proyective de las co-
rrespendencias proyectivas de E . Recordemos gue la estructura proyecti-
va de CP(E) viene definida por la aplicacidn

T7:EL(E) 40y F > (Flecp(E) (véase 3,1,6 Cap III)
En particular si E=Pn(K)=Pn s CP(E) se identifiaga con CP(n)= P(EL(H4U)
={(R)/ A 6EL(n+l)} con su estructura proysctiva candnica.

1.1,2 Propesicidn
Seé € un sistema de referencia pro?ectivo, y £ la base de ? induci=-
da por ¢,

La aplicacidn NE:CP(E)B [?]b-»[mg(F)]ecp(n) depende solo de £ , y es
una homografia con M, =(Mz].

, M
Demostracidn cP(E) £ —>CP(n)

|

EL(E)-{O}—Iig————EL(n+l)— 0

Basta cemprobar que el diagrama

es commutativo, y que para todo )\eK-{DYse verifica N§= ?&g
1.1.3 Observacidn

Ndtese que en las condiciones 1.,1.2 si fe CP(E) vy Nc(f)=[ﬁ], entonces

“ X >(/0

!:ﬁ (f >}.=[-i ] son las ecuaciones de f en el sistema de coordena-
!

Y Y das inducido por & .
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Parece pues natural la siguiente definicidn:
Definicidn
Dos correspondencias proyectivas f,feCP(E) se dicen (proyectivamente)
equivalentes ( y escribimos f p.,e f°) si existem & y g~ sistemas de

referencia proyectivos tales que mé(f)= Mef(f')

Teorema
Sean f:[?], F'=[F'Jcorrespondencias proyectivas de £, y & sdastema de
referencia proyectivo., Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Existe ¢ sistema de referencia proyective con NE(F)=Mai(f’)

ii) f p.e £

e ~
iii) Existe AgK-i0jtla que f es l,e (linsalmente eguivalents) a AF’.

l.1,.6

1.1.7

iv) Existe g €GP(E) tal que f’=g *f g

Demostracidn
i) & ii) es trivial

ii)=piii) ¢ Sean & y &’ sistemas de referencia proyectives con

mg(f)=mél(f’) y Y 5 , ' “las bases vectoriales correspondientes., Por

l.1.2 se tiene [Mg(?)]=[ﬂ§/(?')] y existe ) ¢ K- 0 tal que
Mo (F)=Amg (£7)= mg: (1F"). Por tanto F es l.e a ~AF",
-1

~ ~ AL a
i1i) =y iv) : Como f es l.e a f° existe § <GL(E) tal gue F§ "AF &.

Tomando g =(§]€GP(E) se tiene:
’ 2“3 -l’“ l/\ »\ =l A A -1
Po=(FR(AGF Q) =(877F g)=(a"1f1[8)= a7 F g
iv) =vi)
A A
Sea £ base vectorial inducida por € , vy f =NE(F). Por hipdtesis exis=-

L d

-1
te g =f§lEGP(E) con f'=g f g, y por tanto, existe Jeg K-/0}tal
que '-4XA~1?‘6. Tomemos ¢&°= g—l(i.) ( es decir £’= A-l(i )) Se tiene:
FOENSFETH(E)= AR (E)= T @ M= AT ()R €04 R) , y asS

mai(F)= 4R, por tanto m_ (f")=[A]= n_(r).

“h>

Observacidn

Dos elementos[ﬁ]y[ﬁf}ecp(n) son proyectivamente equivalemtes cuando
existe AeK-{0Y y P matriz no singular tal gue A ‘= AP e,
Corolario

Sean f, f ¢ CP(E) y sean £& y £  sistemas de referencia proyectivos.

son equivalentes las afirmaciones

i) f es p.e a f~

ii) Ne(f) es p.e a Mg (F7),

Demostracidn:

i) 5,ii) sea & sistema de referencia proyectivo con Né(F)=M5(F').

(§ v, (é por Y PR uiva &ua‘.a‘_ /.)@‘7/'() le 4. A J—)
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Asi pues M_(f)=Ms(f") y M (f") son dos representaciones de f’en CP(n),

y por tanto son proyectivamente equivalentes,

ii)y i) Recfprocamente, si M, (f)=[A) es p.e a Mmoo (F7) =[A’] se ve, uti-
lizando l.1.6 que A’ es lee a AA para cierto » < K-<0], y teniendo
ahora en cuental,l.4 Cap III se concluye qgue ?'y Af son linealmente
equivalentes.

Corolario

La relacidn de equivalencia proyectiva en CP(E) es relacidn de eguiva-
lencia.

Demostracion:

Es consecuencia de la equivalencia ii)eyiv) de 1.1.5

Ejemplo

Dos homolegfas f y f° en el espacio preoyectivo E son proyectivamente
equivalentes si y solo si tienen la misma tazdn.

En efecto: si f es homologfa de hiperplano central H razdn A#0 , y

centro ¢ , c¢£ H, tomando en el espacio afin X=E-H coordenadas cartesia-

h
homotecia de centro c que tiene por ecuaciones:

A
nas<&a)con origen en c , la transformacidn afin FH=f/X:X—%>X es uma

A
A 00,0 4 /
0 A & = X'
y su extensidon proyectiva FH;F: A 6.0 ¥, ~k;
o A 0 b = “ /7)

X, o o b
donde(%“}son las coordenadas homogéneas en E aspciadas al sistema de
coordeSZdas cartesianas de partida ( es decir X;= ;i )

De é€sta forma cualquier homologfa de razdn /4£0,l puede expresarse a=-
nal{tivamente por las ecuacieones (1) respecto a ciertos sistemas de
cocordenadas homogéneas, y todas son proyectivamente equivalentes,

Si A =1 , se prueba de forma andloga que puede obtenerse para f una

expresidn anal{tica de la forma Y
? 0
j Aé»-v: ?r = f4' (/2)
s\ ot
respecto a cierte sistema de coordenadas homogénseas,
Reciprocamente , las ecuaciones (1) y (2) representan homologias de ra-
zones )y 1 respectivamente., As{ si f es homologfa de razdn A #£0 Y

f° es p.e a f entonces f’admite una representacién analitica del tipo
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1.2.2

1.2.3

1.2.4

1.3
1.3.1
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(1) ¢ (2) , y as{ f’es homologfa de razdn } (Utilfcese 1,1,7).

Invariantes proyectivos. Planteamiento del problema de clasifiwgacidn

Definicign

Un invariante proyectivo en CP(E) es una aplicacidn @ de CP(E) en um
conjunte A de forma que P (f)= E(f°) si fy f’ san p.e

E jemplo

La aplicacidn A :CP(E)—y K tal que 4 (f)=0 si f no es homologia, y
A(F) es la razon de homologfa en casc contrariae, &8s en virtud del

e jemplo 1,1.9 un invariante proyectivo, que es suficiente para la cla-
sificacidn de homologias de CP(E)

Definicidn

Un sistema completo de invariantes (proyectivos) es una coleccidn
(@H}...,_ﬁg) de invariantes tales que j?i(f)z,éi(F') i=lyeeeys
implica que f y f° son preoyectivamente equivalentes., El sistema se
dice irreducible, si (.§i,...{é§s) - (jﬁi) ya no es sistema completo

de invariantes para i=l,..esS

La solucion completa del problema de clasificacidn proyectiva de corres-

pondencias consiste en determinar un sistema completo de invariantes
(‘@l"°" él) y una coleccidn i de matrices 3 de Jordan de forma que:
Dado f €¢CP(E) pueda determinarse a partir se f?l(F),...,:§%(f) utma
matriz 3>de Jordan talque MQ(F)=[3]para cierto sistema de referencia
proyective & de E.

Por otra parte, en virtud de 1.,1.7, si dos correspondencias proyectivas
admiten representaciones de Jordan [3J] vy fﬁf] entonces son proyecti-
vamente equivalentes, si y solo si lo son [3] y fﬁfl “s{ pues interesa-
rda dar criterios practicos para recomocer cuando CJ]y[jifson DeB

Para establecer el teorema general de clasificacion de correspondencias

proyectivas, son aun necesarios algunos prereguisitos:

3eme janza de polinomios

Preliminar

K[E] denota como es habitual el anillec de polinomios scbre el cuerpo

.K en la variable t .

si ‘e k[t] -{0yy AeK-{0y se denota por ¥ al polinomio

AV’(t):,Amso(t//g) siendo m el grado del polinomio .

Si por ejemplo tﬁ(t):tm+a ltm-l+...+alt+a ,» entonces se tiene
m Uaef m[,:-/ ) ©

WP (E)= 0 ha  AY L e AT A e,
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o &5 ,p=a , si p(t)=tda es p(t)=ttha .

No es dificil establecer las siguientes propiedades:

En particular, si Lf: a

1,3.2 Teorema
Sea Y& KLt] -{0], A&K -{0). Se verifica entonces:
3 = é - ° = .
i) ,\/jo )(Ao) para MéK - O l\f >0
ii) Si ¥ es mdnico de grado m, entonces ¥ es mdnico de grado m
iii) si ¥= 501.,, Spr entonces Y= ASol... Ay’r . En particular si p es
polinomio primo, también lo es \Pe '
iv) Si f =pTl...p$r es una descomposicion de VJ en factores primos, enton-
ces 0 = "1 pmr es upa descomposicidn de ‘P en factores primos
,\ /\pl o'o/\ T A .
Demostracicn:
Los apartadas i) y ii) son evidentes. Probaremos iii): para V7= ?l'?Z
sim, m, ¥ m, son los grados respectivos de‘f,\fa y mwz se tiene
= : = M1 ) = =
memmy Y P) () (P, (8= 4T (87 4) A2 P (/)= 3" (/) )= jie(e).

La afirmacidn iv) se deduce ya trivialmente de iii),

1,3.,3 Definicidgn
Dos polinomios \P, % g K[t]#se dicen seme jantes si existe A<§K-<0ftal
que ¥ = ¥ . “e denomina a J razdn de seme janza.

1.3.4 Proposicion
La relacidn de semejanzzdefinida anteriormente , es relacidn de equi-
valencia en K[t] -{0), oo denota por ¥Kft] al cenjunto cocients,
Demostracians
Es inmediata a partir de i) de 1,3.2

1.3.5 Observacion
si p=tsa " e.iita tha , = tT40 ¢
mios semejantes de razdn J «K -{0Y, entonces:

>&f(t)=tm+,4am_ltm-l+...+,Am~lalt+,Ama0= y«(t) s ¥ esto equivale a

m—l+..;+blt+b0 son polind-

)vjam_f:bm_j para todo j=l,eeeyme
En particular los polinimies t- Al t- AZ (,Ai#U) sen seme jantes con
razdn X =Al/ ,\2 .

1,3,6 Definicidn

Si S es un subconjunto de K[t]-/07, y AeK-{0Y, escribimos
AS:{&Qf/‘fé ST . Dos familias S y S'de polinimios se dicen semejantes
si existe A &K= 0 tal que S’= 48.
La relacidn anterior, es obviamente de equivalencia sobre las partes de
Kft]— 0 ., 5i SC‘K[t]—{DV, denotamos por 45 su correspondiente clase de

equivalencia,
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2, TEOREMA DE CLASIFICACION DE CORRESPONDENCIAS PROYECTIVAS

2,1

2,161

246102

2,1,3

En este apartado se desarrocllard el programa esbozado en 1.,2.4

Sistema completo de invariantes

Se denotard com es habitual :X? y M?- al polinomic caracteristico vy
minimo respectivamente del endomorfismo lineal f de (3 (véase 2,3 vy

3.2 cap III).

El siguiente resultade es crucial, y muestra 1la utilidad del concepto
de seme janza de polinomios para conectar el problema que nes ocupa con

el de clasificacidn lineal de endomorfismos resuelto en el Capitulo III,

Tegrema

A N
Sea f endomorfismo lineal de E Yy A &K ={0%h 2e tiene entonces:

Demostrac1on.
i) si £ es base de E y M, (f) A se tiene:
nd+l t C
X, a(t)=det(tI- An)= det(/‘ (/\-1 = A))= 4 det( T I - A)= A Xp(t).
ii) si wxsK[t] y el grado de P es m se verifigan las equivalencias:
\p (F)=0<> )" \/)(
mio LféK[f] -{0] tal que %r(,AF)-D verifica 7\+ (F)=0 , yyyf =3 ¢
ra cierto Sc¢Klt], y =, q/) ’\‘5,475? . En consecuencia /\ﬂ""ﬁ,\
Corolario
Las aplicacio:\?s YiCP(E) 5 f:L?‘] -y QZF= *’)f](:‘é*K (t],y
g:cP(E) > ﬂ:Lf]pa'¢f= yﬁﬁé*Kﬂtj son invarianates proyectives de CP(E).

)=0 € P (X F)=0 . En comsecuencia, todo pelino-

Demostracidn:
Si fz[F], F':(?{)son correspondencias proyectivas de E tales que f es

’ N A L,
pee a f , entonces existe z\e K-fDS tal que f es l.e JF y por tan-
to .)%: )&?,s’xk?, (respectivamente, ¢?=¢A%,5A¢?,) , por tanto

JQ(%\ =J)(?, ( y*ﬂvfg: é‘[21/1; .) como queriamos demosttar.,

Para establecer el teorema de clasificacidn se necesita aun del siguien-
te lema técnico:

Lema

Sea peK[t] de grado m , f endomorfismo lineal de E y Ae K ~-{0l, enton-
ces ;gf(p(?))=rg(,\p(f\?))

Demostracidn

ra(,p(A F))= ra( A" (F))=ra(p(f)).
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21,4 Teorema
Sea f=(?]6CP(E) con ¢~ pl ceeP Mp (grado de Py igual a V., ) la des=-
composicion en factores primos del polinomioc minimeo de ?. Entonces.

i) {p seesyp j depende solo de la correspondencia f

rg(D (F) H)

)

J

definen inva=-

ii) Para cada p. cada i=04ee0y V. (p.)=
) PJY '3 ’ 3 ’ ‘O.‘L(DJ)

riantes proyectivos en CP(E).
iii) E1 sistema de invariantes descritos en ii) constituye un sistema com-
pleto de invariantes,

La correspondencia proyectiva f admite una representacidn analitica

Yo t
homogeneas [xi], siendo J una matriz de Jordan asociada al endomorfismo

¢ €,
de la forma: (3<?\ﬂ= [;y} respecto a cierto sistema de coordenadas

lineal f de F (vease 4.4,3 Cap I1II)
Demostracidn
i) Es una facil consecuencia de 2,1,1 ii), 1,3,2 iii) y la definicion

. 103.6. N 4
rg(po(f)l) son ipvariantes li=-

ii) Se deduce del lema 2,1.3 y de qus
neales (véase 4.2.2 Cap III)

Q(D (£)i) Constituyen
% .

un sistema completo de inwariantes para la clasificacien lineal de-

endomorfismos (4.2.2 Cap III).,

iii) Es consecuencia de gue los invariantes

Establezcamos por dltimo un criterio practiceo para reconocer cuando

A A~ ~ ~
dos elementos de la forma [J] y [Jf](donde J y J son matrices de jor-

dan) son proyectivamente equivalentes:
2.1.5 Notacidn
| Recordemas que una matriz 5 de Jordan (correspondiente al endomorfis=-
mo f de 3.1.4) es de la forma J—dlag(J(pl),...,J(p )), donde para
cada p,=p (m=mi, V= v&) es J(p) diag(C(psky)seeesC(pyk,)) siendo
M=k 2 Ky a2k >0 4y A(p). |

1 2 N ‘
C k)= Y
(pyk) 2N A(R)

con A(p) y N, como en 4,3,4 Cap III,

Denotando para cada & &€ K-<{0/, A(p)=A(,p) , convendremos en escribir
EaN

»3(p)=diag(Cpsk )seeesCiprk,)) » vy I=diag(33(p,)yeeeyd(p ))

En estas condiciones se tiene el siqguiente criterio:

2,1,6 Proposicidn

A A A
Sea f un endomorfismo llneal de E, y 3 una representa01on matrlclal

reducida de Jordanm para f ’ A-e K-{0, Entonces AJ es una representa-
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’ S~ . A A
cion matricial reducida de Jordan para Af. En particular }J vy 3
son linealmente equivalentes,
Demostracidn:

Sea @ =pTl...p:r ( 13: grado de pj) la descomposicidn en factores pri-

F
mos del polinomio minimo de f. Utilizando 2.1.1 ii) y 1.3,2 iv) se ve

m m .
a = = l,..p T ara cad =lyees i=lyeee . 8s
que @ .= #2 AP lecsp T 5y P 8 J=lyeeesT , i=lyee., @S

A s Al
rg(p (F)*) _ rap ,(AF)7)
) v

e JA 2 ,\ & o »
Asi si J=diag(3(pl),...53(pr)) es la representacion matricial de Jor=-

(véase 2,1.3)

dan de F deducida (por 4.4.2 Cap III) de los invariantes de rango,se
concluye que AS:diag(ﬁ(Apl),.;.,S(Apr)) es la iorresgondiente a 47,
La dltima afirmacidn es consecuencia de que AJy ,J son dos repre-
semtaciones matriciales de )? s ¥ por tanto son linealmente equivalen-
tes,

Corolario

Dadas dos matrices de Jordan J y J°, entonces [5] es proyectivamente
equivalente a fﬁuJ si y solo si existe ) € K-{0] tal que Syy AS son
linealmente equivalentes, En particular 5' se aobtiene a partir de‘Aa
por permutacidn de cajas.

Demostracidn

£s suficiente observar que [3) 8S P.B, a [3f]si y solo si existe /X

no nulec con AJ 1l.e a J3°., Apliquese ahora la dltima afirmacidn de la
proposicion anterior.

La dltima afirmacidn del corolario es consecuencia del criterio de equi-

valencia lineal de matrices de Jordan dado en 4.,3.6 Cap III,

E jemplo 2 0 0 Y20 0
. « (1 2 o) 2.0 1 © A A, |
Si J= 00 1 Jd = g 1 1 entonces J y J son p.e.
~ A, 4 e 0
de hecha se tiene que J° es l,e a la matriz Jl =[ 4 4 ©
o o lsa
, 1l
V4= vaaue (=D (ED) v B(D) (6= D) - g
Observacidn

En general, cuando los factores irreducibles del polinomio minimo saen
lineales (por ejemplo si K es algebraicamente cerrado), el criterio

practico para reconocer cuando dos m trices de Jordan son proyectiva-
mente equivalentes, es que salvo permutacidn de cajas se pueda obtener
una de la otra multiplicando por un escalar no nulo los términos de la

diageonal principal,
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Subespacios invariantes de una transformacion proyectiva

Ky I ’ ?0
de (1) en fincidn de Xj» es decir, tomando u=(u0,...,un) y X =[ ! >

Definicidn

Sea f una transformacidn proyectiva de E. Un subespacio A de E se dice
f~invariante(d imvariante si se sobrentiende f) si f(A)c< A.

NOotese que la condicign anterior equivale a decir que f(A)=A, pues

dim f(A)=dim A.

Se tiene la siguiente caracterizacidn:

Proposicidn

Sea f=[f]eGP(E) , y A=P(A) subespacio proyectivo de E. Son equivalentes:

i) A es f-invariante

L2y A NI .
ii) A es f-invariante

Demostracidn

i) =»ii) Supongase A f-invariante, si 2 ¢« A-10Y entonces LQ]é Ay
F([a])=[f(a))en , luego F(a)¢ A.

El reciproco se prueba de foema analaoga.

Corolario

Sea f=[?j<£GP(E). Los puntos fijos de f son exactamente los .puntos
a=(4) de E definidos por autovectores a de f .

Observacidn

a) La interseccidn de dos subespacios invariantes es siempre invarian-
te, sin embarge no puede dedirse lo mismo de la suma, como veremos

mas adelante en alqun e jemplo.

b) Para cuerpos algebraicamente cerrados, toda transformacidn lineal
admite un autovector, es decir, toda transformacion proyectiva admite
algub punte fijo.

Calculo de hiperplanos invariantes

Los hiperplanos invariantes de una transformacidn proyectiva F=[FJ de

E son los puntos invariantes de la transformacion dual

¥
f¥:E B H> f(H)e E™ ( vease 1.3 Cap X)e En la practica el calculo se

realiza de la siguiente forma:

X
* o . . . .0
Si ¢ =££] es upn sistema de referencia proyectivo con coordenadas ;
/% %o n
las ecuaciones de f se escriben de la Forma:(.A 3)=]= [5, ] (1)
X xh

A ~ -
siendo A=N€(f). Si uoxo+...+unxn=0 es un hiperplano H de E, la ecua-
cidon de su transformado H’es de la forma u;x;+...+uéx;=ﬂ , Y se obtie-

ne sustituyendo en la anterior ecuacidn cada xi por suw valor a partir

2,
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se tiene: H:(u x = 0) y H :(u A" = 0) por tanto u’:=u A"t ¢ bien

u u’ u u
7 - .0 N ™ o)
(A l)t <1 = 1% . La invarianza de H se expresa | (A l)t B ) }
un un Un Un

u Alg

. . ~t (o . .

0 de forma equivalente A <; = : para cierto )sé,K—{OY.
u AU
n n

Es decir los hiperplanos invariantes H se obtienen a partir de los

~t
autovectors de A,

2.3 Clasificacion de las homografias de upna recta proyectiva

~
A =pP(4Q) es uma recta
proyectiva sobre el cuerpo

Ke

2.3,1 Definicidn
Una transformacidn proyectiva f< GP(4 ), fid se demomina:
a) Hiperbélica, si tiene unicamente dos puntos fijos
b) Eliptica , si no tiene puntos fijos
c) Parabdlica, si tiene unicamente un punto fijo.

2,3,2 Obserwvaciones
a) Los conceptos de transformacidn hiperbdlica eliptica y parabdlica
son invariantes proyectivos, es decir, si f es de alguno de estos ti-
pos y f” es p.e. a f entonces f” es del mismo tipo que f, Esto es con=
secuencia de gue si F es el conjunto de puntod fijos para f, y

. s 0£GP(4) , entonces F’=g(F) es el conjunto de puntos

f=g.f g
fijos para f°.

b) Si el cuerpo K es algebraicamente cerrado (por ejemplo K=C) entonces
no existen transformaciones elipticas, Esto es consecuencia de 2,2.,4

c) La clasificacidn de homografias en la recta proyectiva £ descrita
en 2,3,1 es exahustiva si se excluye la aplicacidn identidad,

En efecto: Si una transformacidn proyectiva f de Zl tiene mas de dos

puntos fijos, por el primer teorema fundamental de la geometria proyec=-

tiva, se concluye que f es la identidad.

La clasificacidn de transformaciones proysctivas de ﬁﬂ., puede hacerse
por tanto de forma.exahustiva estudiando la clasificacion de cada une

de los tipos descritos en 2,3,1

2,3.3 Teorema
Sea F=[?]eGP(4&) una transformacidn hiperbdlica con puntos fijosia,bY.

Existe entonces una constante M<K ~f07 tal que si x ¢ 4 —(a;b}, se
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verifica la equivalencia: F(x)=x'¢£7[§,b;x';x] =) . Be denomina
a {), %\Traz6n de la transformacidn hiperbdlica.
Por otra parte dos transformaciones hiperbdlicas son proyectivamente
equivalentes, si y solo si coinciden sus razones respectivas,
Bemostracidns:

~ Al
Sea c:éél-{a;bj. S&a (a,b) la base de 4 asociada al sistema de refe-

rencia proyectivo (a,bjc) de 4 . se tiene entonces, por 2.,2.,3 que
A
a y G“ som autovectores de f asociados a autovlores no nulos.

~ »r A A A
Es posible elegir f de forma que f(&)=a y f(b)= 4b s ¥ las ecuaciones

G ) @

Mandando bn(x0=0) a infinite , y tomando en la recta afin D= 4-{bY

il

la coordenada cartesiana x= xl/xD (vease 2,1.,8 Cap X) , las escuaciones

de f/D son: (; ;) ()1( \)=(i)

y se trata de una homoteéia de centro a y razdn A, as{ para xéﬁ-[&'yb}-
es  A=(a;f(x)5x), =[aybsf(x),x] .

Intercambiando los papeles de a y b se tiene para xe & = fa,by

1 =[b{a;?(x);x} s y respecto al sistema de referencia proyectivo

(byaje) f admite una expresidn analitica de la forma:

ko 5Y Xy Xy
La segunda parte es ahora evidente: Si f vy f” son transformaciones hi-
1

)(

coinciden, podemos suponer per ejemplo,A = ) y concluir por lo ante-

,o e . 1 _ ’
perbolicas de razonses respectlvasihl,’;-?, «,&, % s ¥ ambas razones

rior que f y f admiten ecuaciones reducidas de la forma (1) respec-

to a ciertos sistemas de referenciaj por 1.l1.7 son proyectivamente e-
guivalentes, El reciproco se deduce inmediatamente del criterio de equi-
valencia proyectiva de matrices de Jordan establecido en 2.1,7, y que=
da como e jercicio,

Definicidn

Una transformacidn hiperbdlica de 4 se llama armdnica si su razdn

A= 2

= S = ow]
A

Corolario

Dos transformaciones hiperbdlicas armdnicas de 4 son proyectivamente

equivalentes,



2,3.,6

0 -] X X
?Q son de la forma ( ) ('0 = ( E
1 X X1 3

-XI=-12
Teorema
Dos transformaciones parabdlicas de /\ son siempre proyectivamente e-
guivalentes,
Demostracion:
Si f es parabdlica, y b es su dUnico punte fijo, sea D la recta afin
A ~3by. Se ve que £f/D:D —>D no tiene puntes fijos, y es por tanto una

traslacidn que admite por ecuacidn x ‘=x4l respecto a cierto sistema de

(l) (l D>(l)__(l)
coordenadas cartesianas x| » €8 dec;r 1 1 X X .

0
Tomando las coordenadas homogeneas [x ] correspondientes a (x  (es de=-

l l 0 x X'\
. Xl . . °
cir x= —= ) las ecuaciones de f son ( )</ > - { 'J
- 1 1 X1 X3

0
El resultado se sigue ahora de 1.,1,5

Estudiemos finalmente la clasificacidn proyectiva de transformaciones
elipticas solo en el caso real:

Teorema

Si f «G6P(4) es una transformacidn eliptica, existe un sitema de coor=-

denadas homogéneas y un &/ 30 dnico de forma que las ecuaciones de f

se escriben @ 0 -1 %\, xé
= ’ denominamos a O parametro de f.,
f\1 o X1, 3

En particular, dos transformaciones elipticas son proyectivamente equi~

valentes, si y solo si tienen el mismo parametro.

Demaostracign:

Tomando F=[?f}, como f no tiene puntos fijos, ?' no tiemne autovalores,

y el polinomio caracteristico de ?7 es de la forma:
‘)%,(t)(t-a)2+b2=t2-2at4(a2+b?) donde b: es no nulo. Para Je K= O

es Ajrf,(t)z ;YAF'(t)= t2-24%at + )?(a?+b?) , v podemos elegir ~ de

A A,
forma que ).2(a2+b12)=1 s Y =2)a =030 . Tomando f= AF , por el
teorema de clasificacidh lineal de endomorfismos se concluye que exis=-

) ”~ -~ ~ ) .
te una basse éf=(eo,el) con coordenadas (Z > tal que las ecuaciones de

”,

; ‘ - o -1 Xq
Asi las ecuaciones de f respecto a & =Li] son

que es lo que queriamos probar.

£l resto del teorema es ya trivial,
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2.4
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Definician

Una transformacidm proyectiva f en un espacic proyectivo E se llama
involucion, si F2=id.

la calsificacion: proyectiva de transformaciones involutivas en la rec-
vien descrita en la siguiente proposicidn

Proposicion

Sea f ¢ GP(A ) involutiva, entonces:

i) 8i f es hiperbdlica, entonces es necesdriamente armdnica
ii) Si f es eliptica, su parametro &K es nulo ’
iii) No existen transformaciones parabolicas involutivas en A,
Bemostracidn

El resultado es evidente a partir de las representaciones apaliticas
reducidas dadas en (las demostraciones de ) 2.3.3 2.3.6 y 2.3.7

La condicign F2=id impone: i o 2 1 o
a) En el caso hiperbdlice , existe k& K-i0Tcon (D >> = k(n )

y esto implica que A= *1, 2

0 -1 1 DY
b) En el casc eliptico , ) = k</ para kK € K={0j=p & =
1 o¢ 0 1

o

la afirmacion iii) es evidente

Nodtese en particular, que las involucicnes distintas de la identidad

se clasifican proyectivamente en hiperbdlicas y elipticas

Clasificacidn de transformaciones proyectivas enm el plane.

Sea E=P(E) un plano proyectivo sobre el.cuerpo K=R ¢ C. Particulari=-
zande a esta situacidn el teorema de clasificacidn 2.l.4 y los crite-
rios de equivalencia proyectiva de matrices de Jordan dados en 2,1.7
se puede concluir que para fé GP(E)-{id), existe un sistema de refe-

rencia proyectivo E=(eO;el,92;e) con coordenadas f&i]respecto al cual

X x”
A 0 P

las ecuaciones de f son [J Xl) = x? donde J puede tomar los si-

%2 X2
guientes valores:
N 1 0 o0 f es hamologia de base <%l,92> centro e

o
J={0 ) o y rtazdn A #0.
S les puntos fijos (vease figura) son el punto

e, » ¥ los de la recta base <él,a£7 . Las rec~
tas invariantes son las gue pasan per e, y Vv

,
ademas, la recta base,
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1 0 0
5: 0 /\u 0 ),# )‘z
0 0 A

f es una transformacidn proyectiva con puntos fijos eo;el;ez s v

rectas invarantes, las determinadas por dichos puntos

1 0 o .
P .
J=1 1 .0 ot VIS
prs
0 0 I recta

e 0y

f es homologia de base la recta B=<el,ez> y centro e, . Los puntos

1
fijos son los de la recta B, y son rectas invariantes, todas las que
pasam por el centro €y
1 0 0
A
= 1 1 o A #1
0o 0 A

f tieme unicamente dos puntos fijos elﬁ 82 y: dos rectas invariantes

<el;ez> Y (eogel> .

1 0 0

/\ g

J={ 1 1 0 2.
0 1 1

f tiene un Unico punta fijo , 82 y una dnica recta invariante

CIPE (que contiene al punte fijo)

l’

0 1 « 2L
La transformacion f tiene un unico punte fijo e Y una tnica recta
invariante ;(él,ez> ( gue no contiene al punto fijo)
Observacidn
Notese que la configuracidn geométrica del conjunto de puntes fijos,
cuando consta de mds de un punto, detremina el tipo proyective de la
transformacicn (2.4.1, .2.4,2, .2,473, 2,4,4 )
Cuandeo solo: hay un punto fijo, es preciso recurrir a su posicidn rela-

tiva respecto a la Jnica recta invariante (2.4.5, 2.4.6 )
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CAPITULO XII
FORMAS CUADRATICAS,., CUADRICAS PROYECTIVAS

En este<65pftulo £ denota un espacio

vectorial de domensidn ntl scbre un
cuerpe K de caracteristica distinta§

de dos. E=P(E) es el correspondiente

espacio proyectivo.

X
_ _ o ~ , _
Fijado el sistema de coordenadas (3 ) en £ , una expresion del tipo

" _ Xn

A - » 3 s

I sz“aixi (aié K) representa una forma lineal que - si no es iden=-
AR Q

ticamente nula - da lugar a un hiperplano preoyective H de E de ecua~

/'4' - I3 » (] A
cidn 83Xy = 0 « Dicho hiperplanc determina la forma lineal & sal=-
1=y
. . . . P . )
vo constantes multiplicativas no nulas, y la identifiwacidn e (o]
permite establecer una estructura proyectiva candnica sobre la familia

Ew de hiperplanos de E.

El objetivo de este capitulo consiste inicialmente en desarrollar un
L4 * o k
esquema andlogo para expresiones de la forma § =“££aijxixj (aije K)
PN L= ! .
denominadas formas cuadrdticas. La ecuacidn ‘é;aijxixj = 0 representa-

rd ahora lo que serd demominada una cuédricaq;; el espacioc proyectivo
E, y serd posible dar estructura proyectiva al conjunto Q(E) de todas
ellas,
El estudio de la relacign de ortogonalidad (polaridad) inducida por una
forma cuadratica (cuadrica) es el ingrediente geométrico fundamental
de.esta teoria , y prepara el camino para determinar expresiones éna-
1{ticas reducidas. Este serd el Ultimo tema del capitule, que estard
planteado de la forma hébitual, es decir, como un problema de clasifi-
cacidn geomdtricae

1, DEFINICIONES .Y RESULTADOS BASICOS

o] g - - / . 7 3
1.1 Formas bilineales y cuadraticas, Cuadricas

l.1.1 Definicidn

| Una forma bilineal en E, es una aplicacidn a: EvE —» K que es lineal
respecto a cada componente, es decir, para %
1) QA% +49,0)= A8(%,0) +4(5,0)
11) 80, A% 4u§)= 22(0,%) +u0(7,7)

’ - . iy
La forma bilineal se dice simétrica si Q(

”~ s~

para todo X,y<E.

xS
-
<
N

1}
~
<Y
-

x>
A



l.,1,2

1.1.3

l.1.4

l.'l .“5

E jemplos

7S ~ >$0 A yo .
Tomande E=P_, , para x ={: = 3 se define:
. xn yn

a) 6f’ :/F;XE;BGE 9)»_4;__;( y: z K ,D<Pé.n-!-l

© "'n n ’ N T R P B

4P P P > (R.9) Zp < ntl

QP ’pnypn:>(X’y)“*"zaxi-lyi—lé K , 0Lp<n

~p 3 ~ (/\ - Az . é | ‘ dond o

Q, @ dupna XeV) -y 72£4xi-1yi-l o Ixj-lyj—lé , donde ahora

es 0<p &ntl , y 0<4VLp,
Se prueba inmediatamente gue %5 ( Uéf’fi n+l , 0<vs=p ) son formas

bilineales simetricas,.

Antl

~
Se denota a Qv , directamente por Q, .

Qoo ... apu
b) Fijada la matriz A =/ . ! lcon ceeficientes en K , la
. Ao Aaha e Yo
aplicacidn Q(Xx,y)= (XD;...;xn)& es uma forma bilineal,
Yn J

y es simétrica si y solo si la matriz A es simdtrica.

Yo
NStese que QF(X,y) = (X yeeegx )N (
0 n
Yn
v)

v} -
gonal‘/l = diag("'l,' o o o ,"'l,l, =p¢ .) .»‘ ’l)

> siendouﬂ la matriz dia~

Definicidn
”

A

Dada la forma bilineal simetrica @ de E se denomina forma cuadratica
) ”n
X

S

. o .« P % A
asociada a la aplicacidn T :E3X—3 QO

Ejemple (continuacidn de 1,1.2) 5 .

La forma cuadratica asociada a af es GS(X)= -/f§;x§~l fﬁéklxi_l
Proposicicn
Si a es la forma cuadrdtica ascciada atla forma bilineal simétrica 6
de £, se verifica la siguiente identidad de polaridads:
A,9)= 5 (A(49)-8()-4(5)) para todo %,5<E
En particular, dos formas bilineales simetricas en E‘coinciden si y so=-
lo:si ipducen la misma forma cuadratica,
Demostracidn:
(%49)=0 (K47, %47)=0(%,%) +20 (%,7)#0(7,7)=0 (X) $26 (£,7)+4($)
y de aqui, despejande 6(§,;) se obtiene la formula pedida,

La Ultima afirmacidn ya es inmediata,

A “ 2"/\1\ 2
Teniendo en cuenta qus G(A X)=0( A%, A %)= ATQ(X,%)= (%) (A& K)
y la identidad de polaridad, puede establecerse de forma intrinseca el

concepto de forma cuadrgtica:



l.1.6

1.1.7

1.1,8

1,1.9

l1.1.10

P A ~
a=]Aul+;Au

XII=3
ge?inicién
7 4
Una aplicacidgn a:E——» K se dice que es una forma cuadratica si

i) Para todo Aek , %ef es Q(4%)= AZ4(%)

A ~ A A A A A PR
ii) La aplicacion & ¢ E,E 9(§,§)F4)—%—(ﬁ(x+y)-aﬁx)-q(y))é-K es una for=-

ma bilineal,’
R A . R . .
La forma bilineal @ -simétrica por construccidn~ se denomina forma polar
, . A
asociada a la forma cuadrdtica 7q .
Proposicidn
'3 A P, . . -~ ”~
35i g es forma cuadratica y @ su forma polar, entonces gq es la forma
A
cuadrdtica asociada a Q.

Demostracion
A oa A l A, Ay Apay A 1 AgA A oA
Q(xy%) =“§'(Q(ZX)'Q(X)-Q(X))='§‘(4Q(X)'ZQ(X)) = q(x)

Proposicidn
. N 2o ~ o~ -~
Si g es una forma cuadrdtica en E con forma polar Q , y F es subespa=

, A A
cio vectorial de E s, entonces la aplicacidn ﬁ?=ﬁ/F:F9 %> g(%)e K , €8
~ ~ A

’ ~ . . ~
una forma cuadrdatica en F con forma polar Qﬁ:ﬁ,Fa (%,7y )—> a(ﬁ,@)é K e

Demostracidn:

Notese que para Qé‘% s A € K es GE(A %)=0(4 %)= A26(§)= )26f(§).
Poer otra parte, si Q;?e—? se verifica:

% (6§(§+§)~a;(i)-a§(9))=6(§;§y . Esto concluye la demestracidn.,
Observacidn

Si.’>{y4é K al ,62 son formas bilineales simetricas en E} yfal ,32
son las correspondientes formas cuadrdticas asociadas, se define:
AP de la forméA §(§,91=/iﬁl(§i9)jy«a2(as§)

9= AG 4 18, es tal que (%)= )ql(x)ﬁf“qz(fi

Se prueba de manera totalmente trivial que @ es una forma bilineal
simetrica con forma cuadratica asociada a.

Por otra parte'’t, con estas operaciones el conjunto de formas bilineales
simetricas, y el de formas cuadraticas sdbre E, son espacios vectoriales,
y se denota a ambos por el simbolo Q(g). La razen de ésta ambigliedad
esta en la siguiente propaosicidn, cuya demostracidn estd contenida en
este mismo epigrafe:

Propesicidn

. . A A .
La aplicacidn gq-—>Q que hace corresponder a cada forma cuadratica su

forma polar, es un isomorfismo lineal entre espacios vectoriales,



lul.“ll

1.2
14241

le2.4

1.2.5

XII-4
Definicidn
Una cuadrica g de E es un elemento de la forma q=[a] donde § es una
forma cuadrdtica (no nula) de E.
El conjunto de cuadricas de E, es el espacio proyective P(Q(f)) construi-

do sobre el espacio vectorial Q(E), y lo denotaremos por Q(E),

Nétese que una cuadrica viene determinada por una forma cuadratica no
nula, y dos formas cuadrdticas determinan la misma cuadrica si y solo

si son preoporcionales,

Cono isdtropo, Puntos de uma cuadrica

Definicidn

Un vector QE'E se denomina isdtropo respecto a la forma cuadrdtica
gea(E) si §(X)=0.

Proposicign

8i x¢Ff es un vector isotropo respecto a 645Q(€), entonces Ax es isd-
tropo respecto a la forma cuadrdtica /uﬁ , para todo 4 {ﬁ,e Ke
Demostracidn:

NGtese que ( «d)( 4 R)= 4 42§(%)

Definicign

i) Se denomina cono isdtropo € de la forma cuadrdtica 4 ¢q(E) al conjun-
to de sus vectores isotropos. Es débir 6:{915? / G(£)=0% .
ii) Se denomina imagen de la cuadrica q=[dJ¢Q(E) al conjunto

im q =C ={(X1¢E / §(X)=0Y . Los puntos de im q se denominan puntos de la
cuadrica,

Observacidn

Notese que en virtud de 1,2,2 la definicidn 1.2.3 ii) carece de ambi-
gliedad, es decir, el criterio para decidir si un punto x=f§3£E es pun=
to de la cuadriwa q =(§) es independiente del vecter x elegido tal que

x=(X], y de la forma cuadrdtica g que verifique q={§).

E jemplos

En el espacio proyective P (R), determinemos el cono isotropo de la for-

1
’y . N o~ . . ~ . .
ma cuadrdatica g (en Pl) y la imagen de la cuadrica q=[q] en los siguien-

tes casos:

i . La ecuacidn del cono isotropo es ~x§+x§=0 , 8s decir
o Yoy = o (-x0+xl)(xo+xl)=0. Asi el cono isdtropo es la

unidn de las rectas vectoriales =X X, =0

y x0+x1=0 o« La imagen de la cuadrica es

4=y




i o A1) "

~ /% . 2 P
ii) Tomemos q(xi)=x§+xi . La ecuacion x§+xl=0 da lugar unicamente al
vector nuko , y poe tanto img=f¢ .
X y ’
iii) a(xi)= xz . E1 cono isdtropo estd formado por la recta vectorial
x =0 , que dd lugar a un dnico punto [?J para im g .
b) Analicemos ahora la cuestidn andloga em'Pz(R) para q=[6] en los siquien-

tes casos: %o s o o
i) 9(%)= ¢q xi = -x0+xl+x2 La ecuacion del cono isdtropo y de los puntos
X. . 2, 2,2
2!y, de la cuadrica es -x0+xl+x2=0 s ¥ estan re-
// presentados en el cono de la figura. Ndtese

que si mandamos al infinito 1la recta x =0
)

Y la representacion de im g en el Correspon~-
2

diente plano afin (x0=l) es una'circunferen=-

cia'",
. . . 2, 2. 2
ii) si q(x)=xo-!-xl-!-x2 s, Claramente im g = §#

iii) Pongamos q(x)=-x2+x2 . La ecuacion (-x _4x.)(x 4x.)=0 da lugar al
Yo o 1 (2 T (s T §

. |
L

par de planos vectoriales representados en

;
\L la figura, que definen dos rectas proyectivas

14 s - .
- ——— en k& , cuya union es im q

0
2 2 r'd -
iv) q(x)=xo+xl o E1 Unico punto de la cuadrica es el punte {U
1
2 . S - - #
. v) q(x)---x0 . im g es la recta de ecuacign x,=0 , que da lugar a un
2,

plano vectorial (doble) en £ como gone i-

sdtropo de §.

&

/, /// e /"/ '

; b .
1,3 Expresidnes analiticas

P ~ - ~ 2 . |
1,3,1 Sea E§=(eo,...,en) una base de E y £i=f€i] el sitema de referencia pro-

X
yectivo inducide en E, Se denota por ( °>, [ﬁ)J los correspondientes

Xn Xn
I
sistemas de coordenadas inducidos sobre E y E respectivamente,
’ 1) LN ~
Fijemos a forma cuadratica me nula en E, y sea Q su forma polar. q=[q]

es la correspondéente cuadrica en E

1.3.,2 Proposicion

.’ . AP SIS P PR
En las hipotesis 1.,3.,1, si Q(ei,ej)=aij 1,j=05e0e9yn , se verifica pa-

N “
A~ A A A
ra a=2a,8- ’ h—-:Z',b.e. :
it - J

Tz /=@



XII-6
b’ . /aa'O [ - aﬂ“'k
A~ h 0 . .
Q(a;b)z:%é4aijaibj = (ao,...,an)A : siendo A =
‘h/ o bn an° . . “ a,,,"

Demostracidn

. N
Utilizando la bilinealidad de Q se verifica: .

Q(a b)_. Q(f_,a e, Z_,bJ J) Z;a b Q(e ,e )= Z.ab.a, ., .

)R PP R A B 1
Coroclario
La forma bilineal 6 queda univocamente determinada por la matriz (simé-
trica) A=(ai.) con aij=6(gi,$j) iyj=0yeeesn. S8 denamina a A makriz
de Q respect; a la base £ , Y se escribe A=M€(a).
Denotando por /Q(Sn):al espacio vectorial de las matrices simétricas de

orden n+l, resulta que la aplicacidn N~’Q(E)u»» Q(P ) es un isomorfis-
(h+l¢ g

mo lineal, En particular dim Q(E)=
Demostracidn:

La linealidad de Mz es evidente; si Ni(a)=0 s la formula de la prope=-
sicidon 1,3.2 muestra que Q@ es identicamente nula.

PUr otra parte, Fljada Aé’Q(P ) , la formula de 1.,3.2 define una forma
bilineal simdtrica Q que tlene a A por matriz asociada (Respecto a z).
Finalmente la dimensidn de Q(Gn) (igual a la de Q(E)) se calcula tenien-
do en cuenta que si Sij (i£j) es la matriz de Q(Pn) que tiene todos los
coeficientes nulos escepto el gue ocupa el lugar (i,j) vy el (j,i) que
tiene valer la unidad, entonces la familia { Sij / i=j Y constituye

una base de Q(Sn) que consta de 142+¢...4n4l = (A4l)(nd2)/2

Corelario

En las condiciones 1.3.1, si M (§)=A=(a, j) , entonces para cada a ¢t

se tiene q(a)— ééfa X o (a)x (a)

/J"° l

[N
Se conviens en escribir entonces éé XX o tambien:
J=e ij J
X

7~ N . o
a= (xo""’xn)’:A . > ©
X Y,

n

Observacidn

'S
s ¢ o s P ) . o
La expresion anlitica anterior 7G= ¢£.a..x.x. puede escribirse en la

. nree ¥J 17
forma = 2 é&,a + X éé;a..x? = ?if q, X.X. , donde
A‘J lJ l J /=0 i1 1 4$) l-J i \]
qij = 2 aij si i¢j , vy 9y = 344 °

Recfprocamente s fijada la forma cuadratica por su expresidn analitica

. B P~
= Z, a %3 X j 0 su matriz A respecto a € es de la forma:

n‘-‘



1.4
l.4.1

XII=7

Yoo * Yo1/2°°° gon/2

A = qDl/2 qllwoog qln/2

L B B0 B B BB B BRI O BN 2R 2 BN AN J

qon/Z qln/2... q

nn
Definicidn %o
En las condiciones 1.,3.,4 vy 1,3,5 se dice que (xo""’xn) A = 0
X
n
o bien 2£/q x,Xx, =0 es la ecuacidn de la cuadrica g=[d).

de) 13710
Notese que dicha ecuacidn representa la ecuacidn implicita de los pun-
tos de la cuwadrica, y viene determinada salvo constantes multiplicati~-
vas no nulas,
Ejemplos
Tomando E = Pn(K) y siguiendo la notacidn establecida en l.1.2 y l.1l.4
podemos denotar por qP a la cuadrlca [q ] (0¢p<nil , D<V.<.zf )y

tiene por ecuacidn: - Zi,x i Zf .
Notese e P=qf s - s=v -l
qu q, = qf"’ .

Cambios de coordenadas

En las condiciones de 1,3.1 , sea ahora g (e ,...,e ‘) otra hase de

x «
E con coordenadas <’fi> y Y ¢ ‘= [£°] el sistema de referencia proyec-
X

L4

n X
.0 .
tivo indiécide con coordenadas { ;’l . Supongass £'=Ep siendo P la ma-
Xn
triz cuadrada no singular de cambio de base., En éstas condiciones se tie-
nes
Teorema
Fijadas las hipotesis 1.,4.,1, si Mg(a) =2 , entonces N24(6)=PtA P .
=P }Jy ademds G =(X seeex ) A
. o n

X X
n n

Demostracidn: X
Por una parte se tiens : ( )

Xn

sustituyende formalmente en 6sta Ultima igualdad las x; en funcidn de
las x{ por el cambio de coordenadas se obtiene:
x’

(x;;...,x;)P AP = q de donde se concluye la tesis.
x'
n

Como consecuencia inmediata se obtiene el siquiente resultado:
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l.44,3 Corolario %o
En las hipotesis de 1l.4.,1 , si (xo,...an Al = 0 es la ecuacion

X

n

de upha cuddrica en el sistema de coordenadasr(xi), entonces

,

X ,

" %o -1/%o
gl sistema de coordenadas L= P !
X X
n

X
s]
(x',...;x')'PtA P (: ) = 0 son las ecuaciones de la misma cuadrica en
n rd

l,4.4 Comentario

Mds adelante probaremos que cualqu1er cuadrlca real admite una ecua-

2
cion reducida de la forma 2 (= 2% xl 1 +|::(XJ 1 = 0) respecto a

cierto sistema de coordenadas homogeneas,

1,4,5 Definicidn
En las hipotesis 1.4.,1, una forma cuadratica a se dice no degenera-
da si det A # 0 , siendo A= M;(d).
Si a es no degenerada , se dice que q=fﬁ] es cuadrica prdpia.

1.4,6 Observaciaon
La definicidn anterior es consistente ya gue el caracter no degenera-
do de g no depende de la base concreta £ utilizada: Si € = € P
como en l.4,1 y Na,(Q) =A°, se verifica por 1l.4.2 que A =pta p Y
det A‘=(det P) 2det A , asi det A =0 ¢ det A'=0 ,

1.,4,5 Ejemplo

La forma cuadratica 53 de 1,1,4 es no degenerada si y solo si p =ntl.

2, ORETOGONALIDAD, POLARIDAD

P
En este epigrafe se trabaja conj
i

. .+ » ~
una forma cuadrdtica fija q sobre

E . a denota su forma polar,

2.1 Rangm
2.1.1 Proposicidn (definicidn)

A partir de la forma cuadrdtica a s ¥ fijado a éE se define

/\,y ~ N N A P .

Q7 (a)sE>% —v Q(4,x)& K o Se tiene:

i) La aplicacidn Q°(4) es lineal para todo 4 &t

. . e DNy My ANk, oy .

ii) La aplicacidon Q":E'sa—» 0 (2)¢ E° es lineal. Se denomina aplica-

s ’ . . . A
cion lineal asociada a la forma cuadrdtica Q.
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La demostracion es elemental si se tiene en cuenta la definicidn

l.1,1 de foema bilineal.

2.1.,2 Observacidn

Aplicando la notacidn “ambiglia® para espacio dual (1.1,5 Cap II), se

verifica la idsentidad:
N oA A
q(%,6)=(0%(4)/b)=(5/8*(5))

para todo a ’ G ¢E .

2+1.,3 Teorema

i) La aplicacidn Q(€) 5> Q' e FL(E,fy)* es una aplicacidn lineal

A A
ii) si 25:(3 yeees? ) B8 base de £ , y £ es su base dual entonces
0 n

A Ny
mé\(Q)‘”mé‘léif (Q )'
Demostracidn
A ~ »
i) si al,q2€ Q(E) )i, )Z‘éK Y Qi denota la forma polap correspondien-

~
te , para todo acE se tiene:

(5,074 3,00) (2)/B)=( A 8+ 4,8,)(8,B)= 2,8, (4,b)+ A0,(5,5)=

zQ,Ale(5)+ Azag(g)lﬁ) para todo b E. De aguf se concluye i),

ii) Teniendo en cuenta la identidad de 1,1,11 CapII referente a bases

5,4 XO 8w . - - am\\
duales, si 5~=< j » se tiene para A= - - - - :P%(a):

Xn W a*‘\u~ o akk)

(6 /o )x= 2,6 /0 xim Loa x,

= 1j 1

A=2p

248 )= Z (6* (8 )/8)x, =
it e, J i~ i

Como consecuencia de este resultado , resulta consistente la siguiente

A =0

definicign:
2.,1,4 Definicign
Supongase G £ 0 , y g=[4):
i) Se llama radical de a y se denota por rad a"al nuclea de la apli=~
cacidn lineal Q¥ asociada.
ii) Al conjunte P(rad a) = rad g se denomima conjunto de puntos simgu=
lares de la cuadrica.
iii) Se dencomina rango de la forma cuadrdtica G (rg § ) y de la cuadrica
g (rgg ) al rango de la aplicacidn lineal B T,
iv) A la correspondencia proyectiva Q“:[ﬁik?E - rtad g—v E , se denomi=~

na correspondencia de polaridad inducida por la cuadrica g,
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2414,5 Consecuencias inmediatas
. R o~ A A A~
i) 8i £ es base de E y Mg (d)=A , g =[g] entances rg g= rg g = rg A
En particular se tienen las equivalencias:
ld - . /\ * (3
a no degenerada & q cuadrica prdpia «vdet A £ 0« Q* isomorfismeo lineal ¢y

@I‘g q = rgF'G =n+l¢e§’?rad a = 0 & rad q = ¢ .
X
0
ii) si (Xoi..;ﬁxnﬁ A <E >=0 son las ecuaciones de una cuadrica q en las
i xn

coordenadas [x.), las ecuaciones del conjunte de puntos singulares san

i
*a
*n

A
iii) Como rg D*+dim(Ker~a*)-= ntl se tiene la formula:
rg q + dim (rad §) = n#l (1)

Teniendo en cuenta que rad g = P(rad §) vy dim(rad q)= dim(rad §)-1 :

rg q +dim(rad q) = n (2)
iv) Ndtese que rad ggim g ya gue si a:~[$]erad q ,'esr.géradi/q\ y se tie~
ne 0%(4)=0, por tante §(8)=0(4,8)=(0%(8)/4)=(0/a)=0 , y aein q .

2.1.6 Ejemplo
El rango de la cuadrica qf:{ﬂf] (1,3.,7) es igual a p » ya gue P es
el rTango de la matriz A-“'— diag(—l, .\7). . ,"'l,ll’ PQ-Y).l,G’-' . .,0)

”, A
Notese que las ecuaciones de rad v rad sen x.,,.=0 .
q ay 9 j'!'l }J=P AERTAL

2.2.0rtogonalidad y polaridad. Definicicnes

2.2./1 Definicidn
i) Si‘%ﬂﬁnsg se dice que aes ortogonal a gs(respecto aq) si 6(35@0=ﬂ,
y escribimos 4lb .
ii) si a=(4), b=[336.£ » Se dice que a y b son conjugados (respecto a la
cuddrica g) si alb (respecto a q) y; se escribe alhb

2.2.2 Observacidn
Ndtese que la parte ii) de la definicidn carece de ambigliedad, pues
si @ es ortogonal a g;respecto a a, entonces A4 es ortogonal a//«a

respecto a ® g para todo A ,’/a ’ € K- 0.

2.2,3 Definicion (proposicidn)
i) Si/E\‘: es subconjunto de /E\, el conjunte /S‘;J={361E\ / 41 para todo /8\6,3\§
es subespacio vectorial de €Ay se denomina subespacioc ortogonal a‘g.
ii) Si S es subconjunto de E, el conjunto S:{a ¢E / als para todo se;S}

es subespacio proyectivo de E, y se denomina subespacio polar de §
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Demostracidn
LoD R A AD
Si a,bes ,4,, K se tiene para todo 5 ¢S:
‘A ¥ A ~
a( /\%4./“3,%):) Q(%,,!§)+/A’E:(B,%)=o+o=o, luego ,\’éyA bes
’ A ~
ii) Notese que si ScE se puede construir um Unice S< E tal que
A A A N . e L Al
s ={[s1/ & éSi-D] (brevemente, S=P(S)), y se verifica § =P (57 ).
2.2.4 Proposicion
A
i)Et=radq  ii) £'= rad q
Demostracidn
’ A
i) NStese que rad q = Ker Q7 =<
=f5et / Q(4,%)=0 Viet]={3ct
ii) Es inmediata a partir de i)
El siguiente resultado relaciona la ortogonalidad respectoc a la forma

cuadratica g con la ortogonalidad dual establecida en 3,1 Cap II:

2,2.5 Tosrema

Sea g subcanjunto de £ , vy 6¥:E-495* la aplicacidn lineal asociada a a

se tiene entonces: &t = EIN(S)N = (6¥)-l(5w)

Demostracion

Sea gé € , se tienen las eguivalencias:

5¢5%y W(5,5)=0 Y5e5 & (8/8%(8))=0 VSeSe a8 (5)”

he8enn(a,s)=(a (a)/s)=0 s S G (a) S a (3)°Ns)
2.2,6 Corolario

Sea A subespacio proyectiveo de E , Entonces:

A= 0¥ (a)Y = () THRY)

Demostracidn

Sea A =P(A), se verifica: .

At =p(RL) =p( G*(A)Y) = P (AN =[a*(p(R))] =a"(a)".

La otra igualdad se prusba de forma andloga

2,3 Propiedades operativas de las relaciones de ortogonalidad y polaridad,

2.3.1 Convenio de notaciones

Para simplificar la exposicidn, describiremos de forma simultdnea las
propiedades de la relacidn de ortogenalidad y de la de polaridad sge

bun el siguiente convenio de notaciones:

-~
X denota indistintamente al espacioc vectorial E d al proyectivo E.
Si S es subconjunto de X, se denotard per SJ‘al subespacio ortogonal

»~
respecto a 6 y 51 X=E , © al subespacio polar respecto a la cuadrica g

si X = E, En general las demostraciones se efectuardn solo para el caso
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X = E; cuando la traduccidn al caso X =E sea - autematica.
Las reglas de manipulacion del operador . pueden sistematizarse en
los siguientes puntos:
243,/2 Si S y T son subconjuntos de X, entonces ScT SL:'Tl
Demostracicn : inmediata
2.3+3 Si S es subconjunto de X , entonces 54 =gyt
Demostracidn:
Tomemos x:;-.—.'f . Como S c(¢SY por 2.3.2 es 5> <S>’J

Reciprocamente, si ac¢ Si entonces para s ¢ § exiaten sl{..g,sré S

Al,;..5;A K con 3—25)\5 , Y se tiene

Q(a s)mm(a,ud) s ) 25 ,X Q(a,s ) = 0 . Luego ae<(5> .
2,344 Si Uy VW éoh subespgélos de X , entonces (U+V) = Ur\U
Demostracidn:
Como Uc U4V y VU4V se concluye por 2,3.2 gue Uﬁ“ V{: (U+%)L
Por otra parte (tomando XQE) si a¢ U'N Ut entonces para uel , ve€v,

Q(a,udv)=0(a,u)+q(a,v)=040=0. Asi ae (U-!-U)'L

24345 Si U y V son subespacios de X entoncses (Uf\U)ic.ULQWJ
Demostracidn: Elemental
2,3.,6 S U es subespacio de X entonces UC U"L
Demostracidn: Elemengal
2347 31 U es subespacio de X entonces se verifica la formula:
dim U # dim U~ = dim X ¢ dim(X™N U)
Demostracidn:
Supongase X=E. Aplicando la fdrmula de dimensiones a la aplicacidn li-
neal ﬁ*/u : U —w'ﬁ”(u) , ¥ teniendo en cuenta qus
ker(a*/u) = (Ker ﬁ*)rxu = E%ﬂ U, se tiene:

dim 0¥ (U) # dim(E*n U) = dim U (1)

mM

Por 3.l1.4 Cap II se verifica: dim Q*(U) ¢ dim G*(U)” = dim
Y DPOT 2.2.5 es ﬁ¥(U)w =u* , asi se tiene:

dim T (U)= dim E - dim U (2)
Sustituyendd (2) en (1) se obtiene la fdrmula pedida,

(La demostracidn al caso X=E se obtiene ya de forma automdtica)

Las propiedades que siguen, de
2.3.8 a 2,3,11 son vdlidas solo cuan-

do la forma cuadrdatica g es no degene-

rada,es dsecir, la cuadrica g es propia.
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A L A
Para U subespacio de E: dim U 4 dim U = dim E

4
Para U subespacio de E: dim U ¢ dim U = dim E - 1

Las demostraciones son inmediatas a partir de 2,3,7, si se tiene em

A
cuenta que en este caso El'z 0 nyL = @ , pues entonces se verifiea
. <) : A
dim(UNE*)=0 vy dim(UNn E)= =1 ,
Para U subespacio de X , es = U'L'L .
Demostracidn:
Notese que por 2.3.6 Uc Uil s Y POT 2,3,9 Uy Ull tiemen la misma
dimensidm,
. ‘ . . . . e S04
Si Uy V. son subespacios de X se tiene: (UNV)" = U U
Demostracidn:
Aoliquemos 2.3.4 a los subespacios The y U'L s se tiene entonces:
gl v
(U™ 4v™)
bros el operador 1 queda , nuevamente por 2,3,10:
AL
(U= (Ut suh)=(unv)* .

44 dd : . .
=U N V" =UAnV (por 2,3.10) . Aplicando a los dos miem=

El resultado iv) del siguiente teorema es conocido con el nombre de

tecrema fundamental de la polaridads

243,12 Teorema

i) Si a es un punto de E no singular para la cuadrica g ( es decir

L es um hiperplano H de E., Se dice entonces

a< E-~ rad q) entonces a
que a es el polo de H 4 & que H es la polar de a.

. » .
ii) La aplicacidn E=rad g®a~» a“e E es una cerrespondencia proyec-

. ~ - 3
tiva vy coincide con Q¥=[ij:E—rad q-—=E .

iii) si A es subespacio proyectivo de E entonces Q*(A)h(Ai)qu

iv) En particular si la cuadrica g es propia y a<E es el polo del
hiperplano H, entonces QY (H)= a® , es decir:

"l_as polares de los puntos de un hiperplanc H son justamente el conjun~
to de hiperplanos gue pasan por €l polo de H"

Demostracidn:
i) Es consecuencia inmediata de 2,3,7:
Come a€ E- rad q, es dim({ajnE )= =1 vy se tiene

dim a & dim at = dim E = 1 , y dim a“= dim E =1 .
ii) si a =[4], la forma lineal 6*(5) tiene por subespacio anulador
6“(%)w = a¥ ya que (Q*(A4)/8)=0&7 Q(a,e)=0¢» ed a , Esto prueba ii)
iii) Es consecuencia de 2.,1.5 y de la propiedad ¢u2= id
iv) NStese que si at =H , por 2.2.10 es a= a~* = H'L
CI)*(H):\SX‘L/ X € H—-B = a% =<H‘,éE‘y/ aéHT.

s Y por tante
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CLASIFICACION
Dos formas cuadrdticas ( 0 cuadricas) se dirdn equivalentes si admiten
una misma expresidn analitica formal respecto a sendos sistemas de
coordenadas adecuadamente elegidos.
Plantearemos el correspondiente problema de clasificaciin dsde el pun=
to de vidta de la actuacidn del grupo de transformaciones, y lo resole-

veremos en el caso real y complejo.

Eouivalencia lineal y proyectiva

A, . . . 2. . . .
Sea E  espacio vectorial y E =P(E”) el correspondiente espacio proyectivo.
Proposicidn

,‘ A A’ 3 . # - .
Sea f: E —¥ E° una aplicacion lineal,

i) si 9’ es una forma cuadrdtica en t’ con forma polar'a' , entonces
”~ /‘:#‘ ~ o, ~ , ~ ’ . P
g=7f (q7)=q". f es upa forma cuadratica en E cuya forma polar es
A A .
WEE 2(5,b)— 0°(F(8),F(B))e Kk .

o3

’ A’ A
ii) La aplicacien £  :Q(E°)~—>Q(E) es lineal

Demostracidn:

. R SR . s . e s .
i) La aplicacion Q@ definida en i) es claramente forma bilineal simé-

~

trica y G(&,8)= 07 (F(5),F(2))=(a".%) (5).

ii) si ai,aé a(E") ’ A ‘/\ & K entonces

T8 AED (B)=(4, a' 85) (F(2))= A (8. 5) (D) A, (8.5) (3)=
(A FHED s 5 E) 3)

Proposicidn

A A &’ AN, AL, . . .

Si f:E t>E giE > E son aplicaciones lineales, emtonces
xfﬁ‘ o + 2

(8.5 t7 5%, Ademds ()?‘)= P ¥ para todo A& K.

. . 2 . . R o
En particular si F:gh«#E' es isomorfismo lineal se verlflca que

?#?Q(ﬁ')uwa Q(E) es isomorfismo lineal con (f# (? l:#

31,3

La demostracidn es elemental,

Traduciendo estas ideas gl lenguage proyectivo se tiene:

Corolario

Si F=[;]:Etwmbf’ es una homograffa , la aplicacidn
F*;{$%J:Q(E')?>q'=ra'Jp4»F*ﬁq'):[?#(a')]é Q(E) es homografia.
Ademds si gtE“—~>E " es otra homografia entre espacios proyectivos
se verifica (g.F)ﬁ;gﬁlﬁﬂ. En particular (F*)_lz(F-lfﬁ .
Demostracidns

Como ().?f&;,szﬁ, la definicidn de f carece de ambigiliedad. Las demds

afirmaciones son triviales a partir de 3,1.2
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Volviendo a la notacidn 2.3.1 , y escribiendo G(X) Para expresar el

grupO'GL(E) g GP(E) segun sea X:E 0 X=E , se tiene la siguiente defini-
cion comums:

Corolario (definicidn)

La aplicacidn G‘(X)yQ(X:)Ea (fyq)— F#(Q)éQ(X) establece una actuacidn
por la derecha del grupo de transformaciones sobre el conjunto Q(X)
(de formas cuadrdticas de E, si X=€ § de cuddricas de E si X=E).

Dos elementos q,q € Q(X) se dirdn equivalentes si existe fe& G(X) tal
que q'=f*(q). La relacidn es de eguivalencia; Bi X=f se llama equiva=
lencia lineal de formas cuadrdticas, si X=E, equivalencia proyectiva de
cuddricas, |

La demostracidn es inmediata.,

Proposicidn

Bos cuadricas q=[a], q'=Laf] son proyectivamente equivalentes si y solo
si existe ) €K- 0 tal que § es linealmente equivalente a A G~
Demostracign:

Si f=[%JéGP(E) se tienen las equivalencias:

#*¥(a)= Q'cﬁzﬂ/f‘&#(ﬁ)]-%aj Exigte A & K-70} con T¥@)=05" .

El criterio analitico para reconocer la equivalencia lineal de formas
cuadrdticas es el siquientes

Proposicidn

Sea 2~base de E . Yos formas cuadriticas g y 4" con matrices

N?(ﬁ)zA , Me(q')zﬂ' son linealmentetequivalentes, si y solo si exis-~
te P matriz no singular tal que A=P A‘P .,

Demostracidn:

A PaS A:H A s ~ . /~ .
Sea f¢GL(E) tal que f (g°)=q . Las ecuaciones de f en el sistema de

A
coordenadas (Xi) inducido por £ es de la forma:

XO X
P<':)=<z°> (1)
*h X’

n
donde P es una matriz cuadrada no singular., Escribiendo:
x/
A, PN L. ’, '0 s 2’ ’, N ¢
q =(x0,,,;;xn) A . s la composicion g.f se obtiene sustituyendo
’,
*n

en la expresidn de Q‘anterior las xj en funcidn de las x; por medio de
X
(1) s Y queda:
) /"'# A, ; t, -
q = (G7)=(x seeesyx JPTAP

-

8]
. t .
, 5 sy asi N,.(a)=A=P AP
£

’

X
n

El reciproco se prueba andlogamente.
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Observacion
Desde el punto de vista analitico formal, dos formas cuadrdticas

/\ ' d ” ' d 4
= LUXLX. = . XL X, son lineal mente equivalentes, cuan-
z'ZsJ/ qleli g é qleli guiva ’ an

~
do existe un cambio lineal de coordenadas x./= 22 p. .X. . .
i /5 i 1=0y4s 069N
de manera que la sustitucidn formal de las x£ en funcidn de las X; a
traués del cambio de coordenadas en la expresidn de g’ da lugar a la
expresidn analftica de q .
Si se trata de equivalencia proyectiva de cuddricas el criterioc es ana-

logo si se hace caso omiso de las constantes multiplicativas ne nulas,

Corolario

Dos formas cuadrdticas ﬁ yfa' de E son linealmente equivalentes si y
solo si existe /) matriz simétrica, E y Ef bases de E tales que
M (@)=my, (@)=

Demostracidn

Se obtiene de forma inmediata a partir de l.4.,2 vy el criterio anlitice
de equivalencia lineal 3,1l.6

Corolario

Dos formas cuadraticas en‘g linealmente equivalentes, tienen el mismo
rango

Demostracidn:

5i 14. es una representacion matricial comun para las formas cuadrati-

cas q y q°, es rg g= rgJ& =r9q .

Bases ortogonales, Representacidn matricial diagonal

La primera aproximacidn a la resolucidn del problema de clasificacidn

que nos ocupa, consiste-como es habitual-en la obtencidn de represen=~
taciones apalitic,s reducidas respecto a sistemas de coordenadas ade-

cuadamente elegidos, En &ste epigrafe se probarad la existemcia de repre=
sentacidn matricial diagonal pary una forma cuadratica
Definicidn

. ~ ~ o~ . .
Un sistema (Uo’°°"ur) de vectores de E se denomima sistema ortogo-

~ . . . .
nal (respecto a q) si ﬁiiqu para cada i # j. Si el sistema es ade-
7\

mas base de £ , se denomina base ortogonal

La existencia de bases ortogonales queda garantizada en el siguiente

Teorema

. . . -~ -~ . A~ A :
Fijada la forma cuadratica g en E, existe (uo,...;un) base orteogonal.,
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Demostracidn:
Se hace por induccidn sobre la dimensidn ntl del espacie vectorial EE
Si dim E = 1 el resultadoc es evidente
Supongase dim £ = nil (hn>0). Si g=0 entonces por 1l.1.5, 9=0 y cualquier
base de £ es -ortogonal. Si q40 , existe u é'ﬁ con q(u 20 , v

AN
*(ﬁ ) es una Forma lineal no nula (pues (ﬁ”(u )/u )uq(u )£0) cuye hi-

perplano anulador H = G‘L

no contiene al vector uo.

Considerese la forma cuadrética ‘a/ﬁfﬁ793\—=ﬁ(3)€'K s POT 1l.,1.8 su
forma polar es ﬁ/ﬁyﬁl= ﬁﬂ. Como dim H=n< ntl, aplicando la hipdtesis
de induccidn se deduce la existencia de una base ortogonal (u ,...u )

para la forma cuadrdtica q/H, y es evidentememte sistema ortogonal

A
respecto a a.Como H = G:' es ubi Gi para i=l,..ssn , Yy asi como u0¢-H,
~ : ~
(u ;...’G ) es base ottogonal de E respecto a 9.
o ’"n
Corolario

Sea G'Fmrma cuadrdtica no nula de E y q=[ﬁ] « Existe entonces un sistema
de coordenadas (x,) en E de manera que la forma cuadrdtica § se escri-
be 6’= )0x§+...+ p) xi . La ecuacidn de la cuddrica respecto al sistema
(xi) séré“")oxg+.;;%,Anx§=U.

Demostracidn:

Sea (65{...;un) base ortogonal de £ respecto a q. Entonces Q(u ,u )=0

si i#j vy Q(Gi;ﬁi)z,ki i=0,eeeyns La matriz de § es por tanto de la
forma Jﬁ = diag( AO;...; An) o« E1 resultado se deduce ahora de 1,3.4
Definicidn .

Una base (6 ;...;g ) de E se dice ortonormal (respecto a la forma cua-

drdtica q), si es base oﬂﬁgonal, y q(e )= ) s Siendo A ~%l,-l, 0

a
La base ortonormal (e ,...,e ) se dice blen ordenada si todos los &
tales que q(e )==1 corresponden a los primeros elementos de la base,

y los eJ con q(ej)~D corresponden a los dltimos, es decir:

(8(E_) yeeesB(E ))=(=1yuery=1,15000,1,0,000,0)
Corolario

Si K=R ¢ K=C, el espacio vectorial ?ﬁ admite una base ortonormal respec-
to a cualquier forma cuadrdtica Q.

En el caso complejo, la base ortonormal (e ,...,e ) puede tomarse de

forma que G(& )~D o1 .
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Demostracion
Supongase K=R:, Por 3,2.2 existe una base ortegonal de‘E (Gb,,.,,ﬁn)
respecto a G con‘ﬁ(ﬁj)= Aj‘ £s facil ordenar adecuadamente los ele-
mentos de la base para conseguir que
a(ﬁ\i)=>i,<0 para i=0jeeey V=1
G(G‘j)::)\jSD para j=V yeeey f =L
ﬁ(ﬁk)s/\k =0 para k=P ,eeeyn.

Tomando:

N oA A a

B, = ~-——m U, ar i=0yeee -1 es e )==1
i Ve 4 para ’ ’ ’ a( J.)

/E\, = ”}:G. para j=\),'coo,F -1 s ES 3(6-)= 1

A A ) . Vi

Bk = uk para ks P,...,n.~ y €8 Q(ek)= 0

y la base (30;...;§n) es base ortonormal biem ordenada,

En el caso K=C , utilizando un procedimiente andlego puede consequirse
una base ortonormal (gog...,ﬁn) con %(Ej)zl para j=0,...,q3~l W
a(ék)=0 paea k= F,u.;ﬁn e

Corolario

Supongase E espacio vectorial sobre el cuerpo C de los complejos:

i) Dos foemas cuadrdticas de E son linealmente equivalentes si y solo

si tienen el mismo rango

[ - o . . -
ii)Dos cuddricas en E=P(E) son proyectivamente equivalentes si y sole

si tienen el mismo rango.,

Demostracidn:

. s A Ao o E .

i) si 9 y 97 son formas cuadrdticas en con el mismo rango f)’ por
3.2.5 existen sistemas de coordenadas lineales (xi),(xi) tales que
2

y 0= x'2+;.. X .« Por 3,1.8 las formas cuadrdticas
1 o

2 2
q = x0~!-...-!-xp_ 0 -1

son linealmente equivalentes,

Recfprocamente, si a y a' son linealmente equivalentes, por 3.1.9
tienen el mismo rango.

ii) Se prueba de forma inmediata a partir de i)é

5i qual y: q’=(g°] se verifica:

g proy. eq. a qé&5J 40 con g lin eq. a X§@rg g= rg( 3G )=rg 0’ >

& rggq=rgaq.
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343 Clasificacidn lineal de las formas cuadraticas reales,

El espacio vectorial E y el
proyectivo E=P(E) estdn definidos

|
sobre el cuerpo R 48 los numeros 1

reales,

Estblezcamos algunos conceptos preliminares

3.3,1 Definicidn

Bea g una forma cuadr ‘atica de E y ? subespacio vectorial de E.
i)

ii);

[45}

A . s . 4 o . A ~ <
e dice que § es definida positiva en F si q(X)> 0 ¥ %e F-{0Y
a " A
es definida negativa en F si G(x)< 0 V&« F-10}

~ r A » “
es nula en F si (%X)=0 VkeF

iii)
Y ) Fy A, s » 'Y * ’ * ~ /\
iv) es definida en F si es definida positiva o0 negatiuwd en F

v)

34342 Ejemplos

A
q
o
g
Jal
q
g

A
es definida, definida positiva ,d definida negativa, si lo es en E,

A 2 2 ~ -~
_ N - . - - ..
a) En Pn(R) qo_xo-!-....xn es definida positiva , vy Ohe1= =0, ©S definida
negativa
. ,o . - 2, .2, .2 .. .
b) En PE(R) la forma cuadratica ql=-x0+xl+x2 no es definida, sin embar-

go, es definida positiva en el subespacio (x0=0) y definida negativa
1

en la recta vectorial ((0))
0

34343 Comentarios y notaciones
Si § es una forma cuadratica en E, aplicando el corolario 3.2.5 se
deduce la exiatencia en £ de una base ortonormal bien ordenada
(80;...;$n) y la expresidn analftica de G en el correspondiente siste-

ma de coordenadas (x,) es
i
v

q = = ‘=l:x. 1 L'JZ'_-y,/, )(‘j 1 (l)

A ‘!' ~ P -4 . A i 0 ~ -~
Denotando por E =(eog...,ev_i> ’ =<€v,...;i9_£> y E =<epi‘.,,en>

se ve que:
7

- 3 es definida negativa en E- ydimE =V .,

3
oy dim et 2pov,

- a es definida positiva en E

- a es nula en E° y dim’%o= ntl-p ,

En €stas condiciones se tienme el siguiente resultado:
3.3.4 Proposiciodn

i) £%= rad q

-4

. . . - s] "
ii) Cualgquier sistema (x ;x+,x:) con XeE” (o= -,%+,0) es un sistema

ortogonal
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Demostracidn

i) NOtese gue para 120 , /éP -!-ié £ =<€>J'= £ rad 4 , por ser £ base
orotégonal 'y 6(@P+i)=0.

Por otra parte dim(rad a)=n+l-f (por 2.,1.5 ii)) con lo que (8%,..;;3n)
gs base de rad a.

ii) es inmediato a partir de la ortogonalidad de la base 2 .
Obserwacidn

El rango P de la forma cuadrftica indica el numero de sumandes de

su expresion reducida (1) de 3.3.3. Probaremos ahora que sl ndmero

de sumandos negativos no depende mds que de la foema cuadrdtica , vy no

de la base ortonormal elegida

Befinicidn

Sea a una forma cuadrdatica en E. 8e denomina indice de a al ndmero
ind(§)=V = méxj)dim‘?‘/ Fe £ , v G es definida negativa emfF? ‘
NOtese gque 0 < ind(g) ¢ n+l

Teorema x

Sea y_ el indice de la forma cuadrdtica § de E. Si (;0) son las

n
coordenadas cerrespondientes a una lpase ortonormal bién ordenada
2 Iy
. A Z
cualquiera , entonces Q= =~ | X, + / X

2
el i=1 J"'Vo'f/ J"l

Demostracion:

+

Z . . A A=Ak rg.
Sea t una base ortonormal bien ordenada de E , y E ,E’,E como en
3.3 3. Probemos que Y =-V0 .

Ld A‘
En efecto, como dim % =V y a es definida negativa en E se deduce:

por la definicidn de V que Y >V=dim E .
0 o
Ao
Por otra parte, si 6 es definida negativa em F<E, probemos que
A e
dim F¢¥ , con lo cual sera V,4Y, En efecto?
A ’
Por 3,3.4 ii) cada vector % de £ se descompone de forma unica en su-

- 4
7~ v (8] . N A B B .
ma %=X +%X°4% coim s X€EY (v = =,4,0) , ¥y la aplicacidn

A A A ., . AN A .
E3xit—y X € E es una proyeccion lineal, Si F<E y g es definida

A Il P ~- /N - . . A -~
negativa en F , probemos gus Fa%—y'x ¢ E es inyectivas Si ®%cF

- L
y §7=0 entonces X=x*#%° y como %'l %° se verifica
&
a(§)=a(§')+6(§° )=Aq(x*)3 0 , Y como g es definida negativa en F es ne=-

’ . A ’ . < .- -
cesariamente E(x):o y %=0. De &ésta forma es dim F};dlm'E =\ ,

De agui se deduce el siguiente teorema de clasificacidn para formas

cuadrdticas reales:
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Tesrema
Dos formas cuadrdticas en E son linealmente equivalentes si y solo si
tienen el mismo rango y el mismo indice,
Demostracidm:
Sivy ylvxnel indice y el rango comunes de las formas cuadriaticas a y
a', entonces por 3,3.7 Yy 3.3.5 existen en £ sistemas de coordenadas
(xi) R (x{) de faorma que:

Y P
q=*21 X. ‘!‘ZJ ’ = "le '!'ZIXTZ

T =y o =1
Por 3.1.8, las formas cuadrdaticas son linealmente equivalentes.
Reciprocamente:
Supongase q y ﬁ' formas cuadrdticas linealmente equivalentes, Existe
entonces ?QEGL(g) tal que ?#(ﬁ')=6 ( es decir 4Jf=4). Se prueba tri=
vialmente qué si a es definida negativa sobre un subepacioe ?'de E;
entonces q° también lo es sobre ?(f). En particular se deduce que
si F tiene dimensidn méxima dim.és‘ind(a) entonces es
ind(§) = dim F ='dim F(F) £ ind(§")

De forma andloga se prueba que ind(q7)< ind(§).
Los rangos de g y q  coinciden en virtud de 3,1.9

Observaciones:

’ - - s -
a) EY teorema 3,3,8 se puede enunciar también diciende que fijado em E
el sitena de cmordsnadas (x ) s entonces la familia de formas cuadra=-

ticas: qP - 22

11 Zx con O£ p < ntl ,'Uévé(o
=

JV”
AN
describe de forma biunivoca todos los tipos de formas cuadrdticas en E:

es decir, si 9 es forma cuadrdtica en E de range o e indice V, la
forma cuadratica af es la Unica linealmente equivalente a G de la fa-
milia anterior,

b) En buena parte de la bibliogrsfia , al indice v de la forma cuadrd-
tica q se denomina indice de negatividad, y si p = rg G’, p =V se
denomina indice de positividad que viene definido de forma intrinseca
por  p =V = mdx {dim ?’/ ?<:E, y q es definida positiva enzF}-;

A la pareja (V,p = V) se denomina signatura de la forma cuadrdtica,

La signatura - es. * en vittud de 3,3.8 el invariante lineal com-

pleto para la clasificacidn lineal de formas cuadrdticas,
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Clasificacion proyectiva de las cuddricas reales,

- e .
= P(E); es um espacie proyec~
tivo sobre el cuerpo R de los

nimeros reales,

para establecer el concepto de indice (de Witt) de una cuddrica (que
junto con el rango determina un sistema completeo de invariantes) se pre-
cisa del siguiente lema técnico:

Lema

Sea q una forma cuadratica en £ y | €R-{0"7. Entonces:

a) si A>0 es Ind(AG)= Ind(Q)

b) si A<0 es Ind() 9)= rg(§)~Ind(§)

Demostracidns

Llamando e = rg(qd) y v= Ind(§) , por 3,3.7 existe un sistema de coor-

denadas (xi) en E tal que:
2

v
F. .
Q= = 2 xz +¢£4 x% sy, por tdnto ) g = = Zi ,Xx + 42;,Ax (1)
J=q 1=l U= Ve J=1 ey 2T
Si A;>0 tomando y -w—.x j=0yeeeyn se tiene sustituyendo ena(l):
P.
O= - /y? +_21,y2 . Por tanto Ind (A @)=V .
,."-“—"4 i-1 \/ Ve J= -1
si A< 0 se toma yj=V-A xj Jj=0,esesn , vy se tiene sustituyendo em (1):
v r
» 2 = 2 . N ;
q =¢,ﬂ,y - ’yj p Y tiene obviamente indice d -V .
£z /4 2y,
Definicidn

se llama indice (de Witt) de la cuadrica g= (4] al ndmero

Ind(q)= min( Ind(§),.ro(G)~Ind(§))

Dbservacidn

En virtud del lema 3,4,1 el indice de la cuadrica q=[a] no depende

de la foema cuadrdtica utilizada para definirla ya que para A0 se
tiene: (‘Ind( ) G),ra(Ah)=Ind(A ) =(r9(a)-1nd(6),rnd(ﬁ)>

Si A>0 es Ind(Q)=Ind()\Q) , y la conclusidn se obtiene de forma tri-

vial,

‘4 Teorema de Clasificacidn

Dos cuadricas g y q’'de E son proyectivamente equivalentes si y solo si

tienen el mismo indice y el mismo rango.

Demostracidn:
sea q =[], §=[q Jdos cuadricas de E. Si rg g=rg q° y Ind(q)=Ind(g‘),

por el lema 3.4,1 , es posible suponer- quizds cambiando el signo a
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g = que rg(ﬁ):rg(&”) y Ind(g)= Ind(g§’). Por 3.3.8 las formas cudrdticas
son linealmente equivalentes, y por tanto las cuddricas q y q° son pro-
yectivamente equivalentes,
Reciprocamente , si g=[§] wfq'zﬂLa:Json proyecgivamente equivalentes
por 3.,1l.,5 existe )\é R-%U?tal gue 6 es linealmente equivalente a/\a'
y por 3.,3.8 se tiene e = rg(8)=rg(A87) y Ind(8)=Ind(A§ )= v . Asi

Ind(g)=Ind(g )= min (V 5, =V) , pues g =pa J

Comentarios

Todos los tipos de cuadricas en Pn(R) pueden describirse por la fami=-

Y 2
lia o = -2 x:.‘i?_la-Zszf con 1<p<ndl 0gved

i::; J.:\?+l J-l

donde ¥ es justamente el indice de la cuadrica y /o st rango
En los ejemplos l;2ﬁ5 se describen todos los tipes cerrespondientes
Describamos los tipos de cuddricas en P3(R)m De jamos al lector la tarea

de interpretar los nombres y hacer los dibujos socbre un modeloc afin

adecuadamente elegide:

Rango Indice Ecuacidm Nembre
f>=1 V =0 xz =0 Plano doble
P =2 Y =0 xs 4+ xlz =0 par de planos imaginarios
2 2
= = - +x =
P 2 V=1 X, .xl 0 par de planos reales
2, .2, 2 . . .
£ =3 v =0 x0+xl+x2 =0 com imaginario
: .. 2 2 2
= Ld & == i
P =3 VY =1 xo+xl.x2 cona real
. 2 2 2 2 N4 . ’ - - . - » 3
F..4 V =0 x0+x1+x2+x3;0 cuadrica propia imaginaria (euclidea)
2, 2. 2 2 . .
P =4 V=1 —x0+xl+x2+x3=n cuadrica propia real no reglada
2 2 2 2 s .
f =4 V=2 -x0~xl§x2+xszo cuadrica propia reglada
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ESPACIOS VECTORIALES METRICOS. CLASIFICACION

Una forma cuadrdtica g induce en el espacio vectorial E en donde esta
definida una estructura adicional ya implicitamenée estudiada en epi=-
grafes precedentes, Explicitaremos inicialmente este estudio por medio.
del concepto de espacio vectoeial métrico, con idea de crear una con=-
ttexto adecuado para analizar las geometrias indiicidas por una forma

cuadrdatica y por una cuadrica,

Espacio vectorial métrico. Sumas ortogonales

ﬁefinicién

Un espacio vectorial metrico es una preja E:(E,a) donde £ es um espacio
vectorial y q es una forma cuadrdtica en E.

La forma polar a de g (véase 1,1,6) se denomina producto escalar em

3 , ¥ escribimos paré é,Be&E s a(é,%)=(é/60 .

Convenio

Haremas frecuentemente referencia a los invariantes geométricos de 1la
forma cuadratica a como invariantes geométricos del espacio vectorial
métrico E:(Eﬁ) , asi escribiremos rg £ , Ind E,rad T vesttCe para re-
ferirnos a los correspondientes conceptos relativos a a.

ﬁefinicién

El espacio vectorial mé€trico E:(E,a) induce sobre cada subespacio vec=
torial F de E una estructura métrica'?:(?,a?) ’ donde‘ag es la restric-
cion de a a ? . E1 producto escalar en ?”viene entonces definidg tam~
bién por restricecidn: F}?HB(E,B)FWW'(Q/E)E K « (Véase 1,1,8)

Definiciadn

Un espacio vectorial métrico E:(E,a) se dice no singular, si la forma
cuadrdtica § es no degenerada, es decir, rad E = 0o

Mds genetal : Un subespacio ? de E se dice no singular si

rad E’:{gé‘%'/ (3/%)=0 para todo Qéi?'}='?7\?J'es identicamente nulo.
Si todos los vectores de ?’son"isotropos (g(%)=0 para todoﬂzé}%) se
dice que ? es subespacio isdtropo. En este caso es rad ?='F o
Definicidn

i) Yos subconjuntos del espacio vectorial metrico E:(E,a), E y“ﬁ se di-

P ~ A . AR A A
cen ortogonales, y escribimos ALlB, si alb para todo ac¢A vy todo

be®

AN ~ A A
ii) Supongase E=U1QD...@MI . Si uiJ.uj para todo i#j escribimos

- . ”~
E””ng"’C)Uf . © dice entonces que E se descompone en suma ortogonal
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~ ~
de los subespacios Ul,...,'Ur .
4,1,6 Comentario
La existencia de una base ortogonal (GO;...;Gn) para el espacic vec=-
rd - A % 3 .
torial metrico Ez(E,G) establecida en 3.2.2 garantiza una descompo=-

. A .
sicidn de E eb suma ortogonal de rectas vectoriales de la forma:
" :
E= <Ul»@ oo .©<UI‘> .
El producto escalar en un espacio vectorial métrico descompuesto en
o ,
suma ortogonal de la forma E=U1C)...QDU5 adquiere una expresidn anali-

tica sencilla en funcidn de las componentes de la descomposicidn, tal

como muestra el siguiente lema cuya demostracion es elemental:

4,1,7 Lema
. o . . . < ~
Si E es espacio vectoeial métrico ny=Uf4)...(:Mr s entonces para
~ Y
~ A A A A A - s e
L = - /= /. con s 9 Ys . se verif :
X éxn y Jé,yJ ona Xs,.y; €Uy ifica

ks

(%/9)= Z2(%,/9,)

4,1,8 Proposicign
Sea E um espacio vectorial métrico:
i) Si‘E=Ufg)...QDUr , es rad £= rad ﬁ}g}..m@Drad Gr
ii) En particular si G es subespacio no singular de E , se tiene la

D S AN NP AN § . s, .
descomposicion E=U()U . Por otra parte si ademas E es no singular, en-

"

o
tonces U~ es no singular,.

Demostracidn:
. N\ A A
Probemos primero que rad E= rad Ul+...+rad U

£ T
LA pe ) A . . :
i) 8i % €rad s Supongase §=‘£4xi con-xié,ui s Utilizando 4,147 es

A~
E .
L=
A
u,
A % ~ . . , »
rad E ¢ rad U1+...+rad'Ur . La otra inclusion se prueba de forma analoga.

”~ A A A A ~ ”~ o~ A
N =(% - : . A ) U,
para todo € Uy (xi/ui) (x/ui) 0 (pues % ¢rad E), Asi X €& rad u; v
”~ ~ A ”~
Por otra parte aomo rad ﬁic Uy Y’E=Ufé9'°°@DUr se deduce inmediatamen-

te la ortogonalidad de la suma de radicales,

A A ~ A
ii) si ﬁ‘ es subespacio no singular de E , es rad ﬁ:ﬁf\UAé 0 = 8 rad E.
P
Por la formula de dimensiones 2,3,7 se deduce gue dim ﬁ@dim Giz dim E

4 ~ " L . ’ 2 . :

y asi es E=UQU" . Si ademds rad E={0], por i) se tiens:
A A ~
{Urz rad U @Qrad:ul . En particular , rad U~ =107

4,2 Isometrias

Las aplicaciones naturales entre espacios vectoriales métrices serdn

aguellas que conservan la estructura vectorial y métrica simultaneamen-~
te:



44241

44242

4e243

XII=26
Hefinicidn

Sean:E=(E,q) E

o~ ’ 3 . s . Y . »
=(E’,G ) espacios vectoriales métricos.Un isomorfismo
. S - . ’ . HE Ay A .
lineal f: Eh—a £° se llama isometria, si f°(g’)=q (véase 3,l1,1 para
* . :« 7 /‘w - - > 7 /\ /\' '3
la definicion de f ).'gl existe una isometria de £ en E° se dice que

ambos espacios son isométricos,

Proposicidn

La composicion de isometrfas es una isometria. En particular la reiza-

cidn de "ser isométricos"™ es relacidn de equivalencia.

Demostracian:

Vease 3,142

Teorema

Sean €=(E,ﬁ)'g'=(E';a') espacios vectoriales métricos,  FESE un
o) z_m - T 5

isémerfisino lineal, y Eﬁ=(eog...,em) base de E . 9on entonces: equiva-

lentes las siguientes afirmaciones:

- o A o
i)’ f es isometria

1) (F(2)/F(b))=(4/b) para todo 3,b¢E

iii)(?(gi)/$($j))=(€i/$}) para todoe. i, j=0geeen

44244

4e245

Demostracions
i) = ii) es consecuencia de 3,1,1 i)

ii) = iii) es triv&al
iii) =y i) : 5i % -%:xlé‘ieﬁ se tiene:
(F¥7) (%)= 57 (F(%))= (Zx t (8, )/2. X f‘(e ) )= Z,(r(e )/f‘(e ))xgxy =

[N IJ—O

2.4(8 /e DES %5 0= (%/%)=8(%)

I,J"D

Observacion
: 3 : . FARPT NP N A /\
Si los espacias vectoriales métricos E=(E,q) E’=(E’,q7)
ma dimensidm finita y son no singulares, entonces toda aplicacidm li~
,A Al ’ - - A#A’A
neal f:E'—> E° que conserve la estructura metrica ( es decir f (g7)=q)
. . . A s os
es automaticamente isometria, ya gue si f(a)=0 , se verifica

" . o
(f‘(%)/?(&)-)=(§/x): =0 para todo % ¢ £. Em consecuencia Qérgd E=0.

Establezcamos por ufitime el concepto de suma ortogonal de isometrias:
Definicidm (propesicidn)

»~ Fd . o L I
Sean~E=U<:)...C)U E -ulﬁp...()u espa01os vectorials metricos des-

compuestos en suma ortogonal, Sea F :U b U una iseometria para

i
i=l,.eesT oEntonces la aplicacidn:
LA A A A A A A A LA LA,
= e o o : : ceot ‘ cee : .
£ ffD @fp: E5 x ¥ er*>Fl(xl)* . Fr(xrzf E es una isometria,
Y se denomina suma ortogonal de las Fi Tgéllz)

tienen la mis-



Demostracidn: i
S1 % —g? Ql ?: '?i Qi,éié.ﬁ. sy SE tiene por 4.1.7 :
f' A L
(F()/F(9))= (@fl(Qi)/z_JJ(Q ))~‘._4(f (x )/f (y ))= Z(X /y )=(%/¥)
t 1 '/'-:./ =/ 1.‘-/

442,6 Proposicidn
Con las mismas hipdtesis de la definicion anterior, si se tiene

’ 0, s v, P ,
E =Ul@ooo®U y g.:U.zmme

(glO---Qg J(FD...DF )=(5,

La demostracidn es elemental,

. 4 . |
isometria i=l,eeeyr 4 €S

D F ).

T

4,3 Clasificacidn de espacieos vectoriales métricos

La clasificacidn por la relacidn de isometria de espacios vectoriales
métricos reales y complejos constituye una reinterpretacidn del corres-
pondiente teorema de clasificacidn para formas cuadraticas dado em
3.3 ¥y 3.2.6
43,1 Teorema

A ~ A P - A
Sean E=(E,q) E’=(E "9 ) espacios vectoriales métricos sobre el mismo
cuerpo K y con la misma dimensidn n+l:
i) Si K=R los espacios T MfE' son isométricos si y sclo si tienen el
mismo rango e indics
ii) si K=C, los espacios E\y T son isométrices si y solo si tienen el
mismo rango.,
Demostracion:

. FARN ~ , . ’ A ~ , Pal A
i) sea fiE—> E” una isometria. Para probar que rg E=rqgq E" y Ind E=Ind E

AN
debe observarse que f transforma una base ortonormal bien ordenada de
o 4 S AI
E (vease 3,2.,4 y 3.2,5) en una base ortonormal bien ordenada de E
con el mismo numero de vectores isotropos , y el mismo nimero de vec=
tores © con. (6/8)=-1 .
’ . ~ o, -~ A, i
Reciprocamente, si rg E=rg & =f , y Ind E=Ind E =V , tomande bases or=
Z ’ ”~ A’ L) ] . .
tonormales bien ordenadas € y £ en E yE ', el unico isomorfismo li-
AR “ , o e . . e s s
neal f:E.~E " tal gue ?(% )= es una isometria por 4.2.3 iii)

ii) se prueba de forma andloga

Para las cuadricas proyectivas se tiene la siguiente réplica:
4,3,2 Definicidn
Dos cuadricas g y q definidas sobre los espacios proyectivos E y E’ se

dicen proyectivamente equivalentes si existe f homografia de E en E "tal

que ﬁﬁ(q')=q (vease 3,1,3 para la definicidnn de F%)
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Proposicidn

La relacidn definida en 4.,3.2 es relacidn de eguivalencia
Demostracidn : véase 3,1,3

Teorema

Sean q y g  dos cuadricas definidas em los espacios proyectives £ y E°
sobre el mismo cuerpo K y con la misma dimension n:

i) Si K=R las cuadricas son proyectivamente equivalentes si y solo si

g y-q° tienen el mismo rango e indice

ii) 8i K=C 1las cuadricas son proyectivamente equivalentes si y solo

si gy g° tienen el mismo rangeo.

Demostracidn:

Notese que si g=18) y' q'=(g") se verifca la equivalencia

q proyectivamente equivalente a qe=y 4 A£0 tal que (E,a)‘es isométrico
a (E7A07).

La conclusidn se obtiene ahora inmediatamente de 4,3,1 y de 3.4,1

4,3,5 Modelos analiticos

4,3,7

Fijado el cuerpe K (de caracteristica distinta de dos) denotamos:

n+l ' ; .
a) K(Ps\{,) = (Pn(K),Qf JoN20 5 0£p < Nl 0Lvep siendo
2 £ 2 ) . '
- + ' . eled
0 =-Lixig t £,  (vase L.z, L1 )
n+l nt+l
b) K(n-!-]i.,f ) = K, para 0< VvV £ n+l ,
Corolario

i) Los distintos tipos de espacios vectoriales métricos reales de dimen=
sidn n+l vienen dados por la familia R?:;u) con O£ P < N+l , psV<pP

4
ii) Los distintos tipos de espacios vectoriales métricos complejos

de dimensidn n4l vienen dados por la familia
n+l

C con Q < < n+l o
(p»0) F
Demostracidn : Véase 4,3.,1 y 3.3.9
pefinicicdn Algunos tipos

de espacios vectoriales métricos reales tienen denominaciones especia-

les, asi:

n+l

. . 3 . . ’
ph se denominan euclideos positivos, y estan carac-

i) Los de la forma R
terizados por que su forma cuadrdtica es definida positiva

ii) Los del tipo Rgii son los euclideos negativos, Su forma cudratica
es definida negativa

n4 . . .
iii) Los de la forma R se denominan espacios de Lorentz , y tienen

1
intereés en la teoria de la relatividad.



X11-29

4,3,8 proposicidn
Un espacio vectorial métrico real es euclidee (positivo @ negativo) si
y solo si no posee vectores isdtropos.no nulos.
Demostracidn:
sea E:{E,@) espacio vectorial métrico real, Supongase que existen vec-
tores Q,ﬁzéfh tales que 6(5)7 g v 8(6)4.0 ; La ecuacicn de segundo
grade en A ﬁ(ﬁ% XG):G(Q)tZ.X(S/E)} Aza(a)=o tiene discriminante
4(a/b)2-4q(a)q(by> 0 o ¥ esto implica la existencia de vectores iso-

. . ~
tropos no nulos, Asi, si no existen tales vectores entonces E es nece-

sariamente euclideo,

5. GRUPD ORTOGONALe. GRUPD DE UNA CUADRICA

£ =(E;a) denotara un espacio vectorial
métrico de dimensidn finita n+¢l (nz Q) defini-
do sobre un cuerpo K de caractristica distinta
de dos. Cuando § sea no nula, q=[§) es la cuas.

drica definida por g en E=P(E).

5,1 1deas preliminares

Estableceremos inicialmente los grupos naturales de transformaciones
gue inducen una forma cuadrdtica y una cuadrica, y estudiaremos las re=-

laciones entre ambos grupos en el caso real y comolejo.

5.1s1 Definicidn
i) Llamamos grupo ortogonal de g;‘y lo denotamos por o(a), U(E), o(ﬁ;a)
indistintamente, al grupo de las isometrias de £ en si mismo, es decir:
0(8)=4 FeoL(E) / ' (G)=a | .
ii) Se llama grupeo reducido de la cuadrica g al grupo
po(a)={(f]/ Feo(a)7 .
iii) £l grupo de la cuadrica g , es el grupo de las transformaciones pro=-
yectivas que dejan invariante la cuddrica, es decir:
0(a)={feap(e) / F*(a)=aT
NOtese gue pPo(g) es subgrupo de g{g)

5.1,2 proposicidn
si f£ 0(a) entonces f(im g)=im g . por tanteo g(g) actua sobre im q
Demostracidn
5i F:[?] y x=(%)eim q se verifica ?#(a)=.kﬁ‘ para cierto ) #0 , vy
A(F(%)=A8(k)=0 , asf F(x)=[F(X))&in q .
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Estudiemos la relacidn entre los grupos 0(gq) y PO(q) en los casos real
y complejo:
Teorema

Si el cuerpo K=C O bidn si K=R Yy 2Ind(a)¢rg(a) entonces pg(q)=0(q)

Demostracidn
] A A% x PN . . .
sea f=(fle0(g).Entonces f (Q)=AQ para cierto )\ £0 . Si existe Jek- 0
1l -~
con !A =) , tomando fl"’; f queda:
1 AR fa. 1A A A s
G (Q) (- f) a =/; (F78)= :'Aq =q ,yF¢ 0(4). Como F=[fi] es faPo(q).

probemos pues que en las hipdtesis del teorema siempre existe el esca-
lar'/x railz cuadrada de ) :

Cuando K=C la afirmacidn es ciertamente vdlida

Cuando K=R, necesariamente A'?D (por tanto admite raiz cuadrada) ya que
si h¢og s CoOmo G y: A4 son linealmente equivalentes es Ind(qg)=Ind{(+q)
y por el lema 3,4,1 es Ind(,kﬁ): rgq - ind q . Asi es 2 Ind ﬁ=rg 3

en contradiccidn con la hipdtesis,

Estudiemos ahora el caso : 2 Ind ﬁ"= Tg a

Lema
~ A
S1 K=R v 2 Ind g= rg;a entonces E se descompone en suma directa

~ A .
E = tl @fli@rad:ﬁ » donde G y' \ son subespacios isotropos,

Demostracion:
Una base ortonormal bien ordenada para E es de la forma
A ~= ~n- 1' ‘!' ~0

(e !---9‘3 loe ,-0099 1’9 "0"!9 ) con (6;/6;).,_.&/0( ==l,1,0 vy

por 3.3.4 es rad £ =¢8,...,80) . Tomando f.=87 ¢ 8} , G 6] - !

i=0yeeey V=1 , se deduce inmediatamente que (u /G‘) (Ql/vJ)—U para

P
todo 113"’0900., V=1 s Y PpOT tanto U <U ’...’U\J l> ’ U""(\’; ’...’v l>

son subespacios isdotropos de E. La descomposicidn de E enunciada es

A

. ~ A ~ »0
ahora consecuencia de que (uog...;q) l,vo,...,vu l:e ,...,e ) es hase,

Teorema

supongase K=R y 2 Ind G= rg q . Si (A @V ®rad £ es la descomposi-
cidn del lema anterior entonces:

i) La simetria vectorial E":EL-—-?E con base en fj\ y direccidn O@rad G
verifica 6‘-**(’5),..6 .

ii) £1 grupo 0{g) puede escribirse come unidn disjunta

0(a)= Po(g)V = Po(g) . Dicho de otra forma, PO(g) es subgrupo de g(q)

con indice dos.

. L4 .
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Demostracidn:
. A . .
i) Un vector X ¢ E se escribe de forma uUnica como

Y=0+v+s contel GeV Werad f, y se tiene G(Q:)=(§/§)=2(G/G).

como G (X)=0 - ¢

-0, se verifica (T*8) (X)=8(6~0-0)=-2(0/0)=-5(%)
A _

ii) Sea fg{?]eo(q) . Entonces f¥§ =) 9§ para cierto X £0.

si A>0 por la demostracidn de 5.,1.3 se sigue que ?é PO (§)

si A¢0 tomando ?l= &;?1 se verifica:

A AT A~ g 2

ffﬁ.-:(ﬁ*.f) 4=F*(6¥0)=F (-q)=-F"4= (-4 )q. Como -)> 0, por lo ante-
A ’

rier se concluye que fl=[fl]= ¢ .fepo(a) y asi of=f & Po(a).

Teorema de Cartan=Dieudonné

/.

Estudiaremos las simetrias vectoriales de E que son ademas transforma=-
ciones ortogonales (simetrias ortogonales) y probaremos gue las sime=-
trias ortogonales respecto a hiperplanos constituyen un sistema gene-
rador del grupo ortogonal (Teorema de Cartan-Uieudonné). Be forma si-
multdnea se irdn analizando las incidencias de estos resultadas en la
geometria de una cuadrica,
Definicidn

. r'd . /\ Id .« ”
Una simetria vectorial de E que es ademas transformacion ortogonal, se
denomina simetria ortogonal.
Proposicidn

AR ” . ’ . EN . A
WGea < !E —> E una simetria vectorial con base Byy direccion D. Enton-

” . 7 . . PANNY S
ces T es simetria ortogonal si y solo si B.LD

Demostracidn

>

-
-

us}

® D. Fijado ‘beB y de D se tiene G’(B-fd).—:ﬁ-a y
)=4(b-)=a(b)+a(d)-2(b/8) (1)

A F e AN ~ A

por otra parte: G(b+d)=8(b)+q(d)+2(b/d) (2)

Comparando (1) y (2) se concluye que

Q(% (b+d))=0(bs+d)e=y BLE

Esto permite concluir facilmente la demostracidn.

Por hipotesis es

por tanto G(?T(E*

)\./ m)

gbservacidn
’ . 7 . Fa . . .
Notese que si F es no singular, la base B y la direccion p de una sime=-
tria ortogonal son subespacios no sinqulares:pDe hecho por 5.2.2 se ve-
~ ~
rifica E.—_é‘@ Dy por 4,1.8 {o)’: rad E = rad B +4rad '5, es decir

A A
rad B= rad D =10}

I'd . - A » *
Reciprocamente, si E es no singular, y D es subespacio no singular de
o~ /‘ 7 . : - .« 7
E, entonces E=6q364; y la simetria vectorial de base "E;:-.’D\‘L y direccion

A ) .
D es simetria ortogonal,
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Corolario (definicidn)
si ﬁ\eﬁ es un vector no iscotropo, entonces E=<§> + QJ'y la simetria
vectorial 6; con base ﬁ=§4 y direccién<é§> es simetria ortogonal.Se
le denomina simetrfa hiperplano.
El siguiente teorema muestra la traduccion de este resultado a la geome=-
trf{a de una cuadrica:
Teorema
Sea agFE= im g :
i) si dim £ %2 , la homologia armdnica ¢~ de centro a y hiperplano cen-

A

tral H= a” estd en el grupo reducido de la cuadrica Po(q)

ii) Si £ es recta proyectiva , la transformacidn hiperbdlica armdnica
con puntos fijos é y a+ deja invariante la cuadrica,
En particularsi im q ={cl;c2? c,#c, es [cl£02;a52¢]= -1 para todo
a Eé{cljcz}.

Demostracidns

A
i) Como a ¢im g ES’a‘¥ai'=H'; Si a=fé]y H=P(Q) se verifica A=<= H y

£ = (AYDR . Por 5.2.4 la simetria vectorial & de base § y direccidn

<&y es simetria ortogonal y ¢ =[&]&pP0(q). NStese que WU{ajes el
conjunto de puntos fijos para ¥, que es por tanto homologia de razdn
K. Como = (°= id es k’=1 y ( o~ £id) ke=l.

ii) La primera parte se prueba de forma analoga. Para probar la dltima

afirmacidon basta observar que como @ (im g)=im q y @ ¢ id , necesi-

‘riamente es WKcl)zcz .

£l siguiente lema es crucial para la demostracion del Teorema de Cartan:

Lema
PPN .’ AN AL
Seam a,b£E vectores no isotropos con G(a)=q(b). Existe entonces una
~
transformacidn ortogonal f, producto de una ¢ dos simetrfas hiperpla-
A

no, gue aplica a en be
VDemostracidn:

~ A NI PERATPEPS ~ N ~ AL A . oL
Como (a/a)-(b/b)=(a+b/a-b)=0 , es a¢b € (a=-b) y a-be(itb):
. . A D . . . ’ . & . . » ~ N~
i) si a-bv es no isotropo,la simetria hipérplano 9 con d1r9001on<<a-b>

transforma %= % (a+b)+ % (3-b) en &(3)=- % (a+h)- % (5<b) = b

P
ii) si a+b es no isotropo, analogamente la simetria hiperplano con di-

.’ AT A A AP N . P .
reccidn <ab), O transforma a em U (a)=s ~b , y la simetria hiperplano

o~

, A ’~ -~ ~ o~
T con direccidn <b) transforma -b en T (-b)=b. As{ se tiene:
~ A~ ,
TH (@)= T(h) =%
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NStese por dltimo que no puede darse simultdneamente §(&4b)=3(&-b)=0,
pues si asi fuera, el subespacio <§+8£5-B} serfa isdtropo y en parti=-
cular a(§)=5(6)=0 en contra de la hipdtesis,
Teorema (Cartan—Dieuddﬁné)
si @ es no singular, entonces el grupo o(a) estd generado por las

simetrfas hiperplano.
Demostracidn:

3¢ hace por induccidn seobre la dimensidn n+l de E:
Si n=0 (dim E =1) el resultado es trivial, ya que se prueba facilmente
‘ , . . A
que en este caso o(a)={id,-id? sy Y =id es simetria hiperplano en E,.
Supuesto cierto el resultado para dimensidn inferior a n+l, sea £ de
”, ”~

dimensidn n+l y Feo(E):

. . . . ~ Aae A ~ Al
a) Si existe e vector no isotropo de E ceon f(8)=e , entonces H=(&)

A . ~

es hiperplano invariante por f ( (§/§)=Q:@(?(Q)/é):(@(&)/?(é))=(§/é)=g)

’, A Al : L. Y
Ademas E=<e>@)ﬁ y ﬂ es nd degenerado (por 4.,1.8).

I . ‘ « ” A n

Aplicando la hipotesis de induccion a fl= $/H éo(ﬁ) » se deduce la
existencia de simetrias hiperplano -%l r
~ v . )

o~ v A
Parars tal ’f: eoe P T nd = id <
Ll' Lr ales que 1 '{1 T omando V} {e>C:>Z} s SE
/\

’ . -~ . s
concluye que T, es simetria hiperplano en E con base ﬁi=<%7é>ti y

,i‘..,; TI‘ en H con bases

~

R A . A . ~ . "
por 4.2.6 es O"looo Vrz(ld(é7@rl)'°'(ld(§>@zr)=ld(§>@(71°" .CI‘)

d,@Ff =Ff
- i ’:LA = »
RUTTdE]

b) En cualquier otro caso, tomandoc e vector no isotropo, por el lema
5.2.6, existe 3§ ¢0(§) producto de una & dos simetrfas hiperplano

~ A
con ﬁ(f(e))gé s Y 6;? se descompone por a) en producto de simetrias hi=-

AL 2~ s A » . . ol Py~ . ’ .
perplano g.f= Qi... v o Si por ejemplo g=C0.7T (T, T simetrias hiper-
N r A A A -~
plano) se verifica fz't,¢,91.x.. O& .
) - 5 T . LAl : ~ree R B ",
'.Ngeb»a . -t " a4+ e ._,_...,-.‘ - ,,_.,.«-.4.,-..-;_‘_,.[ C e e e . ' b o i

Puede probarse que cada ?téo(ﬁj puede descomponesse en nroducto de a
1o mds dim E simetrias hiperplano. VUéase [BE].

Corolario

El grupo reducido de la cuadrica q, Po(g) estd generado por las homolo=-
gfas armdnicas que dejan invariante la cuadrica.

demostracigh:

si feprPo(g) 4 existe ?en(ﬁ) con F:[?J. por 5,2.7 es ?: é':l"“?'\-r

con 6\"1 simetrfa hiperplano, asfi F:[?J:—.[éﬂ ...[3‘ N yfeﬂ es homolo-

gfa armdnica que deja invariante la cuadrica (por5.2.5)
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5.3 Transitividad del grupo sobre la cuadrica de puntos,

Se prabard

Como apUntabamos en 5.,1.2 el grupo 0(g) actua sobre im q.
que en el caso real d complejo esta actuacidn es transitiva sobre el
conjunto de puntos no singulares im g - rad q, y tambiédn sobre el
conjunto de puntos singulares , rad d. Esto geemétricamente significa
que dos puntos no singulares (resp. singulares) de la cuadrica son
equivalentes , Es decir, el estudio geométrico-proyective de la cuadrica
en uno de sus puntos no singulares, puede hacerse automdticamente exten-

sivo a los demds puntos no singulares de la misma.

5¢3.1 Definicidn
Dos puntos a,b ¢im g se dicen (proyectivamente)equivalentes, si existe

f €p(g) con f(a)=b, Esta relacidn es obviamente de equivalencia.

Probaremos que las clases de equivalencia correspondientes son exacta~-

5 _
mente img -rad q vy rad q. Se reguieren algunos resultados previos:

5.,3.2 Lema
Si f¢ 04g) vy U es subespacio de E , es f’(u)"L =F(ul)‘ En particular
es f(rad g)=rad g y f(im g ~ rad Q)zim q- rad q .
Demostracidn:
Sea f=[?]. Entonces ?ﬁﬁ =) 1% para cierto J #0. Si “4,b et Y (%/G):o
es (?(é)/?(ﬁ))z,k(é/ﬁ) =0 , es decir, albe» f(a)l f(b) 3 Utilizando
la biyectividad de f se verifica:
f(a)e f(ut)e> a€ ule» alu para todo uée Ue> f(a)l f(u) para todo ue yo
& F(a)é,F(U)J'.
Las demds afirmaciones tambidn son inmediatas,
5.3.3 Lema
Si QeE es un vector isdtropo no nulo, %érad E, entonces existe TJ\QE
vector isotropo con (A/b)=1 .
Demostracidn:
Como Q‘#rad £ , existe 8¢ € con (a/e)#£0 . Busgquemos en el plano

»’~
<{a,%) el vector b =) 2 f/bé verificande las condiciones del teorema:

(B/G)=:A/P(é/g)*x&2(g/§) y (g/g)i/u(g/é)= 1l . ge tiene asi:
1 2 o om
a7 AR CONE

5.3.4 gbservacidn
NOtese que en el lema anterior el planc vectorial métrico ﬁ:(ﬁfB) es
L4 . A
no singular, pues la matriz de la forma cuadratica qa respecto a la

P
base (QJB) es @
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o ! A~ 1 . N
. Por otra parte , si K=R , tomando uffg (a=t) , v=¢§-(a+b)
' ° ro =l 0\ ~ A
La matriz de quespecto a (u,v) es I sy Y TQ P =2 1Ind(P)=l
P
Lema

/\.
siE =ﬁ¢:)ﬁf entonces:
. ~ , ~
i) rg E = rg U $rg Vv

: » A
ii) Si K=R es INd(E)=Ind(U)+Ind(V)
Demostracidn:
B A ~ A

i) por 4,1,8 es rad E= rad U ¢ rad ¥, asf rg(E): dim E- dim(rad E):

. N . A . A . A ~ ~
=dim U 4dim Vv - dim(rad U)- dim(rad V)= rg U +rg V.
ii) Tomemos bases ortonormales bien ordenadas para G y V :

~ - _~ § i i
(Uoi-co’urfﬁoyo'-’ﬁ y U~ ;-0°9Ut) (Vbi--oovfrv !0--5Vr3009'°-5vﬂ )

com Q(GY)=Q(Vf)= 0 8 ==1,1,0 -gE“tO“CBS la base

A A - i - '!' '!' /'!' ~0 w0 ~0 O
(U ,...,u ’V ,..o,VrI,IU ,...,U ’AO,...U',UO,E...,Ut,V ;aa.,\l_&) es orto

normal bien ordenada de E , Y como se vé es Ind E=(r+l)+(r "+1)=

Ind (0 #+Ind 0.

Teorema

supongase K=R & K=C . Dos puntos de im q son proyectivamente equivalen=-
tes, si ambos son no singulares ¢ singulares,

En particular, sobre uma cuadrica g el grupo.Pg(q) actua de forma tran-
sitiva,

Demostracidn:

Por_el lema 5,3.2 se deduce una de las implicaciones del teorema,
probemos la otra para K=R:

i) si a=[§] a’=(2"]son dos puntos de im g no singulares, entonces 2y

A .. . A ‘
a2’ son vectores "isdtropos no pertenecientes a rad q. De 5,3,3 se de-

duce la existencia de vectores % y B de E isotropos, tales que
Falkd r'd L d A~ ;,‘ L4 A r ! 4

(3/6)=(8°/6")=1 . As{ por 5.3.4 los planos P =C4,b)> y P =(3 ,57son
no singulares , y por 4,2,3 el isomorfismo lineal?:ﬁL—aB' tal que

'$(§;£)=(§;5') es una isometria,

- s N Al 5, ALl : )
Utilizando ahora 4,1,8 se ve que E=P@D P =P’ ® P~ y por 5.,3,5
se deduce gue rg P o= rg 6'l, Ind(ﬁ*):lnd(ﬁ'i) con lo que EJ y P son

isométricos. Fijada 'K pp—#pl 1sometria, por 4,2,5 es

2 . < o “ .
f= 6‘.'? : EL——’E isometria que verifica f‘(%)-_-_'é

f‘(a):a'

. Asf si f =[?J se tiene
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La demostracidn para el caso K=C es andloga.
5/3.7 Nota
Existe un teorema debido a WYitt gue prueba gue si G y G”son subespacios
de espacios vectoriales métricos E y £ ‘no singulares e isometricos,

P ’~

. . . ~ " Foltd . I~ .
si existe una isometrfia & :U > U  entonces existe f:Ev. > E’ isome-

-~

tria tal que ?/ﬁ=&lzﬁk—%lj'. (véase [BE' ¢ [A])
Esto permite en particular probar facilmente la validez de 5.3.6 sobre
un cuerpo K .
Gﬁ POSICIONES RELATIVAS ENTRE CUADRICA Y SUBESPACIO
Fijada la cuadrica q=[6J y el subespacio U=P(ﬁ) del espacio proyectivo
Ey si U4 im g entonces ﬁﬁ es una forma cuadrdtica no nula, §enominare-
mos posicidn relativa de Uy (respecto a q) al tipo proyectivo de la cua-
drica [Gﬁ] . Analizaremos esta cuestidn detengendonos de forma especial

en las posiciones relativas entre hiperplanc-cuadrica y recta=-cuadrica’y

- ‘Amd=fﬁj es una cuadrica definida sobre el
espacio proyectivo E=P(E). Como es habitual, el
cuerpo base tiene caracteristica distinte de dos

E =(E,4) es am espacio vectorial métrica.

6&1 Generalidades

6,151 Definicidn
si u=p () es subespacioc proyectivo de E, se denomina cuddrica seccidn
de g por U a la cuadrica en Uﬁq,wu=[ﬁﬁj ’ cugndo ﬁﬁ es no nulo (es de=-
cir U4 im qg).
5i ademds V es subespacio proyectivo de de E, se dice que la pos}cién
relativa de V (respecto a gq) es la misma que la de Uy , si se verifica
alguna de las sigiientes afirmaéiones:
i) vcim q , V< im q , dim U= dim V' .
ii) ud img s Vdim g , y las cuadricas gqNnU y gNny¥ son proyectivamente
equivalentes ( ver 4.2,6), es decir, existe una homograffa f:y—»vy

> ‘
tal que f (gN¥)= gNU.

6.172 gbservacidn
En las condiciones de la definicidn 6,1,1 hacemos notar que el hecho de
que las cuadricas gNn U y gNV sean proyectivamente equivalentes no im=-
plica en general que xista fe 0(q) con f(U)=V y (Fufx(qf\w)=qr\u;
Esta condicidn darfa lugar auna definicidm mds restrictiva (ynatural)

de posicidn relativa, que aqui no vamos a analizar,
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Proposicidn
si U es un subespacio de E, U£im g, entonces im(qnu)=(im qlNU ,
y rad(anu)= unu* ={ueu / ulx para todo xeUY .
Demostracidn
si u=p(0) , u=[0] se tiene ue€im(gnU)e» §
w & (im g)Nu.

A Al

La segunda igualdad es consecuencia de que rad ﬁ = Unuy

(=0 G(l)=0 y Ge D

Definicidn

Sea U subespacio proyectivo de E:

i) Se dice que U es exterior a la cuadrica q, si im gnu =¢ .
NOtese que si K=C no existen subespacios exteriores (no vacios)

ii) se dice que U es tangente a la cuadrica si unu+ #F, es decir,

¢ bien Ucim g (entonces v U= (im g)NUu =U) , 6 bien U£im g (en-

tonces qNU es cuddrica degenerada),
En cualquier caso al subespacio UAN U+ ( gue esta contenido en im q) se
denomina subespacio de tangencia. Los puntos de U/\Ui se denominan pun-

tos de tangenciaﬁ

iii) Se dice que U es secante a la cuadrica si no es tangente ni exterior,

6els5

641.6

EJjemploe
2, .2, .2 ‘ -
ConSLderese en p (R) lacuadrica ~x G ¥X ¥X=0 5y U &(,Xxofxlzo)
; \§:2;:> Tomande en U, coordenadas homogéneas[ﬁii]
\\\\ | . o
\\ - o~ correspondientes a la base G’A ,1(0 de U
N 0 1

A \ lg ecuacidn de la cuadrica Qnu, es
‘ N 2.2 2 :
. S\ (1= A7)y +y.=0 « Asi se tiene:
w ;'1\ \ ' © l 1
1
para A =21 U es tangente ala cuadrica en el punto[lh
0

si\|>1 , Uy es exterior a la cuadrica
si ¢l UX es secante a la cuadrica

pgbservacidn

5i a es un punto singular para la cuadricé entonces cualgquier subespa=
cio U que contenga al punto a es tangente a la cuadrica por el punteé

a, ya que rad qey~

posicién relativa entre hiperplano y cuadrica,

Estudiemos en primer lugar sl problema de la tangencia:
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GEZfl Teorema
Dado aeim q punto no singular para la cuddrica, existe un Umico hiper-
plano H gue es tangente a la cuadrica por el punto a. Este hiperplano
es justamente el hiperplano polar aL de a .
ﬁemostracién:
a) Si H es hiperplansc tangente a la cuadrica en el punto a, entonces=
por definicidn- ael{f\H; y por tanto H< at o como a™ es hiperplano
(2.3.12) se deduce la igualdad H=a™ .

4

b) Por otra parte H= a™~ es hiperplano tangente a la cuadrica en a, pues

come a&im g , aéa- =H , Y obviamente aéH'L .

6.242 Corolario
Dos hiperplanes tangentes a la cuadrica en puntes no singukares, tie-
nen la misma posicidn relativa,
Demostracidns
si Hl’HZ son hiperplanos tangentes a la cuadrica g en los puntos

no singulares a y; a, s PoOT 5.3.6 y 5.3.7 existe £z po(q) con f(al)=

.
2

1

i < , 3 -
a, s y por tanto f‘(al Je=a es decir f’(Hl)_H2 .

64243 Calculo analftico del hiperplano tangente «
Fijemos en E un sistema homogeneo de coordenadas (;
. '

a)
] y: sea a;: 4]
una ecuacidn para q , donde Q= 2;q_,xhx, . '
Y e L3 L] a_
Fijado el punto ae¢im q -rad q , escribamos 2 =.(j ) para denotar
an
las coordenadas homogeneas de a., Entonces la ecuacidn de a—t hiperpla=-

no tangente a g por el punto a es de la forma:
N

pel P
‘25‘25* 4 xi =0 donde ;LE* denota la derivada parcialde g respecto
. O Xj 3 _
respecto a xi .
En efecto, se verifica la identidad : A
| D’TA \A
99 Yo, /Zs-cousqm\/z a, % 12
qz,,/z q” ”'.:.L’q{h/z » - -]; :
ocoooooooo.oooo'goc.oco " 2 -
U /2 9, /25000sa,, a, ff/a&; ,
I m
asi el cénjunto de puntos x con coordenadas homogéneas « tales que
a x se describe por la ecuacidn: i
?a'b ¢80y ﬁa’h/z 40 ‘ 9""“ t
’ : A _;‘: ’ﬁ_ ‘?4' —_ 0
(ya)-w'\%) ' ' Y
| 2 ARP
4'» ¢ ék .

ﬁ%é T iu
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~~

Ndtese que las ecuaciones de rad q son justamente 29 =0 }, 5 _
axi 1=0yeseyN
EJemplo

N

2
'!'XS-'-'-UO En a =

1
1
1
2 1

. - 2 2
En PS(R) considerese la cuadrica g de ecuacion -xo-xl+x

=0):H . La in-

punto de im g , el hiperplano tangente es (-x -xl+x2+x3
0

tepseccidn de H con im g se obtiene resolviendo el sistema:

4 - - - i & ;
(xz.xg)(x2 xo)-!-(x3 xl)(x3+xl) 0 (Ecuacicn de la cuadrica)
- Y - E $ 3
Xp=X =X =Xq (Ecuacieon del planc)
X=X =0
20
1

_ ; x3~x050
Los puntos de la recta A : { y los de la recta éli{
. =0 Xl-X2=U

rg(gnH)=2 vy

1X3

i

estan contenidos en im qf)H.Dé; hecho im qnH =4uA’
Ind (qgnH)=1,

Por la transitividad del grupe 0(q) (vease 5,3) se concluye gue para to-
do punto a¢im g , su hiperplano tangente corta a la cuadrieca en un par

de rectas,

6.2.5 Preposicidn

6;2&6

Si H es un hiperplano contenide en im g, entonces el rango de g es i-
gual a 1 ¢ 2. E€n el primer caso im g=H. En el segunde im g=HUH’ sien-
do H otro hibreplano distinto de H,
Demostracidn:
Fijemos en E un sistema de coordenadas homogéneas {xi] tal gque la ecua-
cion de H se reduzca a X°ip° Como H <im g, se concluye que la ecuacigdn
de g es de la forma xo( é%(yixi)=0 (no todos los O<i nules), es decir:
0, Yz g Yy X
&

(xgooeexy) | 20 °

Mjg O, 0O .
X

y T g=2 a no ser que ¥.= .'_,;-.’=f>/n;.=0 ((yo;é[]) s es decir tv, x§=0 s en
cuyo caso es rg g =1 vy im g= H.

Estudiemos por dltimo para K=R la posible existencia de hiperplanos
exteriores, Demostraremos previamente el siguiente resultado:
pProposicidn

Toda cuadrica real sin puntes es propia y tiere indice nulo

o
ﬁemostraCLOn :

si im g=f , (F,4) no tiene vectores isotropos, y pa 4.3.8 es suclideo.

AS{ § es definida con lo que g=[4] verificd la :tesis,:
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Teorema
Si existe un hiperplane H exterior a la cuadrica real q , entonces
necasariamente Ind q es igual a cero ¢ la unidad, Ademés.qf\H«es pro=-
pia y Ind(gNH)=0 .
Demostracidn:
Sea Hep(ﬁ) exterior a la cuadrica g. Entonces im(gnH)=¢ , y per
4,378 ﬁe(ﬁ;ﬁﬁ) es espacioc euclideo que podemos suponer positive, es
| decir, Ind(ﬁ):n. Si’i£ﬁ¢ s por ser H no degenerado se tiene EQEQD;? ’
y per 5.3.5 se concluye que Ind(E):Ind(q)=Ind(f)+Ind(ﬁ) que serd por
tanto igual a 0 ¢ la unidad, La dltima afirmacidn es consecuencia de
642,46
Corolario
Dps hiperplanos HlJHé exteriores a la cuadripa real q tienen la misma
posicidn relativa respecto - a q.
Demostracidn:
Por 6.2.7 es rg(qf\Hl)=rg(qr\Hé) =N , Ind(qF\HI)=Ind(qf\H§)=0 « Aplican=~
do ahora el teorema de clasificacidn 4.3.4 se obtienme la conclusidn,
Posiciones relativas entre recta y cuadrica?
El estudio de esta cuestién requiere de un andlisis explicito previo
del teorema de clasificacidn 4:3:4 aplicade a cuadricas em rectas
proyectivas:
Teorema
Sea qlz[ﬁi) una cuadrica sobre la recta proyectiva A =p(A) definida
sobre el cuerpo K. Caben trés posibilidades:
a) im qlzfa},Entonces a, no es preopia y rad qlzfa} .
Por etra parte, las cuadricas sobre rectas proyectivas (em el cuerpo
K) con un sole punto, son proyectivamente equivalentes,
b) Im ql={a;b} afb . En éste caso q, es propia.Todas las cuadricas sobre
rectasuprQQectivas (eh K) con dos puntos (distintos) son proyectivamen=-
te equivalentes,
c) im ql=¢ . Entances q, es propia.
Las cuadricas sim puntes sobre rectas proyectivas reales son proyec=
tivamente squivalentes,
Demostracidn:

El resultado se deduce a partir de las siguientes reflexiones:
P a
i) si la cuadrica qeﬁf y existe al menos un punto a=[8]¢ im q

1 1» enton-
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A , o

ces / =(2 ,‘al) es un espacio no singular y 61(3).-:0; por 5,3.,3 existe
~ A X

'Gégﬁ cen _al(b)=0 y (8/B)=1 . En el sistema de coordenadas [X;Jinduci—

‘ N
de por la base (Q,g) de £ , la ecuacidn de la cuadrica es X %X1=0+ Por

tanto a y b=[b) son los Unices puntes de la cuadrica.
ii) si im g=f y K=R entonces por 6.2.6 g, es cuadrica propia vy tiene in=-
2

dice nulo. Su ecuacidn reducida es x0+x1 =0

iii) pPor Jltimo si im ql=€a\} por i) ay no es propia, y rad qr={a5;

N A A
Tomandoe a=[§] y bed can ﬁr(b)¢0,'podemos suponer =~ multiplicando al

- . . , n
por ql(b) 1. que ﬁl(g)=lJ Ademds (E/G)zo pues a¢ rad aﬁf Respecto al

nx @ A
sistema de coordenadas !xz} inducido por la base (g;b) s la ecuacion de
. 2 -
la cuadrica es xlzo.
Corolario

Fijada la cuadrics q=[6] en el espacio proyectivo real E , las diferem=-
tes posiciones relativas de una recta preoyectiva A enck y q (segudn
definicign 6;1?1) vienen descritas por la cardianalidad del conjun¥o

im qnd. Expicitamente,sole hay cuatro posibilidades :

i) im g9nA =f : Recta exterior a la cuadrica

ii) im gnd={ai: Recta tangente a la cuadrica (y no contenida en ella)

iii) im gnd={a,b! (agb) Recta secante a la cuadrica
iv ) Im gnd= 4 : Recta contenida en la cuadrica

Demostracidn:

Cuando A 4 im g se toma qlzqrug ; basta aplicar ahora el teorema
6e3e1.

Observacidn

La aplicacidn literal de 6.3.1 al estudio de posiciones relativas entre
recta y cuadrica, permite mantener la validez general del corolario
6.3.2 para cualquier cuerpo K, escepto en lo que respecta a las cues-
tiones relacionaedas con rectas exteriores a la cuadrica. Concretamente:
a) Si K es algebraicamente cerrado, no existen tectas exteriores

b) pPara cierto cuerpos K pueden encontrarse rectas exteriores a la cua=-
drica con distinta peosicidn relativa.

Calculeos analiticos

Fijade en E un sistema [xi] de coordenadas homogeneas la ecuacidn de

la cuadrica es de la forma:

X Xo Qper o g,
e \ o ¢ . o .
(be---fxn) A B =0 o bien &tﬂ §=0 con & =] - A=| - ’
X *n 2 A

A matriz <tudlaza .
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Una recta proyectiva 11 en £ queda definida por dos puntos a y b distin-
‘ ~ am ~ bo
tos, Tomandeo a = (} > bt:({ ) los vectores que definen las coordena-
ap bn
das homogeneas de a y b respecto a [xi], las ecuaciones paramétricas de

A A A
4 (vy de A ) pueden escribirse: 'Qa)‘% ﬁp b, ¥ [AJ constituye un-
sistema de coordenadas homogéneas respecto al cual la ecuacidnm de la

~ .
cuadrica gnA es (,X%f/uﬁ)tA (‘Agf/«b)=0 . Haciendo operaciones queda:

e A 2L ey N = i " A
(552 &) A 2e2(5% i»)/\/u +(5%a b)/,u2=o, es decir Mf )./ [/A) =0
a

~t ~t o~
af aAb y

siendo A\ = £« bt A . Tememos asi:
aa b b"a b

)4 < im a& A =0
ii) A tangente a la cuadrica q&» det] =(atA a)(btA b%-(aﬁh h02=0
iii) A secante a la cuadrica q & det A« 0o
iv) A exterior a la cuadrica q& det/A > @
La justificacidn de iii) y iv) estd en el siguiente Lema:
6.3.5 Lema

Sea (xo;xl)/ﬁ(Xl

sistema de coordenadas homogeneas en la recta proyectiva real Aﬁff Ene=-

X
o . . .
);U la ecuacion de la cuadrica 9 respecto a cierds

tonces el signe de det .\ (=0,1,=1) sole depende de la cuadrica a; s Y
no del sistema de coordenadas,
En particularg;de”ﬁA L0 &> la cuadrica tiene dos puntos ,

. det/ﬂ_}>0 &3 la cuadrica no tiene puntos

Demastracidn:

X x*
Mediante un cambic de coorflenadas ( °>= P ( Q) s, la nueva ecuacidn de
. X1 *1
. VY. , XD , t
la cuadrica es (xogxl)_/& ( ’> =0 con A =P AP ,vy
X
1

Signa (det(.A “))= Signo((det P)2det.A )= signo (det A )

. . 2
Notese ademas que para )éR-{Uj es det().A)= A\ det (A) y ambos detet-
minantes tienpen el mismo signo.

5i det/ﬁ #0 entonces la ecuacidn reducida de es de la forma

9
w202 s fos 2,02 .
0+XI =0 (cuadrica sin puntos) o blen-x0+xl=0 (cuadrica con dos puntos)

dependiendo de que det/ >0 & det/A <« 0 respectivamente.

6.3 Cona tangente

Fijado un punto a ¢éE no singular para g , cabe considerar el conjunte



6.3.2

XII1=-43
de rectas gue contienen al punto a y son tangentes a la cuadrica. La u-

nidn de dichas rectas- cuando existe alguna=- veremos que constituye el
conjunte de puntos de una cuadrica que denominamos cone tangente a g

en el punto a.

Proposicidn (Definicidn)

Fijado a=[$]eE-rd q, la aplicacidn Géfga XS ﬁ(ﬁ)ﬁ(?)-(ﬁ/%)%ﬁ K defi=-
ne una forma cuadratica no nula, y la cuadrica qa=£a§] no depende del

A " . E . ,
representante a elegide para a., Se denomina a g cono tangente a la cud-
a

drica por el punte a,

Demostracion:

La aplicacidn g:E-9§L~4¥ (Q/Q)zé K es una forma cuadratica mon forma
polar P(%,9)=(8/2)(8/§) , v se tiene @&, = G(3)a - f que es diferencia

de dos formas cuadrdticas.

Por otra parte se ve que aA%= Azaa para )0#0. Esto ceoncluye la demos=-
tracidn.
Teorema

81 agZE es un punto mo singular , entonces

im q_= {xé E—(a7/<afx7 es tangente a q}%}{aj:

Por otra parte el punto a es punto singqular de qa y se verifica
. Jd

(im qa)(W(im q)= a

Demostracidn:

im q .

Supongase a=[§} : La condicidn necesaria y suficiente para que mz[ﬁﬂ de-
termine con a una recta tangente a q es que <§;E> sea un:plano vecteorial
degenerado (respecto a q ) es decir: ﬁ(g)a(ﬁ) - (5/5)2=D , asi

{a,bYy es tangente a q & b ¢ im qa'f

Para ver gque a es punto singular para qa basta observar que la forma

/\ ,oo. el
polar Qg de la forma cuadratica ag de 6,3,1 es

05(%,9)=8(8)8(%,9)-8(4,%)8(4,%) , vy 0,(5,%)=0 para todo K eE.

Probemos per Ultimo la igualdad (im q) ) (im q, )= aim q ¢

i) si ae¢im g entonces se ve-faéiimehté.que;‘im qa=éa7 y la igualdad

es trivial,

ii) si a dim q , para x¢< (im q) N (im qa) se verifica por lo anterior

que la recta (a,x) es tangente a la cuadrica, y por 6.,2,2 es
<a)x>/\im.q,=}x)f el punto x de tangencia es por 6,3.1 conjugado con to-

do punto de <a,x>. En particular xé animge

La otra inclusidn se prueba de forma andloga , y queda como ejercicio,



