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1. Introducción

En [4] se estudiaban las geodésicas y pregeodésicas de una variedad di-
ferenciable con métrica riemanniana que cambia de signatura en una hi-
persuperficie, o más propiamente, de una variedad diferenciable dotada de
una métrica cambiante con cambio transverso de signatura. Desde el punto
de vista físico estas variedades tienen interés al ser los objetos matemáticos
apropiados para modelizar espacios-tiempo que son parcialmente lorentzianos
y parcialmente (en el pasado remoto) riemannianos.
Se probaba allí la existencia de pregeodésicas que atraviesan la hipersu-

perficie en cada punto en la dirección del radical y en cualquier otra dirección
transversal a la hipersuperficie con tal de que anulase cierto campo tensorial.
Esto se conseguía utilizando el spray geodésico y reduciendo el problema de
la extendibilidad geodésica a uno de sistemas dinámicos, en concreto a una
aplicación de un teorema de variedades estables. Además, con ayuda de la
familia de pregeodésicas en la dirección del radical se podía construir una
carta local en torno a cada punto de la hipersuperficie en la que la última
coordenada parametrizaba la pregeodésica .
El objetivo de este trabajo es establecer algún tipo de resultado análogo

para el caso dual de una cométrica g∗ degenerada con cambio transverso
de signatura tipo Lorentz-Riemann y anulador tangente. O visto dualmente,
para la métrica g en M − D∞ dual de g∗, donde D∞ es la hipersuperficie
de degeneración de la cométrica. y que denominamos métrica cambiante
Lorentz-Riemann con final polar.
Esta dualización no es directa ni trivial, ni en las hipótesis que debe cum-

plir la cométrica ni en la búsqueda de la dirección de posibles pregeodésicas.
No obstante, una vez que se encuentra dicha dirección (pues ésta resulta ser
única, a diferencia del caso dual), se pueden aplicar las mismas técnicas de
variedades estables consiguiéndose demostrar la existencia de pregeodésicas
en cada punto de la hipersuperficie en esa y sólo en esa dirección, denomi-
nada dirección polar normal. Obtenemos así la existencia de un campo
pregeodésico en la variedad atravesando la hipersuperficie.

2. Notación

En todo el trabajo usaremos las siguientes convenciones para los índices:

a, b, c ∈ {1, ...,m}

i, j, k ∈ {1, ...,m− 1}
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Usaremos el convenio de sumatorios de Einstein, a no ser que el índice
que se repita sea m.
Conviene tener presente también que trabajamos siempre localmente, en

un entorno fijo de p ∈ D∞ del espacio métrico cambiante Lorentz-Riemann
con final polar.

3. Cométricas

Sea M una variedad diferenciable conexa de dimensión m ≥ 2

Definición 1 Una cométrica es un campo tensorial 2-contravariante simétri-
co g• definido sobre una variedad M .

Es decir: La cométrica es g• ∈ T20 (M) simétrico y

g• (p) : T ∗p (M)× T ∗p (M)→ R

se llama cométrica en p.

Recordemos que una métrica es un tensor g• ∈ T02 (M) simétrico y

g• (p) : Tp (M)× Tp (M)→ R

es la métrica en p.

Dada una métrica g• no degenerada podemos obtener una cométrica g•

no degenerada utilizando el isomorfismo F(M)-lineal entre campos y uno-
formas, bajando el índice dos veces.

Proposición 1 La función X(M) → X∗(M) que hace corresponder a
cada campo X la forma αX definida así: αX(Y ) = g(X,Y ) ∀Y ∈ X(M) es
un isomorfismo F(M)-lineal (siempre que g sea no degenerado).([6] pag 60)

Esta función se ve así en el tangente:

TpM → T ∗pM con αξ(η) = g(ξ, η)

ξ → αξ

Es invertible si g es no degenerada en p, es decir si:

Radp (g) = {α ∈ TpM : g∗ (α, β) = 0, ∀β ∈ TpM} = 0

Veamos la expresión en coordenadas locales de este isomorfismo.
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Si (xa) es una carta local y (gab) la matriz del tensor métrico tenemos

g = gabdx
a ⊗ dxb

Dado el campo X = Xa ∂
∂xa
, será:

αX = αbdx
b = αX(

∂

∂xb
)dxb = g(X,

∂

∂xb
)dxb = g(Xa ∂

∂xa
,
∂

∂xb
)dxb

= Xag(
∂

∂xa
,
∂

∂xb
)dxb = Xagabdx

b

de donde se deduce que:
αb = Xagab

(gab)

⎛⎝ X1

...
Xm

⎞⎠ =

⎛⎝ α1
...
αm

⎞⎠
Despejando con

¡
gab
¢
= (gab)

−1 (pues g es no degenerada y por tanto su
matriz invertible), obtenemos

gabαb = Xa

Dada una forma α = αbdx
b se obtendrá entonces el campo:

Xα = Xa ∂

∂xa
= gabαb

∂

∂xa

Haciendo en particular α = dxb, es

Xdxb = Xα = Xa ∂

∂xa
= gabαb

∂

∂xa
= gab

∂

∂xa

3.1. Obtención de la cométrica a partir de la métrica

Dada M una variedad diferenciable conexa de dimensión m ≥ 2 con una
métrica no degenerada g ∈ T02 (M) podemos definir la cométrica g∗ ∈
T20 (M) del siguiente modo:

Dadas α , β ∈ X∗(M) : g∗(α, β) = g(Xα,Xβ)

Si (xa) es una carta local y (gab) la matriz del tensor métrico tenemos,
según los anteriores resultados:

g∗(dxa, dxb) = g(Xdxa , Xdxb) = g(gac
∂

∂xc
, gbd

∂

∂xd
) =

gacgcdg
bd = δadg

bd = gba = gab



3 COMÉTRICAS 5

Se tienen por tanto las relaciones:

g = gabdx
a ⊗ dxb

g∗ = gab
∂

∂xa
⊗ ∂

∂xb

3.2. Obtención de la métrica a partir de la cométrica

Recordemos algunos resultados elementales del álgebra lineal.
Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, con base (e1, e2, ...., en)

y V∗ su dual con base (e1, e2, ...., en) un vector v ∈ V se escribe como

v = e1(v)e1 + .......+ en(v)en

Siempre que la dimensión de V es finita es un espacio reflexivo, es decir, si
dualizamos dos veces obtenemos un espacio vectorial canónicamente isomorfo
a V,es decir, V∗∗ ' V

V→ V∗∗

v → v : V∗ → R
definiendo

v(β) = β(v) ∀β ∈ V∗

Puesto que la dimTp(M) =m < ∞ , utilizamos dicho isomorfismo ca-
nónico para definir:

T ∗pM → T ∗∗p M ' TpM

α→ Xα

donde Xα ∈ TpM es el único que cumple:

β(Xα) = g(α, β)

Si (xa) es una carta local y (gab) la matriz del tensor cométrico, es decir:

g = gab
∂

∂xa
⊗ ∂

∂xb

Dada la 1-forma α = αadx
a, será:

Xα = dxb(Xα)
∂

∂xb
= g(α, dxb)

∂

∂xb
= g(αadx

a, dxb)
∂

∂xb
= αag

ab ∂

∂xb
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de donde se deduce que:
Xb

α = αag
ab

Tenemos por tanto:

X∗(M)→ X(M)

α→ Xα

Su inversa es:

X(M)→ X∗(M)

X → αX

Si α = αX con X = Xb ∂
∂xb

resulta:

αa = Xbgab

Podemos definir entonces la métrica dual g∗ de la cométrica g por la
fórmula:

g∗(X,Y ) = g(αX , αY )

Obviamente:

g∗(
∂

∂xa
,
∂

∂xb
) = g(α ∂

∂xa
, α ∂

∂xb
) = g(gacdx

c, gdbdx
d) = gacg

cdgdb = δadgdb = gab

Por tanto, si ponemos
¡
gab
¢−1

= (gab) podemos escribir:

g = gabdx
a ⊗ dxb

Resumiendo las dos últimas secciones, hemos obtenido:
Si g es una métrica (resp. cométrica) no degenerada, entonces

g∗es una cométrica (resp. métrica) no degenerada y (g∗)∗ = g.

3.3. Cométricas degeneradas

Sea g∗ ∈ T20 (M) simétrico cométrica en M . Sea:

D∞ =
©
p ∈M Ág∗ (p) : g∗(p) : T ∗p (M)× T ∗p (M)→ R es degenerada

ª
Los puntos de D∞ se llaman polos.
Nos referiremos siempre a cométricas g∗ con cambio transverso de signa-

tura. Esto significa:
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D1) El conjunto D∞ es no vacío.

D2) Condición de transversalidad.

En cada punto p ∈ M , donde g∗p : T
∗
pM × T ∗pM → R es degenera-

do, existe (θ1, . . . , θm) base de 1-formas en un entorno U de p (cobase
móvil (θa)) de forma que si gab = g∗(θa, θb) se tiene que dx det

¡
gab
¢
6= 0

∀x ∈ U ∩D∞ (con det(gab(x)) = 0).

Es facil ver que esta condición (transversa) es independiente de la
cobase (θa) tomada en torno a p:

En efecto, sea (U, (θa)) cumpliendo la condición y sea (V, (ωa)) otra
referencia local en torno a p.

g∗(ωa, ωb) = AT (gab)A

donde A : V → Mm×m(R), A(x) ∈ Mm×m(R) matriz del cambio de base
de (ωa(x)) a (θa(x)).

Sea x ∈ U ∩ V con dx det
¡
gab
¢
6= 0 y det(gab(x)) = 0. Como

detA 6= 0 (A es matriz de cambio de base) se tiene:

det g∗(ωa, ωb) = (detA)2 det(gab)

det g∗(ωa(x), ωb(x)) = (detA)2 det(gab(x)) = 0

dx det g
∗(ωa(x), ωb(x)) = (detA)2dx det(g

ab(x)) 6= 0
⇒ dx det g

∗(ωa(x), ωb(x)) 6= 0

En este caso D∞ =
©
p ∈MÁg∗p es degenerada

ª
es una hipersuperficie -

denominada polar- que localmente, en cualquier cobase (U, (θa)), admite por
ecuación:

det
¡
g∗
¡
θa, θb

¢¢
= 0

En efecto, al ser dx det
¡
gab
¢
6= 0 y det(gab(x)) = 0 ∀x ∈ U ∩ D∞, se

tiene que D∞ es hipersuperficie sin más que aplicar el teorema de la función
implícita.

D3) Si p ∈ D∞ el radical es unidimensional.

Radp (g
∗) =

©
α ∈ T ∗pM : g∗ (α, β) = 0, ∀β ∈ T ∗pM

ª
Sea (e1, ......, em) una base de T ∗p (M) tal que g

∗(ea, eb) = δab g
∗(ea, ea).

Tomemos en torno a p ∈ D∞ una carta (U,ϕ = (x1, ....., xm) tal que
dxa|p = ea. Así la representación matricial de g∗ en p es diagonal con:

ν = dimRadp(g
∗) = no de ceros en la diagonal
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dp det g
∗(ea, eb) =

mX
a=1

g11(p)...dpg
aa...gmm(p)

Si ν ≥ 2 se anularía la fórmula anterior, que no es más que:

dp det g
∗(ea, eb) = dpg

11g22(p)...gmm(p) + g11(p)dpg
22...gmm(p) + ...

....+ g11(p)g22(p)...dpg
mm

Esto contradeciría la transversalidad de g∗ en p, luego debe ser como
queríamos:

ν = 1 = dimRadp(g
∗)

D4) La signatura de g∗ cambia en una unidad al atravesar D∞.

Recordemos que det(g∗
¡
θa, θb

¢
) = 0 es una ecuación local de D∞ y

por tanto:
ker dp det g

∗(ea, eb) = TpD
∞

Acabamos de ver que hay exactamente un a tal que gaa(p) = 0. Si
reordenamos las coordenadas podemos poner gmm(p) = 0 y queda entonces
la fórmula:

dp det g
∗(ea, eb) = g11(p)g22(p)........gm−1m−1dpg

mm 6= 0

luego existe un vector ξ ∈ TpM − TpD
∞ tal que dp det g∗(ea, eb)(ξ) 6= 0, en

particular dpgmm(ξ) 6= 0, digamos dpgmm(ξ) > 0.
Tomemos γ : (−ε, ε) → U una curva con γ (0) = p y γ0(0) = ξ. Existe

δ > 0 suficientemente pequeño tal que gmm(γ(t)) cambia de signo en (−δ, δ)
al atravesar t = 0. Como gii(p) 6= 0, sólo gmm cambia de signo, y por tanto
el índice de g varía en una unidad al atravesar D∞.

En adelante admitiremos que g∗ es de tipo Lorentz-Riemann.
En un entorno U de cada p ∈ D∞ podemos tomar (θa) cobase móvil de

forma que:

(gab) =

µ
gij 0
0 τ

¶
D∞ ∩ U tiene ecuación τ = 0, con dxτ 6= 0∀x ∈ D∞ ∩M.
De hecho se puede conseguir una cobase (θa), que llamaremos Rad∗ −

adaptada, de modo que la matriz de la cométrica tiene una expresión mucho
más simple. Esta construcción es local, es decir, veremos que en un entorno
V de cada p ∈ D∞ podemos tomar (θa) cobase móvil de forma que D∞ ∩ U
tiene ecuación τ = 0, con dxτ 6= 0∀x ∈ D∞ ∩M y la matriz de la cometrica
es:
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(gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 τ

⎞⎟⎟⎠
En primer lugar se toma una carta (U,ϕ) centrada en p ∈ D∞ de
forma que la expresión local de la cométrica en dicha carta sea
diagonal, es decir:

ϕ : U → So ⊂ Rm

ϕ(p) = o;

g∗(o) =
¡
gij (o)

¢
diagonal

Estamos ahora en las hipótesis del siguiente lema:

Lema 1 Sea S un entorno abierto del origen o ∈ Rp.
L2sim(Rm) es el espacio de las matrices reales cuadradas y simétricas de

orden m que se identifica de modo natural con el espacio de las formas bili-
neales simétricas de Rm .
Sea g : S→ L2sim(Rm) una aplicación diferenciable, G = det g : S→ R y

supongamos que:
1. g(o) es matriz diagonal.
2. G(o) = 0, pero dG|o 6= 0.
Se tienen entonces los siguientes resultados:
a) En la diagonal de g(o) hay exactamente un único elemento nulo, diga-

mos gmm(o) = 0.
b) En un entorno So del origen o pueden construirse aplicaciones dife-

renciables Fa : So → Rm que cumplen que (Fa(s)) es base de Rm para todo
s ∈ So, y que es diagonal la matriz:

(fab(s)) = (g(s)(Fa(s), Fb(s))) =

⎛⎝ f11 ... 0
: .. :
0 ... fmm

⎞⎠ (s)
Además det(fij) = f11f22.....fm−1,m−1 es no nulo en So y fmm(o) = 0, pero

dfmm|o 6= 0
c) Se puede refinar el entorno So para que Σ = {s ∈ SoÁG(s) = o} sea

hipersuperficie con (buena) ecuación Σ = {fmm = 0} y de forma que So − Σ
tenga dos componentes conexas S+o : {fmm > 0} ∩ So, S−o : {fmm < 0} ∩ So
d)Todas las formas bilineales g(s) para s ∈ S+0 tienen el mismo índice,

que es exactamente una unidad inferior al índice de las formas bilineales g(s)
para s ∈ S−0
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Demostración. a) Por hipótesis g(o) es matriz diagonal en la base

canónica (ea) :

g(o) =

⎛⎝ g11(o) ... 0
: :
0 ... gmm(o)

⎞⎠
G(o) = det g(o) = g11(o)g22(o).....gmm(o) = 0

Argumentando de modo idéntico a D3 debe haber algún elemento nulo
en la diagonal, pues si hubiera más de uno se tendría que:

dG|o = dog11(o)g22(o)...gmm(0)

+ g11(o)dog22(o)...gmm(0) + ...

+ g11(o)g22(o)...dogmm(0) = 0

en contra de la hipótesis.
Así, hay exactamente un a tal que gaa(o) = 0. Reordenamos las coorde-

nadas para que sea gmm(o) = 0.
b) Tomamos (ea) base canónica y aplicamos el proceso de ortogonaliza-

ción de Gram-Schmidt:

F1 = e1

F2 = e2 −
gs(F1, e2)

gs(F1,F1)
F1

F3 = e3 −
gs(F1, e3)

gs(F1,F1)
F1 −

gs(F2, e3)

gs(F2,F2)
F2

............................

Fm = em −
gs(F1, em)

gs(F1,F1)
F1 −

gs(F2, em)

gs(F2,F2)
F2 − ......− gs(Fm−1, em)

gs(Fm−1,Fm−1)
Fm−1

Si esta construcción es válida (es decir, si los denominadores no se anulan),
se tiene, en un entorno adecuado de o,digamos So, que (Fa(s)) forma base de
Rm para todo s ∈ So y también del modo habitual se obtiene:

g(o)(Fa(o), Fb(o)) = δabg(o)(ea, eb) = δabgab(o)

Veamos que las funciones Fa : So → Rm son diferenciables:
1) F1 = e1, lo es obviamente por ser constante en S1 = S
2) F2 = e2 − gs(F1,e2)

gs(F1,F1)
F1 = e2 − gs(e1,e2)

gs(e1,e1)
e1

Por hipótesis g es diferenciable, en particular continua, y por tanto serán
continuas las funciones gij.
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Sabemos que go (e1, e1) = g (o) (e1, e1) = g11 (o) 6= 0 por a) y encontramos
entonces por continuidad un entorno S2, o ∈ S2 ⊂ S1, tal que

g11 (s) = gs (e1, e1) 6= 0∀s ∈ S2

De este modo F2 es diferenciable pues es composición de funciones dife-
renciables y gs (e1, e1) 6= 0.
3) Supongamos Fi diferenciable en Si ⊂

\
Sj

2≤j≤i−1
∀i ≤ n y veamos entonces

que Fn+1 lo es también.

Fn+1 = en+1 −
gs(F1, en+1)

gs(F1,F1)
F1 −

gs(F2, en+1)

gs(F2,F2)
F2 − .....

...− gs(Fn−1, en+1)

gs(Fn−1,Fn−1)
Fn−1 −

gs(Fn, en+1)

gs(Fn,Fn)
Fn

Si n < m, tenemos por el apartado a) que go(en,en) 6= 0 y razonando igual
que en 2) encontramos un entorno:

Sn+1 ⊂
\
Sj

2≤j≤n
, o ∈ Sn+1 tal que:

gnn (s) = gs (en, en) 6= 0∀s ∈ Sn+1
Ahora:

gs(Fn, Fn) = gs

Ã
en − gs(F1,en)

gs(F1,F1)
F1 − gs(F2,en)

gs(F2,F2)
F2 − ......− gs(Fn−1,en)

gs(Fn−1,Fn−1)
Fn−1,

en − gs(F1,en)
gs(F1,F1)

F1 − gs(F2,en)
gs(F2,F2)

F2 − ......− gs(Fn−1,en)
gs(Fn−1,Fn−1)

Fn−1

!

= gs(en, en)−
gs(F1, en)

gs(F1,F1)
gs (en, F1)− ...− gs(Fn−1, en)

gs(Fn−1,Fn−1)
gs (en, Fn−1)+

+

µ
gs(F1, en)

gs(F1,F1)

¶2
gs (F1, F1) + ...+

gs(F1, en)

gs(F1,F1)

gs(Fn−1, en)

gs(Fn−1,Fn−1)
gs (F1, Fn−1) + ...+

+
gs(Fn−1, en)

gs(Fn−1,Fn−1)

gs(F1, en)

gs(F1,F1)
gs (Fn−1, F1) + ...+

µ
gs(Fn−1, en)

gs(Fn−1,Fn−1)

¶2
gs (Fn−1, Fn−1)

Teniendo en cuenta que go (Fi, en) = 0 si i < n. queda:

go (Fn (o) , Fn (o)) = go (en, en)

En Sn+1 se tendrá gs (en, en) 6= 0.

ĺım
s→o

gs(Fn, Fn) = gs(en, en) 6= 0

Es decir existe un entorno de o que de nuevo llamo Sn+1 donde gs(Fn, Fn) 6=
0.
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Se tiene entonces Fn∗1 diferenciable por la hipótesis de inducción y ser
gs(Fn, Fn) 6= 0.
Tomamos So =

\
Si

1≤i≤m
y se tiene el resultado pedido.

(fab(o)) = (g(o)(Fa(o), Fb(o))) = g(o) =

⎛⎝ g11(o) ... 0
: :
0 ... gmm(o)

⎞⎠
Ahora, por continuidad de las funciones gii en el punto o, en So se tiene

det(fij) = f11f22.....fm−1,m−1 no nulo y fmm(o) = 0, pero dfmm|o 6= 0
c) Refinamos si hace falta So para aplicar el teorema de la función im-

plícita y se obtiene Σ = {fmm = 0} hipersuperficie de ecuación "buena"
(dfmm|o 6= 0).
Refinamos de nuevo si fuera necesario So para poder particularizar una

propiedad local de las variedades dadas por ecuaciones: Se cumple que So−Σ
tiene dos componentes conexas:

S+o = f−1mm((o,+∞)) ∩ So y S−o = f−1mm((−∞, 0)) ∩ So

Efectivamente en el entorno So del origen ∃ϕ = (x1, ..., xm = fmm) carta
adaptada a la hipersuperficie.
Se encuentra esta carta partiendo de otra cualquiera ψ = (x1, ...xm) y

haciendo el cambio de variable:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1 = x1

:
ym−1 = xm−1

ym = fmm

que es posible puesto que dfmm|o 6= 0 (suponemos por ejemplo ∂f
∂xm

6= 0,
por eso tomamos fmm como coordenada m-ésima)
Resulta:

M ⊃ So
ϕ→ Bm−1 × (−ε, ε)

y podemos restringir ϕ−1 :

Bm−1 × (−ε, 0) ϕ
−1
→ S−o y Bm−1 × (0, ε) ϕ

−1
→ S+o

Obviamente ϕ−1 es continua, y conserva la conexión, de lo que se sigue
el resultado.
d) Por la construcción de So tenemos que det(fij) = f11f22.....fm−1,m−1

es no nulo en So y fmm(o) 6= 0 en S−o y en S+o . De esto y de la conexión de S−o
y en S+o se sigue que todas las formas bilineales g(s) tienen el mismo índice.
Al .atravesar"la hipersuperficie Σ se produce un único cambio de signo

en la matriz diagonal, el atribuído a fmm. (Para que hubiera más tendría



3 COMÉTRICAS 13

que anularse algún otro fii y esto no ocurre en So). Como fmm(S−o ) < 0 y
fmm(S+o ) > 0, se tiene:

IndS−o g − Ind+Sog = 1

Para construir pues la cobase (θa) Rad∗ − adaptada aplicamos el lema a
la situación antes descrita, donde había una carta (U,ϕ) centrada en p ∈ D∞

de forma que la expresión local de la cométrica en dicha carta era diagonal,
es decir:

ϕ : U → So ⊂ Rm

ϕ(p) = o;

g∗(o) =
¡
gij (o)

¢
diagonal

y se cumplen las hipótesis det g∗(o) = 0 pero do det g∗ (o) 6= 0.
Obtenemos (Fa(s)) base de Rm que en el entorno s ∈ So = ϕ(U) hace

diagonal la matriz de la cométrica (g(s)(Fa(s), Fb(s))) para todo p ∈ U =
ϕ−1 (So)

(fab(s)) = (g(s)(Fa(s), Fb(s))) =

⎛⎝ f11 ... 0
: :
0 ... fmm

⎞⎠ (s)
Para terminar, tomamos la nueva base normalizada:¡

F 0
1(s), F

0
2(s), ..., F

0
m−1,m−1(s)

¢
=

Ã
F1(s)p
|f11|

,
F2(s)p
|f22|

, ...,
Fm−1(s)p
|fm−1,m−1|

, Fm(s)

!
En el entorno U la matriz de la cométrica queda:

(g(s)(Fa(s), Fb(s))) = (g
ab) =

⎛⎜⎜⎝
±1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... ±1 0
0 ... 0 fmm = τ

⎞⎟⎟⎠
Pero teniendo en cuenta que g∗ es de tipo Lorentz-Riemann y la signatura

debe ser 0 o -1, hemos obtenido:
En un entorno U de cada p ∈ D∞ podemos tomar (θa) cobase móvil de

forma que D∞ ∩ U tiene ecuación τ = 0, con dxτ 6= 0∀x ∈ D∞ ∩M y la
matriz de la cometrica es:

(gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 τ

⎞⎟⎟⎠
Matriz de la cométrica en la cobase θa Rad∗−adaptada

Radp (g
∗) =

©
α ∈ T ∗pM : g∗ (α, β) = 0, ∀β ∈ T ∗pM

ª
= span(θm)
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3.3.1. Expresión de la métrica dual en la base polar normal.

Sea (θa) una cobase móvil Rad∗−adaptada y sea (Ea) su base dual, es
decir θa (Eb) = δab .
Se tiene entonces:

Xθi = θa(Xθi)Ea = g∗(θa, θi)Ea = g∗(θi, θi)Ei = Ei

Xθm = g∗(θa, θm)Ea = g∗(θm, θm)Em = τEm

Si consideramos g = (g∗)∗ podemos obtener gab = g (Ea, Eb) , 1 ≤ a, b ≤ m
y 1 ≤ i, j ≤ m− 1 :

g(Ei, Ej) = g(Xθi , Xθj) = g∗
¡
θi, θj

¢
= δij

g(Ei, τEm) = τg(Ei, Em) = τg∗
¡
θi, θm

¢
= 0

g(τEm, τEm) = g (Xθm, Xθm) = g∗ (θm, θm) = τ
g (τEm, τEm) = τ2g(Em, Em)

¾
⇒ g(Em, Em) =

1

τ

Obtenemos:

(gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 1

τ

⎞⎟⎟⎠ (1)

Estudiemos ahora el conjunto:

An (Radp (g
∗)) = {X ∈ TpM : µ (X) = 0, ∀µ ∈ Radp (g

∗)}
En el caso de tener la cobase Rad∗ − adaptada vimos que Radp (g

∗) =
span(θm), luego

An (Radp (g
∗)) = {X ∈ TpM : θm (X) = 0} = ker θm

Obviamente An (Radp (g∗)) tiene entonces dimensión m−1, que coincide
con la dimensión de TpD∞. Es verosímil pues añadir la hipótesis:

An (Radp (g
∗)) = TpD

∞ para todo p ∈ D∞

Sabemos que g induce una estructura semiriemanniana clásica sobre cada
componente conexa deM−D∞ y la signatura cambia en una unidad al pasar
de una componente a otra atravesando D∞. Cuando el cambio se produce de
Lorentz a Riemann los anuladores An (Radp (g∗)) con p ∈ D∞, se interpretan
como la posición límite de los conos de luz de la parte Lorentz. De modo que
es conveniente añadir esta hipótesis pues entonces el tangente TpD∞ tiene
una interpretación física interesante, pues se convierte en la posición límite
de los conos de luz de la parte Lorentz.
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Además de la consideración física hay otra estrictamente geométrica.
Siempre aparece una métrica inducida en An (Radp (g

∗)) . Si queremos ga-
rantizar la existencia de una métrica inducida en D∞ resulta nuevamente
necesario aceptar esta hipótesis.
A continuación se estudiará tanto la motivación física como la geométrica

de esta hipótesis.
Si g∗ reune todas las características que hemos ido estudiando, aparece la

métrica objeto de este trabajo que definimos así:

Definición 2 La métrica g enM−D∞ dual de g∗, siendo g∗ cométrica dege-
nerada con cambio transverso de signatura tipo Lorentz-Riemann y anulador
tangente se denomina métrica cambiante Lorentz-Riemann con final
polar y a la base (Ea) construída antes se le llama polar-adaptada.

3.3.2. Los conos de luz

Sea (M,g) una variedad diferenciable dotada de uns métrica Lorentz, es
decir, de signatura -1.
Llamamos q(v) = g(v, v).

El cono de luz de (M,g) en el punto p es el conjunto de vectores q−1(0)−
{0} .

Ejemplo 1. An (Radp (g
∗)) = TpD

∞ para todo p ∈ D∞. Consideramos
(R3, g∗) con D∞ = {z = 0} .
La matriz de la cométrica en una base Rad∗ − adaptada tiene la forma:

(g∗) =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 z

⎞⎠
donde la base es (dx, dy, dz) y Radp (g∗) = span(dz).

(gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 τ

⎞⎟⎟⎠
donde la base es (dx1, dx2, ...dxm) y Radp (g∗) = span(dxm).
Por tanto la matriz de la métrica en la base polar normal es:

(g) =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

z

⎞⎠
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q−1(0) =

(
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| (ξ1)2 + (ξ2)2 +

(ξ3)
2

z
= 0

)

=

(
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| (ξ1)2 + (ξ2)2 = −

(ξ3)
2

z

)

=

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| z (ξ1)2 + z (ξ2)

2 + (ξ3)
2 = 0

¾
Vemos que cuanto más nos acercamos a D∞ desde la parte Lorentz, es

decir, si z = −ε, donde ε > 0 pequeño, más abierto aparece el cono de luz
asociado .q−1(0) =

n
ξ1

∂
∂x
+ ξ2

∂
∂y
+ ξ3

∂
∂z

| (ξ1)2 + (ξ2)2 = (ξ3)
2

ε

o
.

La posición límite de estos conos es:

ĺım
ε→0

q−1(0) = ĺım
ε→0

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| ε (ξ1)2 + ε (ξ2)

2 + (ξ3)
2 = 0

¾
=

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| (ξ3)2 = 0

¾
=

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y

¾
Por otra parte:

An (Radp (g
∗)) = {X ∈ TpM : dz (X) = 0} = ker dz =

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y

¾
Es decir el anulador coincide con la posición límite de los conos de luz al

acercarse a D∞.
Por último se tiene que el anulador coincide con TpD

∞ = Tp ({z = 0}) =n
ξ1

∂
∂x
+ ξ2

∂
∂y

o
.

Ejemplo 2. An (Radp (g∗)) 6= TpD
∞ para todo p ∈ D∞ Consideramos

(R3, g∗) con D∞ = {x = 0} .
La matriz de la cométrica en una base Rad∗ − adaptada tiene la forma:

(g∗) =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 x

⎞⎠
Radp (g

∗) = span(dz)
Por tanto la matriz de la métrica en la base polar normal es:

(g) =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

x

⎞⎠
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q−1(0) =

(
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| (ξ1)2 + (ξ2)2 +

(ξ3)
2

x
= 0

)

=

(
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| (ξ1)2 + (ξ2)2 = −

(ξ3)
2

x

)

=

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y
+ ξ3

∂

∂z
| x (ξ1)2 + x (ξ2)

2 + (ξ3)
2 = 0

¾
Vemos que cuanto más nos acercamos a D∞ desde la parte Lorentz, es

decir, si x = −ε, donde ε > 0 pequeño, más abierto aparece el cono de luz
asociado .q−1(0) =

n
ξ1

∂
∂x
+ ξ2

∂
∂y
+ ξ3

∂
∂z

| (ξ1)2 + (ξ2)2 = (ξ3)
2

ε

o
.

La posición límite de estos conos es igual que en el ejemplo 1:

ĺım
ε→0

q−1(0) =

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y

¾

De nuevo coincide esta posición límite al acercarse a D∞ con el anulador,
pues:

An (Radp (g
∗)) = {X ∈ TpM : dz (X) = 0} = ker dz =

½
ξ1

∂

∂x
+ ξ2

∂

∂y

¾
Sin embargo en este caso TpD

∞ = Tp ({x = 0}) =
n
ξ2

∂
∂y
+ ξ3

∂
∂z

o
6=

An (Radp (g
∗)) .

An (Radp (g
∗)) es la posición límite de los conos de luz. Consideramos

(Rm, g∗) con D∞ = {τ = 0} .
La matriz de la cométrica en una base Rad∗ − adaptada tiene la forma:

(gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 τ

⎞⎟⎟⎠
donde la base es (dx1, dx2, ...dxm) y Radp (g∗) = span(dxm).
Por tanto la matriz de la métrica en la base polar normal es:

(gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 1

τ

⎞⎟⎟⎠
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Calculamos el anulador:

An (Radp (g
∗)) = {X ∈ TpM : dxm (X) = 0} = ker dxm =

( X
1≤i≤m−1

ξi|p
∂

∂xi

)

Los conos de luz de la parte Lorentz tienen la forma:

C(x1,...,xm) = q−1(0) =

( X
1≤i≤m

ξi
∂

∂xi
|
X

1≤i≤m−1
τ (ξi)

2 + (ξm)
2 = 0

)

Consideramos una curva α que atraviese D∞ pasando por p, es decir
α : (−ε, ε)→M curva con α (0) = p.
Y claramente aparece:

ĺım
t→0

C (α (t)) = ĺım
t→0

( X
1≤i≤m

ξi|α(t)
∂

∂ (x ◦ α)i
|
X

1≤i≤m−1
τ (t)

¡
ξi|α(t)

¢2
+
¡
ξm|α(t)

¢2
= 0

)

=

( X
1≤i≤m

ξi|α(0)
∂

∂ (x ◦ α)i
|
X

1≤i≤m−1
τ (0)

¡
ξi|α(0)

¢2
+
¡
ξm|α(0)

¢2
= 0

)

=

( X
1≤i≤m

ξi|p
∂

∂xi
| (ξm|p)2 = 0

)
=

( X
1≤i≤m−1

ξi|p
∂

∂xi

)
= An (Radp (g

∗))

3.3.3. Metrica inducida en D∞

Sea (gab) la matriz de la construcción anterior, es decir, la métrica con
final polar expresada en su base polar adaptada.
Claramente (gab) no está definida en D∞ pues τ = 0 es ecuación de D∞.
¿Podemos dotar no obstante a D∞ de una métrica riemanniana inducida

por g∗ bien definida por la condición de que (Ei|D∞) sea base ortonormal
para cualquier base polar adaptada (Ei, Em)?
Veamos la siguiente construcción de álgebra lineal elemental.
Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y V∗ su dual, sea g∗ :

V∗ × V∗ → R tensor simétrico con Rad(g∗) = span (µ) unidimensional, µ ∈
V∗.

g∗ induce una métrica sobre kerµ :

(g∗)∗ = g : kerµ× kerµ→ R

Utilizamos la aplicación:

V∗ f→ V
α→ Xα

con β(Xα) = g∗(α, β)



3 COMÉTRICAS 19

El núcleo de esta aplicación es

ker f = Rad(g∗) = span (µ)

Im f ⊂ kerµ pues µ (Xα) = g∗ (µ, α) = 0
dimkerµ = dim Im f = m− 1

¾
⇒ Im f = kerµ

Definimos entonces:

g (Xα,Xβ) = g∗(α, β) ∀Xα,Xβ ∈ kerµ
Está bien definida:

Dados Xα = Xα ⇒ Xα−α = 0⇒
⇒ α− α ∈ ker d = Rad (g∗) = span(µ)⇒ α = α+ aµ

Obtenemos por tanto:

g (Xα, Xα) = g∗(α, α) = g∗ (α+ aµ, α+ aµ)

= g∗ (α.α) = g (Xα,Xα)

En nuestra situación Rad(g∗) = span(θm) y ker θm = An(Rad(g∗)) y
hemos obtenido una métrica inducida por g∗ sobre ker θm = An(Rad(g∗)).
Por tanto si queremos dotar a D∞ de una métrica riemanniana inducida

por g∗ bien definida, es suficiente adoptar la mencionada hipótesis haciendo:

An(Rad(g∗)) = TpD
∞

Esta métrica inducida hace ortonormales a los (Ei|D∞) para cualquier base
polar adaptada (Ei, Em) .

3.4. La conexión dual cerca de D∞

En un espacio semiriemanniano (M, g) tenemos una única conexión si-
métrica ∇ compatible con la métrica, llamada conexión de Levi-Civita.

∇ : X(M)×X(M)→ X(M)

(X,Y )→∇XY

En el espacio Riemann-Lorentz (M −D∞, g) existe una única conexión
dual [4]:

¤ : X(M −D∞)×X(M −D∞)→ X∗(M −D∞)

Esta se caracteriza por ser la única aplicación entre esos espacios que
cumple la fórmula del tipo de la de Koszul:

2¤XY (Z) := X (g(Y,Z)) + Y (g(Z,X))− Z (g(X,Y ))

− g (X, [Y, Z]) + g (Y, [Z,X]) + g (Z, [X,Y ])

Esta conexión dual es compatible con la conexión de Levi-Civita en el
sentido de que se cumple:

¤XY (Z) = g(∇XY, Z)
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3.4.1. Los símbolos de Christoffel Γcab = ¤EaEb (Ec)

Respecto a una base (Ei, Em) polar adaptada la conexión dual es deter-
minada por los símbolos de Christoffel Γcab = ¤EaEb (Ec) .

¤XY (Z) = X
¡
Y b
¢
g (Ea, Eb)Z

c + ΓcabZ
cXaY b

Γcab =
1

2

½
Ea(g (Eb, Ec)) +Eb(g (Ec, Ea))−Ec(g (Ea, Eb))
−g(Ea, [Eb, Ec]) + g(Eb, [Ec, Ea]) + g(Ec, [Ea, Eb])

¾
Introducimos también la siguiente notación:

Notación 1 Sea una función, campo, etc., digamos F : M − D∞ → fM ,
diferenciable. Si se extiende diferenciablemente a D∞ escribiremos F ∼= 0.

Recordemos que (gab) es la matriz de una base polar normal, es decir

(gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 1

τ

⎞⎟⎟⎠ y veamos si los símbolos de Christoffel son exten-

dibles diferenciablemente a D∞.

1. Γkij ∼= 0.

Γkij =
1

2

½
Ei(g (Ej, Ek)) +Ej(g (Ek, Ei))−Ek(g (Ei, Ej))
−g(Ei, [Ej, Ek]) + g(Ej, [Ek, Ei]) + g(Ek, [Ei, Ej])

¾
=
1

2

½
Ei(0) +Ej(0)− Ek(0)

−g(Ei, [Ej, Ek]) + g(Ej, [Ek, Ei]) + g(Ek, [Ei, Ej])

¾
=
1

2
{−g(Ei, [Ej, Ek]) + g(Ej, [Ek, Ei]) + g(Ek, [Ei, Ej])}

Efectivamente [Ej, Ek] ∈ X (D∞) y por tanto g (Ei, [Ej, Ek]) ∼= 0.
Si [Ej, Ek] = XaEa se tiene Xm|D∞ = 0, de forma que:

g (Ei, [Ej, Ek]) = Xi ∈ C∞ (M)

g (Em, [Ej, Ek]) =
1

τ
Xm ∈ C∞ (M)

En particular ¤λiEi (λ
jEj) ∼= 0

2. Γikm ∼= 0

Γikm =
1

2

½
Ek(g (Em, Ei)) +Em(g (Ei, Ek))−Ei(g (Ek, Em))
−g(Ek, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Ek]) + g(Ei, [Ek, Em])

¾
=
1

2

½
Ek(0) +Em(0)− Ei(0)

−g(Ek, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Ek]) + g(Ei, [Ek, Em])

¾
=
1

2
{−g(Ek, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Ek]) + g(Ei, [Ek, Em])}
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Si ponemos [Ea, Eb] = Cc
abEc resulta:

(τg) (Ei, [Ej, Em]) = (τg)
¡
Ei, C

c
jmEc

¢
= τCi

jm

(τg) (Em, [Ei, Ek]) = (τg) (Em, C
c
ikEc) = τCm

ik

1

τ
= Cm

ik

Como [Ei, Ek] ∈ X (D∞) se tiene Cm
ik |D∞ = 0 y obtenemos:

τΓikm ∼= 0 y τΓikm|D∞ = 0

Luego τΓikm = τh con h ∈ C∞ (M) y finalmente Γikm ∼= 0.

3. Análogamente Γkmj
∼= 0 y Γmik

∼= 0 teniendo en cuenta que τg está
definida en todo M.

4. τ Γmim
∼= 0, τΓmmi

∼= 0 y τΓimm
∼= 0.

Γmim =
1

2

½
Ei(g (Em, Em)) +Em(g (Em, Ei))−Em(g (Ei, Em))
−g(Ei, [Em, Em]) + g(Em, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Em])

¾
=
1

2

½
Ei(

1
τ
) +Em(0)−Em(0)

−g(Ei, 0) + g(Em, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Em])

¾
=
1

2

½
Ei(
1

τ
) + g(Em, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Em])

¾
=
1

2

½
Ei(

1

τ
)

¾
La última igualdad es obvia pues g(Em, [Em, Ei]) = −g(Em, [Ei, Em])
al ser [Em, Ei] = − [Ei, Em] .

Ahora, puesto que Ei (τ) |D∞ = 0 :

τEi(
1

τ
) = −Ei (τ)

τ
∼= 0 al ser Ei(

1

τ
) = −Ei (τ)

τ 2

Obtenemos por tanto:

τΓmim =
1

2

½
τEi(

1

τ
)

¾
∼= 0

Γimm =
1

2

½
Em(g (Em, Ei)) +Em(g (Ei, Em))−Ei(g (Em, Em))
−g(Em, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Em]) + g(Ei, [Em, Em])

¾
=
1

2

½
Em(0) +Em(0)− Ei(

1
τ
)

−g(Em, [Em, Ei]) + g(Em, [Ei, Em]) + g(Ei, 0)

¾
=
1

2

½
−Ei(

1

τ
)− 2g(Em, [Em, Ei])

¾
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De nuevo:

τΓimm =
1

2

½
−τEi(

1

τ
)− 2τg(Em, [Em, Ei])

¾
∼= 0

considerando que τg está definida en todo M.

Γmmi =
1

2

½
Em(g (Ei, Em)) +Ei(g (Em, Em))−Em(g (Em, Ei))
−g(Em, [Ei, Em]) + g(Ei, [Em, Em]) + g(Em, [Em, Ei])

¾
=
1

2

½
Ei(
1

τ
) + 2g(Em, [Em, Ei])

¾
Igual que antes:

τΓmmi =
1

2

½
τEi(

1

τ
) + 2τg(Em, [Em, Ei])

¾
∼= 0

5. τ 2 Γmmm
∼= 0

Γmmm =
1

2
{Em(g (Em, Em))} =

1

2
Em(

1

τ
) = −Em (τ)

2τ 2

Em (τ) |D∞ no tiene porqué ser nulo siempre, por lo que ahora lo que
podemos garantizar es:

τ 2Γmmm = −
Em (τ)

2
∼= 0

4. Direccion polar normal

Sea (M, g) Lorentz-Riemann con final polar.
Esencialmente en este trabajo estamos presentando el contexto dual del

planteado por M. Kossowski y M. Kriele en [4]. Allí se sustituye la co-metrica
g∗ por una métrica g verificando la propiedad análoga a la transversalidad.
Se llama D0 a la hipersuperficie donde g degenera, y se impone que en cada
punto p ∈ D0, el radical Radp (g) (que es unidimensional) sea transverso a
TpD

0. En estas condiciones prueban:

Teorema 1 ([4] Th 2 y 4 ) Por cada punto p ∈ D0 hay una única C∞-
pregeodésica Γp que atraviesa D0 por p con dirección Radp (g).

Con ayuda de esta familia de pregeodésicas, es posible construir una carta
(x1, . . . xm) en torno a cada punto de D0, en donde la métrica se escribe

m−1X
i,j=1

gijdx
i ⊗ dxj + xmdxm ⊗ dxm
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Aquí la hipersupeficie D0 tiene ecuación xm = 0, y (xi = cte, xm = t) son
ecuaciones paramétricas de las pregeodésicas Γp. Además, la coordenada xm

está definida independientemente de la carta, y se puede considerar como
una función global sobre un abierto de M que contiene a D0.
En el mismo trabajo se encontraban otras pregeodésicas en direcciones

determinadas por la condición de anular cierto campo tensorial.
Buscamos establecer un resultado de tipo dual del teorema 1 para co-

métricas g∗ cumpliendo las propiedades antes vistas que convierten a g en
métrica Lorentz-Riemann con final polar. Es decir, queremos probar que por
cada punto p ∈ D∞ hay una C∞−pregeodésica que atraviesa D∞ por
p.
La situación no dualiza trivialmente pues resultará que en el casoD∞ sólo

podremos encontrar pregeodésicas por un punto en una cierta dirección
que llamaremos polar normal.
Pero en este caso no tenemos a primera vista ninguna dirección única

privilegiada (a diferencia del caso D0 donde se tiene la dirección del radical
unidimensional). Por tanto el primer objetivo es estudiar si g determina al-
guna dirección "especial"transversal a D∞. La respuesta es afirmativa pero
no inmediata.
Sea N ∈ X(M) un campo transversal. Si ha de ser pregeodésico debe ser:

∇NN = λN ⇔ (∇NN)
N⊥ = 0

Es decir, la proyección de ∇NN sobre el ortogonal N⊥ debe ser nula.
Sea X ∈ X (D∞) con g (X,N) = 0. Poniendo X|D∞ = V definiremos:

βN (V ) =
¤NN (X)

g(N,N)
|D∞ ∈ Ω1 (D∞)

(Recordemos que ∇NN
g(N,N)

= τN∇NN ∼= 0).
Una vez que se compruebe la consistencia de esta definición llamaremos

campo polar normal a cualquier campo N ∈ X(M) transversal a D∞ cuya
βN asociada sea idénticamente nula.

N es polar normal⇔ βN = 0

Claramente, si un campo N ∈ X(M) transversal es pregeodésico (y por
tanto ∇NN = λN) su βN asociada es idénticamente nula. Es decir, si una
campo N ∈ X(M) transversal es pregeodésico entonces N es polar normal.
Efectivamente, sea X ∈ X (D∞) con g (X,N) = 0 y X|D∞ = V . Se tiene:

¤NN (X) = g(∇NN,X) = g(λN,X) = 0

βN (V ) =
¤NN (X)

g(N,N)
|D∞ =

g(∇NN,X)

g(N,N)
|D∞

=
g(λN,X)

g(N,N)
|D∞ = 0
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Es decir, obtenemos:

N es pregeodésico transversal ⇔ (τN∇NN) |D∞ = λN |D∞
⇒ N es polar normal⇔ βN = 0

Sin embargo no es cierto que todo campo N ∈ X(M) transversal polar
normal sea necesariamente pregeodésico. Es sencillo construir un contraejem-
plo: Tomamos un N ∈ X(M) transversal pregeodésico, Y ∈ X(M) tal que
Y |D∞ ≡ 0. Entonces el campo N + Y no es pregeodésico, pero su βN+Y es
idénticamente nula.

βN+Y (V ) =
¤N+Y (N + Y ) (X)

g(N,N)
|D∞ =

g(∇N+Y (N + Y ), X)

g(N,N)
|D∞

=
g(∇N(N + Y ) +∇Y (N + Y ), X)

g(N,N)
|D∞

=
g(∇N(N + Y ),X) + g(∇Y (N + Y ),X)

g(N,N)
|D∞

=
g(∇NN +∇NY,X) + g(∇YN +∇Y Y,X)

g(N,N)
|D∞

=
g(∇NN,X) + g(∇NY,X) + g(∇YN,X) + g(∇Y Y,X)

g(N,N)
|D∞

= βN (V ) +
g(∇NY,X) + g(∇YN,X) + g(∇Y Y,X)

g(N,N)
|D∞

=
g(∇NY,X) + g(∇YN,X) + g(∇Y Y,X)

g(N,N)
|D∞ = 0

4.1. Cualquier 1-forma µ ∈ X∗(M) de modo que µ (x) ∈
Radx(g

∗) − {0} ∀x ∈ D∞ puede ser µ = µm donde
(µi, µm) es una cobase Rad∗ − adaptada.

Para ello tomemos una cobase Rad∗ − adaptada cualquiera (θi, θm) , de
modo que la matriz de g∗ resulta:

¡
g∗
¡
θa, θb

¢¢
=

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 τ

⎞⎟⎟⎠
Expresemos µ en la base (θi, θm) , es decir:

µ = fiθ
i + fmθ

m

Observemos que µ (x) ∈ Radx(g
∗) = span (θm)⇒ fi (x) = 0 ∀x ∈ D∞ ⇒

∃hi ∈ C∞(M) de forma que fi = τhi.
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Como µ (x) ∈ Radx(g
∗) − {0} ∀x ∈ D∞ ⇒ fm|D∞ 6= 0, por lo que

podemos renombrar θm = fmθ
m de modo que queda:

µ = τhiθ
i + θm

¿Cómo será una base de µ⊥?

α = αaθ
aes g∗ − ortogonal a µ⇔

X
τhiαi + αmτ = 0

⇔ τ
³X

hiαi + αm

´
= 0⇔ αm = −

X
hiαi

Por tanto (νi = θi − hiθ
m) forman una base de µ⊥. Aplicamos formal-

mente el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt (observemos que se
puede al ser µ⊥ euclídeo) para obtener la cobase deseada Rad∗ − adaptada
en la que µ es la última 1-forma.

4.2. Cualquier campo N∈ X (M) transversal a D∞ pue-
de ser el último campo de una base polar adapta-
da.

Sea (Ei, Em) una base polar adaptada con dual (θa) Rad∗−adaptada.

g(Ea, Eb) = (gab) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 1

τ

⎞⎟⎟⎠
N ∈ X(M) es un campo transversal, es decir, nunca puede estar contenido

en span(Ei) luego se tiene:

N = haEa con hm(x) 6= 0 ∀x ∈ D∞

Ahora comprobemos que se puede tomar una 1-forma µ ad hoc, µ ∈
Rad∗ − {0} , para que Xµ = τN. Sea:

µ = τhiθ
i + hmθm

Efectivamente, como teníamos Xθi = Ei y Xθm = τEm, se obtiene:

Xµ = τhiXθi + hmXθm = τhiE
i + hmτEm = τN

Entonces, por el apartado anterior, se tiene una cobase Rad∗−adaptada
(µi, µm) donde µ = µm. Se obtiene entonces la base dual polar adaptada
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(Xµi , Xµm) = (Xµi ,Xµ) = (Ni, Nm) .

g (Ni, Ni) = g (Xµi ,Xµi) = g∗ (µi, µi) = 1

g (Nm, Nm) = g (Xµm, Xµm) = g∗ (µm, µm) = g∗ (µ, µ)

= g∗
¡
τhiθ

i + hmθm, τhiθ
i + hmθm

¢
= g∗ (hmθm, hmθm) = (hm)2 g∗ (θm, θm) = hτ = τµ

Hemos utilizado que τ |D∞ = 0 y h = (hm)2 nunca nula en D∞.

g(Na, Nb) =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 τµ

⎞⎟⎟⎠
τµ = g(Nm, Nm) = g∗ (µm, µm) = g∗ (µ, µ) = hτ ⇒ τ =

τµ
h

Xµ = Nm = τN =
τµ
h
N

Se obtiene finalmente N = hNm.

Observación 1 En particular, si N ∈ X(M) es un campo transversal a D∞

lo que acabamos de ver indica que la expresión 1
g(N,N)

puede extenderse a una
función τµ de forma que {τµ = 0} es una ecuación de D∞.

Observación 2 También podemos extender la expresión τµg a todo M y su
rango en D∞ es 1, como se puede observar en la expresión matricial de la
métrica en la base polar adaptada.
Se tiene, si X = hiEi + hmN, que g(N,X) = hm. Es decir, si ponemos

TM = TD∞ ⊕ spanN, g(N,X) = hm es la componente "N"de X.

4.2.1. Definición de la 1-forma βN

Proposición 2 SeaN ∈ X(M) un campo transversal aD∞, entonces 1
g(N,N)

=

τN ∼= 0 y {τN = 0} es una ecuación de D∞. Sea X ∈ X (D∞) con g (X,N) =
0.Entonces:

¤NN (X)

g(N,N)
= τN¤NN (X) ∼= 0

Demostración. Analicemos la 1-forma τN¤NN.
Por la fórmula de Koszul tenemos:

2¤NN (X) = N (g(N,X)) +N (g(X,N))−X (g(N,N))

− g (N, [N,X]) + g (N, [X,N ]) + g (X, [N,N ])

= 2N (g(X,N))−X (g(N,N)) + 2g (N, [X,N ])

= −X
µ
1

τN

¶
+ 2g (N, [X,N ])
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Y resulta:

τN(¤NN) (X) = −
1

2
τNX

µ
1

τN

¶
+ τNg (N, [X,N ])

Por otra parte:

X

µ
1

τN

¶
= −X (τN)

1

(τN)
2

ComoX ∈ X (D∞) y {τN = 0} es una ecuación de D∞, tenemosX (τN) =
0 de donde se obtiene finalmente:

τNX

µ
1

τN

¶
= −X (τN)

τN
∼= 0

Recordando que τNg ∼= 0, queda:

τN(¤NN) (X) =
1

2

X (τN)

τN
+ τNg (N, [X,N ]) ∼= 0

Sea V ∈ X (D∞) . Buscamos definir una 1-forma enX∗ (D∞) a partir de la
conexión dual. Pero esta conexión dual está definida en X∗ (M −D∞) .Para
ello tomemos una extensión de V, es decir X ∈ X (M) tal que X|D∞ = V y
g (X,N) = 0. Estamos en las condiciones de la proposición anterior, es decir:

τN(¤NN) (X) ∼= 0

Es decir, se puede extender la expresión diferenciablemente a D∞ y tiene
sentido la expresión:

τN(¤NN) (X) |D∞ =
1

2

X (τN)

τN
|D∞ + τNg (N, [X,N ]) |D∞

A pesar de que ¤NN no está definida en D∞, al multiplicarla por τN se
consigue extenderla a D∞.
El segundo sumando τNg (N, [X,N ]) es la componente en la dirección de

N de [X,N ] , como reza la observación ??

Definición 3 Sea N ∈ X(M) un campo transversal a D∞.
Sea X ∈ X (D∞) con g (X,N) = 0 y X|D∞ = V . Denominamos

βN (V ) =
¤NN (X)

g(N,N)
|D∞ ∈ Ω1 (D∞)

La 1-forma ha sido definida a través de un particular campo que extiende
a V. Hay que probar por tanto que la definición no depende de la extensión
particular elegida.
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Proposición 3 βN está bien definida, es decir, es independiente de X ∈
X (D∞) con g (X,N) = 0 y X|D∞ = V. βN ∈ Ω1 (D∞)

Demostración. Tomemos X ∈ X(M) con g(X,N) identicamente nula y
X|D∞ = X|D∞ = V .
Comprobemos que τN(¤NN) (X) |D∞ = τN(¤NN)

¡
X
¢
|D∞ donde τN =

1
g(N,N)

.

En efecto, tomemos una base polar adaptada (Ei, Em) con Em = N y
X = XaEa .

(¤NN) (X) = (¤EmEm) (X
aEa) = Xa(¤EmEm) (Ea) = XaΓamm

En la expresión de τN(¤NN) (X) |D∞ hacemos X = Ek:

τ(¤EmEm) (Ek) = τΓkmm

=
1

2

Ek(τ)

τN
+ τNg (Em, [Ek, Em]) ∼= 0

En consecuencia:

τN(¤NN) (X) |D∞ = γkX
k|D∞ , con γk = τNΓkmm|D∞

La expresión τN(¤NN) (X) |D∞ sólo depende de X|D∞ y por tanto se
tiene:

τN(¤NN) (X) |D∞ = γkX
k|D∞ = γkX

k|D∞ = τN(¤NN)
¡
X
¢
|D∞

Además βN ∈ Ω1 (D∞) , como se desprende de la definición.

Lema 2 βN no varía si sustituímos N por otro campo transversal hN con
h ∈ C∞ (M) y h nunca nula en D∞ :

Demostración. Sea X ∈ X (D∞) un campo vectorial y sea X ∈ X (M)
tal que X|D∞ = X.

βhN (X) =
¤hNhN

¡
X
¢

g(hN, hN)
|D∞

=
h(¤NhN

¡
X
¢
)

h2g (N,N)

=
N (h) g

¡
X,N

¢
+ h¤NN

¡
X
¢

hg (N,N)

=
¤NN

¡
X
¢

g (N,N)
= βN (X)
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donde la última igualdad se tiene considerando que g
¡
X,N

¢
= 0.

Si (Ei, Em = N) es base polar, la expresión de βN en dicha base queda:

βN = γkθ
k|D∞. donde γk = τNΓkmm|D∞

= τN (¤EmEm) (Ek) |D∞ =

=
1

2

½
−τNEk(

1

τ
)− 2τNg(Em, [Em, Ek])

¾
|D∞

4.3. Definición de la dirección polar normal

Definición 4 Diremos que un campo vectorial N ∈ X (M) es un campo
vectorial polar normal si es transversal a D∞ y su 1-forma asociada βN es
idénticamente nula.

En primer lugar debemos demostrar que tal cosa existe:

Proposición 4 Existe un campo vectorial N ∈ X (M) polar normal.

Demostración. Tomemos una base polar normal auxiliar (Ei, Em) y sea
N = Em un campo transversal cualquiera, es decir Em = λiEi + λmEm con
λm|D∞ nunca nulo.
Sin pérdida de generalidad podemos poner Em = λiEi + Em sin más

que tomar un nuevo Em = 1
λm

N, que no afecta a esta proposición pues
βN = βλmEm

por el lema al ser λm|D∞ nunca nula.
Tomamos una base polar adaptada en la que Em sea el último vector,

digamos
¡
Ei, Em

¢
.

De nuevo s.p.d.g. podemos suponer Ei|D∞ = Ei|D∞.
Esto puede hacerse sin más que considerar cierto cambio de base si es

necesario:
Puede encontrarse una matriz ortogonal

¡
aij
¢
con aij ∈ C∞ (D∞) , matriz

del cambio de base tal que:

Ej|D∞ = aijEi|D∞

Ahora, tomamos extensiones diferenciables Ai
j ∈ C∞ (M) con Ai

j|D∞ = aij
y Em

¡
Ai
j

¢
= 0 de modo que:

cEj = Ai
jEi

y se toma como base polar adaptada
³cEi, Em

´
que cumple lo que quería-

mos, pues cEi|D∞ = aijEj|D∞ = Ej|D∞
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Se tiene entonces:

Ej = λijEi + λimEm con λij|D∞ = δji , λ
i
m|D∞ = 0

Por tanto existe una función µj ∈ C∞(M) de modo que:

Ej = λijEi + τµjEm

Puesto que
¡
Ei, Em

¢
es base polar adaptada se tiene que g

¡
Ei, Em

¢
= 0,

explicitamente:

0 = g
¡
Ei, Em

¢
= g

¡
λjiEj + τµiEm, λ

kEk +Em

¢
=
X
i

λki λ
k + µi

Observemos que al restringirlo a D∞ queda:

µi|D∞ = −
X
i

δki λ
k|D∞ = −λi|D∞

Calculemos βN (Ek|D∞) = βEm (Ek|D∞) considerando que γk = βEm (Ek|D∞) =
τΓkmm|D∞ y que Em = λiEi +Em :

γk = βEm
¡
Ek|D∞

¢
= βEm (Ek|D∞)

= γk +
1

2
λi|D∞Em (τ) |D∞

donde falta demostrar la última igualdad. Supuesta demostrada, la exis-
tencia del campo polar normal se tiene fácilmante. Para conseguir γk = 0
para todo k basta con tomar λi|D∞ = −2γk

Em(τ)|D∞ .

Si ponemos Em = λiEi + Em cumpliendo dicha condición, tenemos el
resultado buscado, y esto podemos hacerlo pues lo único que se le pedía a
Em era que fuese transversal aD∞ y esta condición en absoluto se ve afectada
por la elección de las funciones λi.
Estudiemos pues βEm

¡
Ek|D∞

¢
, y para ello observemos que, dado que

Em = λiEi +Em

¤Em
Em = ¤λiEiλ

iEi +¤λiEiEm +¤Emλ
iEi +¤EmEm

¤λiEiλ
iEi
∼= 0

Efectivamente, pues habíamos visto que Γkij ∼= 0.

¤λiEiEm (Ek) = λi¤EiEm (Ek) = λiΓkim

¤λiEiEm (Em) = λi¤EiEm (Em) = λiΓmim

Si (θa) es la cobase dual de (Ea) , podemos expresar:

¤Emλ
iEi = λiΓkimθ

k + λiΓmimθ
m
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¤Emλ
iEi (Ek) = Em (λ

i) gik + λiΓkmi = Em

¡
λk
¢
+ λiΓkmi

¤Emλ
iEi (Em) = Em (λ

i) gim + λiΓmmi = λiΓmim

¤Emλ
iEi =

¡
Em

¡
λk
¢
+ λiΓkim

¢
θk + λiΓmmiθ

m

Finalmente, obtenemos que para una cierta θ ∈ Ω1 (M) , es:

¤Em
Em = θ + λi (Γmim + Γmmi) θ

m +¤EmEm

θ = ¤λiEiλ
iEi +

¡
Em

¡
λk
¢
+ 2λiΓkim

¢
θk ∼= 0

Se obtiene:

βEm (Ek|D∞) =
¤Em

Em

g
¡
Em, Em

¢ ¡Ek

¢
|D∞

donde:

¤Em
Em

g
¡
Em, Em

¢ ¡Ek

¢
=

¤Em
EmX

(λi)2 + 1
τ

¡
Ek

¢
=

τ¤Em
Em

τ
X

(λi)2 + 1

¡
Ek

¢
=

τθ + λi (τΓmim + τΓmmi) θ
m + τ¤EmEm

τ
X

(λi)2 + 1

¡
λikEi + τµkEm

¢
= βEm (Ek|D∞) +

1

2
µi|D∞Em (τ) |D∞

La última igualdad se tiene por:

θm (Ei) = 0, por ser bases duales.

τ¤EmEm (λ
i
kEi) |D∞ = βEm (λ

i
kEi|D∞) = βEm (δ

i
kEi|D∞) = βEm (Ek|D∞) =

γk.

λi (τΓmim + τΓmmi) θ
m (τµkEm) = λiτ 2 (Γmim + τ 2Γmmi)µk|D∞ = 0.

τ 2¤EmEm (Em) =
1
2
τ 2Em(

1
τ
) = −1

2
τ 2 1

τ2
Em(τ) = −Em(τ)

2

La primera igualdad se tiene recordando los cálculos:

Γmmm =
1

2
Em(

1

τ
)

Por último queda:

βEm (Ek|D∞) = γk +
1

2
τ 2¤EmEm (Em)µk|D∞ = γk −

1

2
µk|D∞Em (τ) |D∞

= γk +
1

2
λk|D∞Em (τ) |D∞

que era la expresión que queríamos demostrar.
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Proposición 5 Sean N,Z ∈ X (M) campos polares normales. Se cumple
N |D∞ = hZ|D∞ donde h (x) 6= 0 ∀x ∈ D∞.

Demostración. Tomamos N = Em y ponemos la base polar adaptada
(Ei, Em) . Como N es polar normal βN = βEm = 0, luego γk = 0.

Z es otro campo polar normal, luego es tranversal aD∞ y cumple βZ = 0.
Lo escribimos en función de la base (Ei, Em), es decir Z = λiEi+hEm. =

Em donde h (x) 6= 0 ∀x ∈ D∞ por ser Z transversal a D∞.

0 = βZ (Ek|D∞) = βEm (Ek|D∞)

= γk +
1

2
λk|D∞Em (τ) |D∞

=
1

2
λk|D∞Em (τ) |D∞

Debe ser λk|D∞ = 0 para todo k y por tanto Z|D∞ = hEm|D∞ = hN |D∞

Definición 5 Llamamos dirección polar normal a la dirección dada por cual-
quier campo polar normal N.

5. Existencia de pregeodésicas

Vamos a demostrar la existencia de pregeodésicas que cruzan la hiper-
superficie polar. Lo haremos desarrollando un argumento paralelo al de la
demostración del Teorema 2 en [4]. En ella se parte del campo vectorial en
TM llamado spray geodésico ( cuyas curvas integrales se proyectan en geo-
désicas de la variedad) y se trabaja en un punto bx de la hipersuperficie de
degeneración. Al spray se le hacen ciertas variaciones necesarias por razones
técnicas y que no afectan a las trayectorias en M de las curvas integrales.
Se linealiza (ver apéndice) dicho campo en uno de sus ceros, concretamente
en el vector vbx que pasa por bx con la dirección candidata a velocidad de
la pregeodésica en ese punto. Se estudian los autovalores de la linealización
concluyendo que es aplicable una variante de un teorema clásico de varieda-
des estables. Se obtiene en particular una subvariedad estable unidimensional
cuyo espacio tangente es vbx como queríamos y cuya proyección deja una curva
pregeodésica diferenciable.
En nuestro caso, la construcción (local) será como sigue:

1. Se construye el spray geodésico Γ. Este campo Γ no se extiende dife-
renciablemente a D∞, pero τΓ sí lo hace, siendo τ = 0 la ecuación local
de D∞.

Las trayectorias integrales proyectadas en M del campo τΓ son las
mismas que las de Γ fuera de D∞, las trayectorias pregeodésicas.
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2. Observamos que τΓ (Em) = −hV, donde V es el campo de Liouville,
Em el último campo de una base polar adaptada y h una cierta función
diferenciable no nula en D∞. Necesitaríamos que se anulara el campo
en esa dirección para seguir adelante con el argumento de estabilidad.

3. Consideramos el campo eS = τΓ+ hV , obviamente nulo en Em. Pero,
¿proyectarán sus trayectorias integrales en M a las mismas trayecto-
rias que el campo Γ, es decir a pregeodésicas en M? La respuesta es
afirmativa, lo que demostramos con ayuda del siguiente lema:

4. Lema: Observamos que eΓ = Γ+ h
τ
V donde V es el campo de Liouville,

τ = 0 la ecuación local de D∞ y h una función cualquiera tiene las
mismas trayectorias integrales en M que Γ.

5. El campo eS = τeΓ = τΓ + hV se anula en la dirección polar normal
en cada punto, es decir, en la dirección candidata a velocidad de la
pregeodésica y tiene las mismas trayectorias integrales en M fuera de
τ = 0 que Γ. Se le aplica la variante del teorema de variedades estables
obteniéndose las pregeodésicas en la dirección polar normal.

5.1. El spray geodésico

Tenemos como siempre en un entorno U de x ∈ D∞ la carta (xi, xm) y
la base polar adaptada Ea = Eb

a
∂
∂xb

.
Consideremos la carta mixta (xa, ua) en TM , donde ua son las funciones

coordenadas de los vectores tangentes en la base polar adaptada:

ξ =
•
xa (ξ)

∂

∂xa
= ua (ξ)Ea = ua (ξ)Eb

a

∂

∂xb
⇒

•
xa = ubEa

b

Sea π : TM →M la proyección canónica que localmente viene dada por
(xa, ua)→ (xa) .
El spray geodésico es el campo vectorial Γ en TM cuyas curvas inte-

grales se proyectan en las geodésicas de M.

En las coordenadas
µ
xa,

•
xa
¶
naturales el spray geodésico se escribe:

Γ =
•
xa

∂

∂xa
−Bc

ab

•
xa

•
xb

∂

∂
•
xc

Bc
ab son los símbolos de Christoffel habituales en las coordenadas (x

a).
Veamos ahora cómo se escribe el spray geodésico en las coordenadas mix-

tas de TM.
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Recordemos:

Γcab = ¤EaEb (Ec) = g(∇EaEb, Ec)

= g
¡
ΓdabEd, Ec

¢
= Γdabgdc

Esto expresado en forma matricial, teniendo en cuenta la matriz de (gab)
−1

queda así: ⎛⎜⎜⎝
Γ1ab
..
..
Γmab

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
1 ... 0 0
... ... ... ..
0 ... 1 0
0 ... 0 τ

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

Γ1ab
..
..

Γmab

⎞⎟⎟⎠
Recordemos que como Em es polar normal:

τΓkmm|D∞ = τΓkmm|D∞ = 0

El spray geodésico en la carta mixta es:

Γ =
•
xa

∂

∂xa
− Γcabu

aub
∂

∂uc

Sus curvas integrales son: ½
xa = xa(t)
ua = ua(t)

y se tienen las ecuaciones difenciales:(
dxa

dt
=

•
xa = ubEa

b
duc

dt
= −Γcabuaub

Se supone que Γcab = Γcab (x
1, ..., xm) y Ea

b = Ea
b (x

1, ..., xm) .
Entonces necesariamente xa◦γ = xa (t) define una curva enM y uc ◦γ0 =

uc (t) .
Por construcción del spray geodésico la curva γ es geodésica. Recíproca-

mente cualquier geodésica en M es curva integral del spray geodésico.

5.2. El campo de Liouville

Hay un campo canónico V ∈ X (TM) definido por:

V (ξ) =
d

dt
|t=0 (ξ + tξ) donde ξ ∈ TM
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En las coordenadas
³
x,

•
x
´
se escribe:

V =
•
xa

∂

∂
•
xa

En las coordenadas mixtas (x1, .., xm.u1, .., um) también se escribe:

V = ua
∂

∂ua

En efecto, la curva:

R→TM

t→ ξ + tξ

se escribe en coordenadas mixtas como la curva que hace corresponder a cada
t ∈ R : ½

xa = xa (p)
ua = ua (ξ) + tua (ξ)

donde p es el punto de apoyo de ξ. Por tanto:

d

dt
|t=0 (ξ + tξ) = ua (ξ)

∂

∂ua
|ξ

5.3. Las trayectorias integrales

Lema 3 Sea Γ ∈ X (TM) el spray geodésico y sea V ∈ X (TM) el campo de
Liouville.
Para cualquier función h (x1, ..., xm) los campos Γ y Γ + hV tienen las

mismas trayectorias integrales en M . Es decir, las trayectorias integrales de
Γ+ hV son pregeodésicas.

Demostración. En las coordenadas
µ
xa,

•
xa
¶
el campo Γ + hV se ex-

presa:

Γ =
•
xa

∂

∂xa
−Bc

ab

•
xa

•
xb

∂

∂
•
xc
+ h

•
xc

∂

∂
•
xc

Las ecuaciones diferenciales asociadas a este campo son:

⎧⎨⎩ dxa

dt
=

•
xa

d
•
xc

dt
= −Bc

ab

•
xa

•
xb + h

•
xc

que también se pueden expresar como la ecuación diferencial de grado2:
d2xc

dt2
+Bc

ab
dxa

dt
dxb

dt
+ hdxc

dt
= 0
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Tomemos una solución de este sistema asociado a Γ+hV , digamos x (s) .
Veamos que con una adecuada reparametrización s (t) obtenemos x (t) , so-
lución del sistema asociado a Γ.
Consideremos la solución

¡
x (s) , dx

ds

¢
de la ecuación en función de un pa-

rámetro s. Escribimos dicha ecuación en función del parámetro s y en coorde-
nadas x = (x1, .., xm) , para Bk

ij = Bk
ij (x) y h = h(x) funciones diferenciables:½

d2xk

ds2
+Bk

ij (x)
dxi

ds

dxj

ds
+ h (x)

dxk

ds
= 0

¾
k=1...m

Ponemos, más brevemente, Bk
ij (x)

dxi

ds
dxj

ds
= Bk

¡
x, dx

ds

¢
:½

d2xk

ds2
+Bk

µ
x,

dx

ds

¶
+ h (x)

dxk

ds
= 0

¾
k=1...m

Es estas condiciones si xi = xi (s) es solución de dicho sistema, existe un
cambio de parámetro s = s (t) de forma que xi = xi (s (t)) es solución del
sistema de ecuaciones diferenciales:½

d2xk

dt2
+Bk

µ
x,

dx

dt

¶
= 0

¾
k=1...m

Este cambio s = s (t) es justamente el inverso de t (s), donde t (s) es la
solución de la ecuación diferencial:

dt

ds
= exp

µ
−
Z
h (x (s)) ds

¶
> 0

Observemos que es un cambio válido pues la derivada no se anula nunca
por tratarse de una exponencial y comprobemos que se cumple lo pedido.
Tengamos en cuenta que:

−h (x (s)) = ds

dt
· d

2t

ds2
=

d2t
ds2

dt
ds

=
d

ds

µ
ln

µ
dt

ds

¶¶
Hacemos el cambio de variable:

d2xk

dt2
=

d

dt

µ
dxk

ds
· ds
dt

¶
=

=
d2xk

ds2

µ
ds

dt

¶2
+

dxk

ds

d2s

dt2

Aplicamos que xi = xi (s) es solución del sistema:
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d2xk

dt2
=

∙
−Bk

µ
x,

dx

ds

¶
− h (x)

dxk

ds

¸µ
ds

dt

¶2
+

dxk

ds

d2s

dt2

=

"
−Bk

µ
x,

dx

dt

¶µ
dt

ds

¶2
− h (x)

dxk

dt
· dt
ds

#µ
ds

dt

¶2
+

dxk

ds

d2s

dt2

= −Bk

µ
x,

dx

dt

¶
− h (x)

dxk

dt
· dt
ds

µ
ds

dt

¶2
+

dxk

ds

d2s

dt2

= −Bk

µ
x,

dx

dt

¶
+

dxk

dt
· d

2t

ds2
·
µ
ds

dt

¶2
+

dxk

ds

d2s

dt2

Es decir, obtenemos

d2xk

dt2
+Bk

µ
x,

dx

dt

¶
=

dxk

dt
· d

2t

ds2
·
µ
ds

dt

¶2
+

dxk

ds

d2s

dt2

Utilizando:
ds

dt
=

ds (t)

dt
=
1
dt
ds

Veamos que dxk

dt
· d2t
ds2
·
¡
ds
dt

¢2
+ dxk

ds
d2s
dt2
= 0 :

dxk

dt
· d

2t

ds2
·
µ
ds

dt

¶2
+

dxk

ds

d2s

dt2
=

dxk

dt
· d

2t

ds2
·
µ
ds

dt

¶2
+

dxk

dt
· dt
ds
· d
dt

µ
ds

dt

¶
=

dxk

dt
· d

2t

ds2
·
µ
ds

dt

¶2
+

dxk

dt
· dt
ds
· d
dt

Ã
1
dt
ds

!

=
dxk

dt
· d

2t

ds2
·
µ
ds

dt

¶2
− dxk

dt
· d

2t

ds2
·
µ
ds

dt

¶2
= 0

Hemos obtenido que xi = xi (s (t)) es solución del otro sistema ecuaciones
diferenciales asociado a Γ. La reparametrización no afecta a las trayectorias
integrales proyectadas enM , que en ambos casos son pregeodésicas enM.
Observemos que sí se modifica la curva integral en TM pues la reparame-

trización afecta a los vectores de los tangentes en cada punto de la trayectoria
en M.
También es trivial que un campo cualquiera X de TM tiene las mismas

trayectorias integrales proyectadas en M que fX donde f es una función
nunca nula.
Recapitulando, Γ y eΓ = Γ+ h

τ
V tienen las mismas trayectorias integrales

en M , y eΓ = Γ + h
τ
V tiene las mismas que eS = τeΓ = τΓ + hV (por la

observación anterior) en todos los puntos donde no se anula τ , es decir, fuera
de D∞.

.
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5.4. Aplicación del teorema de variedades estables

Querríamos aplicar el argumento de estabilidad al spray en la dirección
polar normal, pero para ello esta debería anular el spray, y esto no se da.
Veámoslo:
En las coordenadas mixtas el spray se escribe:

Γ =
•
xa

∂

∂xa
− Γciju

iuj
∂

∂uc
− (Γamj + Γajm)u

muj
∂

∂ua
− Γkmm(u

m)2
∂

∂uk
−

− Γmmm(u
m)2

∂

∂um

Queremos calcular Γ (Em) |D∞ . En primer lugar debemos ocuparnos de si
este campo se puede extender diferenciablemente a D∞ es decir, de si está
bien definido.
Usamos la información que habíamos recopilado al calcular los símbolos

de Christoffel:

Γkij = Γkij ∼= 0
Γmik = τΓmik

∼= 0
Γkmj = Γkmj

∼= 0 y Γmik = τΓmik
∼= 0

τΓmim = τΓmim
∼= 0, τΓmmi = τΓmmi

∼= 0 y τΓimm = τΓimm
∼= 0

τΓmmm = τ 2Γmmm = −
Em (τ)

2
∼= 0

Observamos que el campo Γ no se extiende diferenciablemente a D∞ pero
τΓ sí lo hace, y la proyección aM de las trayectorias integrales de de τΓ son
pregeodésicas. Se tiene:

τΓ =
•

τxa
∂

∂xa
−τΓcijuiuj

∂

∂uc
−τ(Γamj+Γ

a
jm)u

muj
∂

∂ua
−τΓkmm(u

m)2
∂

∂uk
−τΓmmm(u

m)2
∂

∂um
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τΓ (Em) |D∞ =
"
τ
•
xa ∂

∂xa
− τΓciju

iuj ∂
∂uc
− τ(Γamj + Γajm)u

muj ∂
∂ua
−

τΓkmm(u
m)2 ∂

∂uk
− τΓmmm(u

m)2 ∂
∂um

#
(Em) |D∞

=

∙
−τ(Γmmj + Γmjm)u

muj
∂

∂ua
− τΓkmm(u

m)2
∂

∂uk
− τΓmmm(u

m)2
∂

∂um

¸
(Em) |D∞

(pues la función τ que se anula en D∞ está multiplicando a una función

extendible en esos sumandos)

=

∙
−τΓkmm

∂

∂uk
− τΓmmm

∂

∂um

¸
(Em) |D∞

(pues uj (Em) = 0 y um (Em) = 1)

= −τΓmmm

∂

∂um
(Em) |D∞ =

Em (τ)

2
|D∞

∂

∂um

(pues Em es campo polar normal, la forma βEm es idénticamente nula y

βEm = γkθ
k|D∞ . donde los γk = τΓkmm|D∞ = τΓkmm|D∞ son todos nulos)

τΓ (Em) |D∞ =
Em (τ)

2
|D∞

∂

∂um

Hacemos h = −Em(τ)
2

(supongamos por ejemplo h > 0) y consideramos el
campo eS = τΓ+ hV que por todo lo considerado en el apartado anterior
tiene trayectorias integrales que proyectan a pregeodésicas de M.

eS = τΓ+ hV

= τ
•
xa

∂

∂xa
− τΓciju

iuj
∂

∂uc
− τ(Γamj + Γajm)u

muj
∂

∂ua
− τΓkmm(u

m)2
∂

∂uk
−

− τΓmmm(u
m)2

∂

∂um
+ hua

∂

∂ua

Dado p ∈ D∞, el vector ξ = Em (p) es un punto estacionario de eS, pues
τ (p) = 0, ui (ξ) = 0, y um (ξ) = 1 y:

eS (ξ) = τ (p)

∙
•
xa

∂

∂xa
− Γciju

iuj
∂

∂uc
− (Γamj + Γajm)u

muj
∂

∂ua
− Γkmm(u

m)2
∂

∂uk

¸
(ξ)

− τΓmmm(u
m (ξ))2

∂

∂um
+ h (p) ua (ξ)

∂

∂ua

= 0 +
Em (τ)

2
|p

∂

∂um
− Em (τ)

2
|p

∂

∂um
= 0

Podemos por tanto linealizar eS en ξ = Em (p) (ver apéndice) para obtener
DeS|ξ : TξTM → TξTM
En primer lugar tenemos en cuenta que τ (p) = 0, donde p ∈ D∞ es el
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punto de apoyo de ξ.

eS = τ
•
xa

∂

∂xa
− τΓciju

iuj
∂

∂uc
− τ(Γamj + Γajm)u

muj
∂

∂ua
−

− τΓkmm(u
m)2

∂

∂uk
− h(um)2

∂

∂um
+ hua

∂

∂ua

DeS|ξ = dτ (p)
•

xa (ξ)⊗ ∂

∂xa
− dτ (p)Γciju

i (ξ)uj (ξ)⊗ ∂

∂uc
−

− dτ (p) (Γamj ++Γ
a
jm)u

m (ξ)uj (ξ)⊗ ∂

∂ua
−

− dτ (p)Γkmm(u
m (ξ))2 ⊗ ∂

∂uk
− dh (p)

¡
um (ξ)

2¢⊗ ∂

∂um
−

− h (p) 2um (ξ) dum (ξ)⊗ ∂

∂um
+ dh (p)ua (ξ)⊗ ∂

∂ua
+ h (p) dua (ξ)⊗ ∂

∂ua

Considerando ahora que uj (ξ) = 0 y um (ξ) = 1, queda:

DeS|ξ = dτ (p)
•

xa (ξ)⊗ ∂

∂xa
− dτ (p)Γkmm ⊗

∂

∂uk
− dh (p)⊗ ∂

∂um

− h (p) 2dum (ξ)⊗ ∂

∂um
+ dh (p)⊗ ∂

∂um
+ h (p) dua (ξ)⊗ ∂

∂ua

= dτ (p)

∙ •
xa (ξ)⊗ ∂

∂xa
− Γkmm ⊗

∂

∂uk

¸
− h (p) dum (ξ)⊗ ∂

∂um
+

+ h (p) dui (ξ)⊗ ∂

∂ui

Resumiendo:

DeS|ξ = (dτ |p ◦ π∗)⊗µξ − Γkmm

∂

∂uk

¶
− h (p) dum ⊗ ∂

∂um
+ h (p) dui ⊗ ∂

∂ui

Se ha identificado ξ ∈ TM con ξ ∈ TξTM a través de la inmersión
canónica TpM → TξTM que hace ∂

∂ua
|p → ∂

∂ua
|ξ.

TM
π→M

TξTM
π∗→ TpM

π∗

µ
∂

∂xi

¶
ξ

=

µ
∂

∂xi

¶
p

π∗

µ
∂

∂ui

¶
ξ

= 0
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Calculemos los autoespacios para aplicar después el teorema de variedades
estables (ver apéndice).
Para el cálculo conviene tener presente las bases respectivas de TpM y de

TξTM.
Para TpM , puesto que (x1, ..., xm) es la carta en un entorno de p ∈ M ,

tenemos como siempre:

ξ = ξa
∂

∂xa
|p = dxa (ξ)

∂

∂xa
|p ∈ TpM

La carta de TM en un entorno de ξ ∈ TpM es (x1, ..., xm, u1, ..., um) y por
tanto la base de TξTM es

¡
∂
∂x1

, ..., ∂
∂xm

, ∂
∂u1

, ..., ∂
∂um

¢
, luego:

η = dxa (η)
∂

∂xa
|ξ + dua (η)

∂

∂ua
|ξ

Si η ∈ TpD
∞ → TξTM entonces 0 = dτ (η) (pues τ |D∞ = 0) y ua (η) =

0 = dua (η) . Por tanto

DeS|ξ (η) = ½ (dτ |p ◦ π∗)⊗
¡
ξ − Γkmm

∂
∂uk

¢
−

−h (p) dum ⊗ ∂
∂um

+ h (p) dui ⊗ ∂
∂ui

¾
(η) =

=

µ
−h (p) dum ⊗ ∂

∂um
+ h (p) dui ⊗ ∂

∂ui

¶
(η) = 0

Si η = ∂
∂uj
|ξ entonces 0 = dxi (η) = dτ (η) = dua (η) (a 6= j) y sólo

duj (η) = 1, por lo que se tiene:

DeS|ξ (η) = ∙h (p) dui ⊗ ∂

∂ui

¸
(η) = h (p) η

Si η = ∂
∂um
|ξ entonces 0 = dxi (η) = dua (η) (a 6= m) y dum (η) = 1.

También π∗ (η) = π∗
¡

∂
∂um
|ξ
¢
= 0.

DeS|ξ (η) = ½ (dτ |p ◦ π∗)⊗
¡
ξ − Γkmm

∂
∂uk

¢
−

−h (p) dum ⊗ ∂
∂um

¾
(η) =

= −h (p) η

Por último, consideramos el vector ξ. Se tiene 0 = dua (ξ) (a 6= m) y
dum (ξ) = 1.También π∗ (ξ) = ξ y dτ |p (ξ) = Em (τ) |p = −2h (p) .

DeS|ξ (ξ) = ½ (dτ |p ◦ π∗)⊗
¡
ξ − Γkmm

∂
∂uk

¢
−

h (p) dum ⊗ ∂
∂um

+ h (p) dui ⊗ ∂
∂ui

¾
(ξ) =

=

½
(dτ |p ◦ π∗)⊗

µ
ξ − Γkmm

∂

∂uk

¶
− h (p) dum ⊗ ∂

∂um

¾
(ξ)

= −2h (p)
µ
ξ − Γkmm (p)

∂

∂uk

¶
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Se puede probar que existe un autovector asociado al autovalor−2h (p).
Dicho autovector tiene la forma η = ξ − ci ∂

∂ui
para ciertas constantes

ci.

Esto se haría aplicando una generalización del lema siguiente:

Lema 4 Sea L:V→ V un edomorfismo en un espacio vectorial y ui, v vec-

tores no nulos, con L(ui) = bui y L(v) = a

Ã
v −

m−1X
i=1

γiu
i

!
. Entonces existe

una constantes ci de modo que v −
m−1X
i=1

γiu
ies autovector de L con autovalor

a.

Demostración. Comprobamos explicitamente que dichas constantes son
ci =

−2γi
3

En nuestro caso resultan ci =
−2Γimm(p)

3
.

Resumiendo, tenemos los autovalores 0, h (p), −h (p) , −2h (p) con multi-
plicidades m− 1, m− 1, 1 y 1 respectivamente (en total hay 2m autovalores
si los contamos con su multiplicidad).
Recordemos que habíamos supuesto h > 0. Por tanto, el autovalor−2h (p)

es estrictamente más pequeño que los otros autovalores negativos.
Usando un refinamiento (ver apéndice) del teorema de variedades estables

se concluye que existe una línea (variedad diferenciable de dimensión uno)eS − estable:

Existe eL ⊂ TM una línea eS − estable

ξ ∈ eL y TξeL = span

µ
ξ − ci

∂

∂ui

¶
Si proyectamos mediante π∗ resulta:

π∗

µ
ξ − ci

∂

∂ui

¶
= ξ 6= 0, π∗ (ξ) = p

π
³eL´ = L y por tanto TpL = span (ξ)

Recordemos que TξTM
π∗→ TpM es suprayectiva por ser TM π→ M sub-

mersión y π∗
¡
ξ − ci ∂

∂ui

¢
= ξ 6= 0. Por tanto π

³eL´ = L tiene dimensión
uno.
Es decir L es una línea.
Ahora, eL− ξ (pues eS (ξ) = 0) es una trayectoria integral de eS (por tanto

trayectoria integral de Γ, como vimos) y por tanto su proyección mediante
π nos deja la pregeodésica L− {p} . Resumiendo:



6 APÉNDICE 43

La proyección L = π
³eL´ de esta línea estable sobre M es la

pregeodésica diferenciable buscada en M.
Hemos obtenido como queríamos una pregeodésica en la dirección polar

normal.

6. Apéndice

Seguiremos [8] para la definición de linealización y para el teorema clásico
de variedades estables.

6.1. Linealización

Definición 6 Sea X∈ X (M) un campo y p0 ∈ M un punto singular, punto
crítico o punto de equilibrio de X (es decir, X(p0) = 0).
La linealización de X en el punto singular p0 es la aplicación lineal:

DX (p0) : Tp0M → Tp0M

definida por:

DX|p0 (ξ) =
d

dt
|t=0 (dFt|p0) (ξ)

donde F es el flujo de X. Los autovalores de DX (p0) se llaman exponen-
tes característicos de X en p0.

En la definición se supone para simplificar que el campo X es completo.
Recordemos que el flujo de un campo completo es:

F : R×M →M

Se tiene Ft (p) = F (t, p) = cp (t) y cp : R→M es la curva integral
de X por el punto p. Se tiene que Ft : M → M es difeomorfismo , con
Ft (p0) = p0, dFt|p0 : Tp0M → Tp0M y su derivada en t = 0 también
DX|p0 : Tp0M → Tp0M (es endomorfismo).
Esta definición no es computacionalmente adecuada. Necesitamos un al-

goritmo para el cálculo efectivo de DX (p0) , que haremos en coordenadas
locales.
Tomando una carta ϕ = (x1, .., xm) en torno a p0 (xi (p0) = 0) y el flujo

local F (t, x) = F (t, x1, .., xm) , si X = X i ∂
∂xi

, Xi = X i(x1, .., xm) se tiene:

dF i

dt
|(t,x) = Xi (F (t, x)) = X i ◦ F (t, x)
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Por definición:

DX|p0
µ

∂

∂xj
|p0
¶
=

d

dt
|t=0 (dFt|p0)

µ
∂

∂xj
|p0
¶

En la carta se escribe:

DX|p0
µ

∂

∂xj
|p0
¶
=

d

dt
|t=0

µ
dFt

µ
∂

∂xj
|0
¶¶

=
d

dt
|t=0

µ
∂ (F1...Fn)

∂xj
|(t,0)

¶
=

½
d

dt
|t=0

µ
∂Fi

∂xj
|(t,0)

¶¾µ
∂

∂xi
|0
¶
=

∂2Fi

∂t∂xj
|(0,0)

µ
∂

∂xi
|0
¶

=

µ
∂

∂xj
|x=0

½
∂Fi

∂t
|(0,x)

¾¶µ
∂

∂xi
|p0
¶

=

½
∂

∂xj
|x=0(Xi ◦ F (0, x))

¾µ
∂

∂xi
|p0
¶

=

½
∂

∂xj
|x=0(Xi(x))

¾µ
∂

∂xi
|p0
¶
=

µ
∂Xi

∂xj
|x=0

¶µ
∂

∂xi
|p0
¶

Por lo tanto se obtiene:

DX|p0
µ
ξj

∂

∂xj
|p0
¶
=

µ
∂Xi

∂xj
|x=0ξj

¶
∂

∂xi
|p0 =

½
∂X i

∂xj
|x=0dxj (ξ)

¾
∂

∂xi
|p0

=
¡
dXi|0

¢
(ξ)

∂

∂xi
|p0 =

½
(dX i ⊗ ∂

∂xi
)|0
¾
(ξ)

Es decir:

DX|p0 = (dX i ⊗ ∂

∂xi
)|x(p0)

6.2. Teorema de Estabilidad

El teorema que a continuación enuncio es consecuencia del teorema 7.2.2,
pag. 526 de[8].

Teorema 2 Sea X ∈ X (M) y p0 ∈ M un punto singular (aislado) de X y
sean λ1, ..., λr ∈ C ( λj = aj + ibj) los autovalores distintos de DX|p0.
Sea T−p0 (M) subespacio (DX|p0)−invariante de Tp0 (M) que corresponde

a los autovalores λj con aj < 0. Análogamente T+p0 (M) .
Entonces existenM+

0 yM
−
0 subvariedades regulares deM , invariantes por

el flujo y tal que p0 ∈M+
0 ∩M−

0 , Tp0
¡
M+
0

¢
= T+p0 (M) y Tp0

¡
M−
0

¢
= T−p0 (M)

El teorema que se utiliza en la demostración es un refinamiento de éste
debido a A. Vanderbauwhede (1989)[9], que asegura:
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Teorema 3 Sea X ∈ X (M) y p0 ∈ M un punto singular (aislado) de X y
sean λ1, ..., λr ∈ C ( λj = aj + ibj) los autovalores distintos de DX|p0.
Sea T−−p0

(M) subespacio (DX|p0)−invariante de Tp0 (M) que corresponde
al autovalor λj con parte real más negativa (aj < 0 y aj < ai (i 6= j)).
Entonces existe M−−

0 subvariedad regular de M , invariante por el flujo y
tal que p0 ∈ M−−

0 y Tp0
¡
M−−
0

¢
= T−−p0

(M) .
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