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1 Introduccién

En 1923, aparece publicado el articulo ”Les espaces a connexion conforme”en el
que E. Cartan presenta un patrén para definir en toda variedad conforme Rie-
manniana una conexién ”canénica” determinada por su estructura conforme,
andloga a la conexién de Levi-Civita para variedades Riemannianas. Esta conex-
i6n representa un papel clave para el estudio de estructuras conformes, y su
importancia ha dado lugar a posteriores generalizaciones de la nocién de conex-
i6n de Cartan, para ambitos méds generales. No obstante, llama la atencién
el hecho de que existe una aparente falta de consenso entre algunas de las di-
versas definiciones y reinterpretaciones mas modernas de la original conexién
conforme. La peculiar forma en que Cartan desarrolla la geometria diferencial,
tan distante a la utilizada m4ds recientemente, hace oscura la relacién que une su
idea original con las posteriores formalizaciones. La intencién de este articulo es
presentar la construccién desarrollada por Cartan, a través de una formalizacién
méas moderna y coherente con la geometria diferencial de hoy en dia, haciendo
explicito el lazo de unién que existe con las presentaciones hechas por autores
como Kobayashi, Poor, Sternberg, .... La asombrosa intuicién geométrica de
Cartan, a través de una idea tan ”visual” como es el transporte de referencias
a lo largo de la variedad, merece el esfuerzo por reconciliar tal construcciéon con
las presentaciones posteriores, a través de tensores, que aunque escritas en un
lenguaje méds comprensible para un matemadtico moderno pierden parte de la
belleza de esa intuicién geométrica original.

2 Espacio vectorial conforme

Un estructura conforme euclidea C en un espacio vectorial V' suele venir rep-
resentada a través de una familia de métricas euclideas proporcionales en V/,
de la forma {€?" (.,.) : 7 € R}. A continuacién vamos a desarrollar un proced-
imiento mediante el cual es posible asociar a todo par (V,C), espacio conforme
euclideo, una variedad ”esférica” conforme V, que se denominara la compleccion
esférica de V', en donde esté totalmente reflejada la estrucutra conforme inicial,
y que ofrece por tanto una presentacién alternativa de los espacios conformes
lineales. A través del subespacio de cuddricas afines en V' correspondientes a



las esferas conformes dadas por C, se llega a una compactacién por un punto
del espacio V, que da lugar a la variedad V, difeomorfa por tanto a la esfera
m~dimensional S™ y con el espacio V naturalmente sumergido en ella. Es més,
V estd dotada de una estructura conforme que extiende al punto del infinito la
estructura conforme vectorial C en V' de la que inicialmente partiamos. En el
caso particular en que el espacio conforme sea R™ con la estructura conforme
dada por su métrica euclidea usual, la compleccién esférica asociada resulta ser
la esfera S™ con la estructura conforme usual heredada de R™*1!.

2.1 Compleccion esférica de un espacio vectorial conforme

Sea (V,C) un espacio conforme euclideo, es decir, V' un espacio vectorial y C una
estructura conforme sobre V' representada por la familia de métricas euclideas
{e*"(,,.) : 7 € R}. En este contexto, es claro que tiene sentido hablar de
esferas (conformes) en el espacio V, puesto que la nocién de que dos puntos se
hallen a una misma distancia de un centro dado estd perfectamente definida por
la estructura conforme lineal C, si bien el valor de dicha distancia dependerd
de la métrica (escala) considerada. De este modo, en el espacio de formas
cuadréticas afines de V', toda estructura conforme C distingue un subespacio ‘7,
correspondiente a la familia de sus (m — 1)-esferas afines. Es mds, la estructura
conforme original definida en el espacio vectorial V, va a permitir definir también
en el espacio V' una estructura conforme. Este iltimo resultado responde a la
intuicién geométrica de que una medida para dngulos entre vectores permite
definir en la interseccién de dos esferas una medida para su dngulo de corte.

Toda cuddrica afin en V, con estructura de espacio afin V = {1} x V sobre
el espacio vectorial V' = {0} x V, viene determinada por una forma cuadratica
afin ¢ € QA(V) a través de su imagen

¢'(0) = {v eV :qv) =0}

El espacio QA(V) de las formas cuadraticas afines de V' tiene estructura de
espacio vectorial real y sus elementos pueden descomponerse en

q(v) = q2(v) + q1(v) + qo

siendo ¢ forma cuadritica en V, g1 € V* forma lineal en el dual, y gy € R.

Por otra parte, el conjunto de puntos de V' que guardan una misma distancia,
digamos una distancia R > 0 segtin la métrica conforme (.,.) € C, a un punto
central w € V, viene descrito a través de la ecuacién

2 2
loll” =2 (w,v) + w]* — B* =0

En consecuencia, es claro que la nocién de (m — 1)-esfera conforme en V se
corresponde con la dada por una forma cuadratica afin ¢ € QA(V), tal que

e@) =kl @@ =-2k(wv); =k (|’ - R?)



De este modo, la presencia de una estructura conforme euclidea C en el
espacio V' puede ser utilizada para distinguir en QA(V') un subespacio de formas
cuadréticas afines de V,

V={4seQAv) =k | conkeR,y | |*cc}

con dimensién m +2, y cuya definicién depende exclusivamente de la estructura
conforme. El espacio proyectivo P(V'), que se identifica con la familia de cus-
dricas afines definidas por elementos de 17, recibe entonces el nombre de espacio
de (m — 1)-esferas generalizadas.

En primer lugar, se hace notar que toda métrica conforme (.,.) € C, define
un isomorfismo candnico entre los espacios vectoriales 1% vy R xV xR, a través
de la siguiente correspondencia

<

RxV xR —

(xo,w,me) - (z0,w,m+1)

(1)

2
Uzow,zmer) = Lo | 17 = 2@ ) (W) = 2241

siendo @y el isomorfismo entre V' y su espacio dual V* definido por (.,.)
Vowr & y(w)=(w,.) V" (2)

La cuddrica affn que se obtiene a partir de la forma cuadrética g(,,,
viene descrita a través del subconjunto imagen

w)zWL+1),

o (0) = {UEV::EO [o]]> = 2 (w, v) = 241 :0}

q(wo’v,1m+1)

Si rg = 0, la forma cuadrética g se corresponde con la ecuacién

:Eo,v,d}m,+1)
(w,v) + Tmy1 =0

que representa un hiperplano afin (cuando v # 0), el vacio (cuando v = 0 y
r #0), o el espacio total V (cuando v =0y r = 0).

Si zg # 0, la forma cuadratica g ) se corresponde entonces con la
ecuacion

Z0,V,Tm+1

Tm+1

_ 2 _ 2
lo =@ w]|” = [l Mwl|” + 2=

que representa en general una (m — 1)-esfera con centro z; 'w € V y radio R
-respecto de (.,.)- cuyo valor al cuadrado es

2 x
R? = on_le 4 oimdl
To
Asi pues, en nuestro espacio IP(X/}) de (m — 1)-esferas generalizadas, se incluyen
las esferas de radio imaginario o real, y en particular las de radio nulo. Ob-

sérvese que el cardcter imaginario, real o nulo del radio de una (m — 1)-esfera

~

generalizada [q] € P(V) estd definido sin ambigiiedad, independientemente de la



forma cuadratica ¢ que la represente y de la métrica (.,.) que hayamos elegido
en la estructura conforme. R

Si denotamos por V a la familia de esferas [q(wo’w,zmﬂ)] € P(V) de radio
nulo, es claro que ésta viene descrita por la ecuacién

2
220Zm+1 + |Jw||” =0
y constituye una cuddrica de P(V).
Cada métrica conforme (.,.) € C en el espacio inicial V' define en el espacio
V' de sus esferas, una métrica p de tipo Lorentz, por medio de la siguiente
definicién: si g € V con ¢ = k|| ||* — 2¢1 — 2qo,

p(q,q) = (q1,q1) + 2kqo (3)

siendo (¢1, ¢1) el producto dado por la métrica dual de (.,.) en el espacio V* (de
modo que la identificacién @y de [2] es isométrica, y el dngulo entre dos hiper-
planos, como elementos del dual V*, coincide con el formado por sus respectivas
direcciones ortogonales en V).

Obsérvese que para todo punto v € V en la interseccién de dos (m — 1)-
esferas [q],[¢'] € P(V), representadas por (g, w, Zpmi1), (zg,w', 27,,4) € R x
V X R, los vectores zgv — w y zyv — w’ de V estdn en la direccién ortogonal
al espacio tangente en v de las esferas [q] y [¢/] respectivamente. Un sencillo

célculo demuestra que el producto de tales vectores es
(zov —w, 2V — w') = (w,w') + Toxy, 11 + TGTm41 = p(q, ")

De este modo, la correspondiente métrica p en V asociada a la métrica (,.)ecC,
responde a la intuicién geométrica, como ya se anunciaba en un principio, en el
sentido de que a cada par de esferas que se intersecan le atribuye una medida
para su angulo de corte que coincide con la correspondiente al dngulo formado
por sus direcciones ortogonales en V' en cualquiera de los puntos de interseccién.

Si dos respresentantes métricos de la estructura conforme C en V' se relacio-
nan a través de (.,.) = " (., .), las métricas inducidas en V resultan ser también
conformemente equivalentes, y el factor de proporcién entre ellas viene dado por

. —2r
Py =€ Pl

Es claro entonces que en el espacio vectorial 17, cuyas direcciones IP’(‘A/) son las
(m — 1)-esferas generalizadas conformes, hay definida una estructura conforme
lineal [p] = {€72"p : r € R} de tipo Lorentz, que se hereda de forma natural
de la estructura conforme inicial C. El cono de luz que define tal estructura
conforme [p] en V

¢ ={aeV:plq) =0}

da lugar a la cuddrica V C ]P’(‘A/), cuyos elementos se corresponden con las
(m — 1)-esferas de radio nulo.



Cada elemento [g] € V, con gz # 0, es una (m — 1)-esfera en V cuyo radio es
nulo, y puede identificarse con el punto v de V' que representa al centro de tal
esfera. Por lo tanto, existe una inclusién natural del espacio V' en la cuddrica
V cP(V),

VeV (4)

resultado de considerar cada punto v € V' como una esfera de radio nulo.
Si (.,.) € C es una métrica conforme, se tiene la siguiente expresién para la
inclusién natural ¢
2 2
vw) = Il 17 =22, (v) + vl

cye

siendo inmediato que ésta preserva las estructuras conformes, como cabia es-
perar.

El tinico punto de la cuddrica V que no representa un punto del espacio V' es
el correspondiente a la recta de formas cuadraticas afines {¢g = ¢ € V : 1 € R},
y recibe el nombre de punto del infinito co. La cuddrica V = V U {oo} recibe el
nombre de compleccion esférica de (V,C) y, como acabamos de ver, esté dotada
de una estructura conforme heredada de (V,[p]), que extiende naturalmente la
estructura conforme lineal C de V.

Hemos probado por tanto que

Todo espacio conforme (V,C) puede extenderse de forma tnica a la llamada
compleccion esférica (V =V U{oo}, [p])

Como 1iltima observacién, se hace notar que en la compleccién esférica V se
halla naturalmente distinguido otro punto de naturaleza especial, el dado por la
recta de formas cuadraticas {g =qg2 € V : g2 = k (,,.)}. A través de la inclusién
1 :V <V, éste se corresponde con el origen vectorial de V, y recibe el nombre
de punto origen O de la compleccién esférica V.

Lainclusién ¢ : V — V permite entonces identificar, a través de su diferencial
en el origen ¢, : V = TpV — TpV, el espacio tangente a V en el punto origen O,
ToV, con el espacio vectorial V, y sus correspondientes estructuras conformes
lineales.

2.1.1 Expresiones en coordenadas rectangulares

Supongamos que tenemos previamente fijado en el espacio conforme lineal (V, C)
un sistema rectangular de coordenadas (X7, ..., X, ), asociado a una base orto-
normal {ey,..., e, } para cierta métrica (.,.) € C. En el caso particular de R™,
existe un sistema coordenado rectangular natural que hace que la construc-
cién que se desarrolla a continuacién sea canénica. El isomorfismo dado por la
métrica (.,.) identificando el espacio V con R x V' x R mediante la férmula [1],
permite definir también un sistema coordenado para el espacio vectorial V:un
elemento ¢ € V tiene coordenadas (zg, 1, ..., Tm, Tm+1) cuando se corresponde
con la ecuacién

q(Xl,...,Xm):SCO Z X2272 Z xiXi72$m+1

i=1,...m 1=1,...m



Contando con la presencia de tal sistema de coordenadas en 17, se obtienen
las siguientes expresiones analiticas asociadas a los objetos anteriormente pre-
sentados. N

(i) La métrica p en V asociada a (.,.) € C, tiene la siguiente expresién
matricial

0 0 1
S=10 I, 0
1 0 O

es decir, se corresponde con la forma cuadrética

Z x? + 2202 m41

i=1,...m

de modo que las nuevas coordenadas (xq, Z1, ..., Zm, Tm+1) forman también un

sistema rectangular para el espacio conforme lineal (V,[p]), identificindolo en-
tonces con (R™*2 [9]). B
(ii) La inclusién ¢ : V < V C P(V) se corresponde con la expresion

X2
R™ 3 (X1, .0, Xpn) 1:X1:...:Xm:—221 € pmtl (5)

y es claro que los puntos origen e infinito de V' son, respectivamente,

(iii) La cuddrica que constituye la compleccioén esférica V en P(V), puede
identificarse con el corte del cono de luz C con el hiperplano afin

1
II:zg— -z =1

2
A través del cambio de variables en V
1 1
(y07 Y1y -y Ym, ym+1) = (‘TO + §x’m+17 L1y ey Ty Lo — Exm+1) (6)

es claro que el hiperplano II pasa a tener ecuacion y,,+1 = 1 y la interseccién
C N 1I responde ahora a la ecuacion:

sty ui=1

Las coordenadas (Yo, y1, - --,Ym) = (Yo, Y1, - - - » Ym, 1) hacen que la métrica p re-
stringuida a vectores en la direccién de II se corresponda con la forma cuadrética

estandar
vt > v
i=1,...m



Por tanto, la compleccién esférica V' C P™*!, puede identificarse con S™ =
C N1I, la esfera m-dimensional en R™*! =TI, a través de

v:S™ —Vcprtt (7)
Yo+ 1
\I/(y()ayly~-~7ym): 02 YLt Ym t Yo — 1

y los puntos origen e infinito de V son entonces los puntos antipodales:

0 = (1,0,..,0)eS™
oo = (=1,0,..,0)€S™
(iv) La identificacién de V con S™ dada por ¥, ofrece una nueva expresion

ara la inclusién ¢ : V < V, a través de una aplicaciéon R™ «— S ue responde
)
a la féormula

1-4x)PP x X
X—(Xl,Xm)°—>< 4” H 1

= e .
L+ I X17 1+ 3 1XI° 1+ 71X

y ésta resulta ser la aplicacién inversa de la proyeccion estereogréfica (desde el
punto (—1,0,...,0) sobre el hiperplano yo = 1), que como es sabido, es efectiva-
mente una aplicacién conforme.

Es mas, su diferencial en el origen es la identidad, ToR™ = R™ — R™ =
ToS™, de modo que la identificacién ¥ : S™ — V tiene como diferencial en el
origen la identidad ¥, : ToS™ = R™ — R™ =V =Ty V.

Como ya se comentaba anteriormente, es importante destacar que en el caso
especial del espacio R™ con su estructura conforme natural, la construccién
que se acaba de hacer es candnica, de modo que, el espacio de sus (m — 1)-
esferas generalizadas se corresponde con la proyectivizacién de R™+2 = Rm y
su compleccién esférica es la esfera m-dimensional S™ = R™, con la estructura
conforme usual.

2.2 Referencias de V'

La introduccién de la compleccién esférica V como herramienta alternativa para
el estudio de un espacio conforme euclideo (V,C), en la que el espacio inicial ha
sido completado con el punto del infinito, va a dar lugar a una nocién de ref-
erencias conformes mas amplia que la tradicionalmente presentada, englobando
en ellas a las cldsicas referencias lineales del espacio conforme (V,C).

Vimos con anterioridad que la presencia de unas coordenadas rectangulares
del espacio vectorial conforme (V, e (., >) daban lugar a unas coordenadas de
V en las que la matriz

0 1
I, 0
0 0

S:

—_ O O



se correspondfa con una forma cuadrética representante de la estructura con-
forme lineal [p] inducida en V. Existen otras referencias en V que comparten
tal propiedad y que van a ser objeto de nuestro interés.

__En general, una referencia del espacio vectorial V', formada por los elementos
{Ag, A1, ..., A, At }, es tal que la estructura conforme lineal [p] tiene como
representante a la métrica de matriz S en la base {//1\1}, cuando los vectores que
la forman cumplen las condiciones siguientes:

° ﬁo y jm_H son dos puntos arbitrarios del cono de luz C' C 1%

o Ay,..., A, forman una base rectangular del espacio II4,4 or-

m-41
togonal comin a Ay y Apy1
e con la condicién de compatibilidad:

o~

p(Aoy Apir) = p(Ai, Aj) Yi=1,...m

Es claro que VA € R la referencia {)\Eo, AA}, - )\A\m, )\1/4\m+1} estd en las
mismas condiciones. L R

Toda referencia { Ag, A1, ..., A, Am+1} de V puede verse presentada de man-
era alternativa como un isomorfismo lineal

Z : R 2 -

) <)

<.

€i

que hace corresponder la estructura conforme [p] en V con la generada por la
matriz S en R™+2 = Rm. Es claro entonces que este dard lugar a un difeomor-
fismo conforme entre las cuddricas subyacentes, esto es A : R™ — V. Si se hace
uso de la identificacién existente entre R™ y S™, dada a través de ¥ en [7], A
puede verse entonces como un difeomorfismo conforme de la forma

A:S™ —

(T0yeery Tim) —

= <l

(SC(), ceey LEm)
definido por

zo+1

Az, ..., tm) = Ag+ 21 A1 + oo+ o Ay + (20 — 1) Ay

De manera inmediata se comprueba que dadas dos referencias A y A de V
A=A":S" —V < 3INeR\{0}, A =24

Llamaremos referenciade V a cada una de las clases A = {)\//1\ : A € R\{0}},
siendo A referencia de (V, [p]).

Por la observacién anterior, cada referencia de V da lugar a un tnico difeo-
morfismo conforme A : S™ — V. Pero es més, el hecho de que los difeomorfismos
conformes de la esfera S™ se obtengan siempre a partir de transformaciones de



R™*2 preservando la matriz S, demuestra que todo difeomorfismo conforme en-
tre las variedades S y V viene dado por una referencia A : R™*2 — V. De este
modo, de manera equivalente, llamamos referenciade V a todo difeomorfismo
conforme A : S™ — V.

Obsérvese ahora que dado el difeomorfismo conforme A : S™ — V,

A(1,0,...0) = [Ag] = Ag

A(—]., 0, 0) = [Am+1] = Am+1
A* = dA(l,O, 0) :R™ = T(l,O..‘)Sm — TAUV

La eleccién de un elemento A} € V generador de la recta Ay (de modo que
A = A para cierto A € R\{0}), da lugar a la secuencia de identificaciones

TAOV’:i,\ ZHAoAmH
puesto que tenemos la descomposicién en suma directa ng C =14p4,,,P <

~ )
Ap >, siendo Il4,4
Ahora, es claro que

ms1 €l espacio ortogonal comin a las rectas Ag y Apy1-

Ai(e;) = % {A(cost.eq +sint.e;)} = % {[cos t. Ao + sint.ﬁi]} =

= % {[cost.)\jo + sint.)\gi]} ~ )UZZ- = E; €lla,a

m+1

Y por dltimo, si tomamos en la recta A,,+; el tinico generador que verifica la
propiedad R A
p( Ay Alyiy) = (AL, A7) Vi=1,.m

obtenemos precisamente el elemento A\’m 1= )\A\7n+1. A través de este proced-
imiento se puede recuperar a partir del difeomorfismo A : §™ — V la referencia
inicial {Ay, ..., Am+t1}, salvo constante. Es mds, los datos necesarios para carac-
terizar una referencia en V' son los equivalentes a fijar un punto origen Ag y un
punto infinito A,,,1 en la compleccién esférica V, y dar una base rectangular
en el espacio T4, V.

2.2.1 Referencias especiales de

El punto origen O desempena un destacado papel en la compleccion esférica,
de modo que vamos a estar interesados en destacar una clase especial de refer-
encias de V, la formada por aquellas referencias que preservan el citado origen.
Recibird el nombre de referencia especial de V todo difeomorfismo conforme
A:S™ — V que cumpla la condicién adicional

A(1:0:...:0)) =0y €V



o de manera equivalente, aquellas referencias del tipo A = {)\{A\o, e A\m+1} A€ R}

con [20] =0y eV.

Toda referencia especial de V, A : ™ — V, tiene asociada de manera
natural una referencia (lineal) conforme del espacio vectorial V. Es claro que la
diferencial en al origen del difeomorfismo A da lugar a una isomorfismo conforme
entre los espacios tangentes de los origenes en las correspondientes variedades,
dA(O) : ToS™ — TpV. Como ya vimos anteriormente, la inclusién ¢ : V < V
permite identificar el espacio tangente a la compleccién esférica en el punto
origen con el espacio vectorial conforme inicial, tendremos pues que la diferencial
en el origen viene dada mediante un isomorfismo conforme

A R™ —V

A través de este procedimiento, toda referencia especial A de V tiene asociada
mediante su diferencial A, una referencia conforme A, de V.

Una clase atin més particular de referencias es la formada por aquellas que
cumplan la condicién adicional de fijar también el otro punto distinguido de la
compleccién esférica, el punto del infinito co (es decir, a la condicién Ay = Oy
se le afiade A, 11 = ooy ). Haciendo uso de la identificacién S™\{oco} = R™ y
V\{oo} = V, tenemos la correspondiente restriccién

Algm :R™" —V

que define un difeomorfismo conforme entre las variedades R™ y V', preservando
el origen vectorial de ambos espacios. Es un resultado conocido que en estas
condiciones la aplicacién Alg.. es, de hecho, un isomorfismo lineal y conforme;
se trata por tanto de una referencia conforme lineal usual del espacio V', que
podemos identificar con la referencia especial A, donde el punto oo es preservado.
Como cabia esperar, la referencia conforme lineal A, : R™ — V que se asocia
a A:Rm — V como referencia especial (por medio de su diferencial), coincide
con la propia referencia, en coherencia con tal identificacion.

2.2.2 Grupos asociados a las referencias

Los grupos de Lie asociados a la familia de referencias que acabamos de definir
para la compleccién esférica, van a venir dados a través de los difeomorfismos
conformes de la esfera m-dimensional S™ (compleccién esférica de R™). Sea

G={g:S" — S™/ g difeomorfismo conforme}

este grupo es esencialmente O(m+1,1);, la componente conexa de la identidad
del grupo de matrices

{Ae€GL(m+2R): ATSA =5}

0 0 1
S=10 I, 0
1 0 O

10



donde la correspondencia entre sus elementos G 3 g —— A € O(m+1,1); estd
dada por el difeomorfismo ¥ : ™ — R™ de [7], a través de la férmula

Uog(xo,..®m) =[Ao U (g, ..., zm)], ¥V (Z0, ooy Tr) €S™ (8)

Las referencias especiales tienen asociado el subgrupo H de G de isotropia
para el origen O € S™. H se corresponde entonces con el subgrupo de matrices
de O(m + 1,1); tales que A(1,0,..,0) = (71,0, ...,0) para algiin r € RT, es
decir, las matrices de la forma

r~l o« 7#1"
0 R —rRaT |,,7reRT,RcO(m),a c R™
0 0 T

A través de la identificacién de tal matriz con el elemento (rR,ra) € CO(m) x
R™* H resulta ser esencialmente el grupo CO(m) KR™* producto semidirecto.
La operacién que asocia de manera natural a cada referencia especial A : S —
S™ en H, una referencia conforme lineal en CO(m), A, : R™ — R™ (mediante
su diferencial en el origen), se corresponde con la proyeccién natural

Heom) (rR,ra) =R, ¥Y(rR,ra) € CO(m) AR™*

Por ultimo, el caso més restrictivo nos lleva a aquellas referencias especiales
que también preservan el punto del infinito, y éstas tienen asociado el subgrupo
cuyos elementos son de la forma

-1

0 0
0 R 0 |=(R,0)=rReCO(m)
0 0 r

r

Es claro que la proyecciéon anterior actia esencialmente como la identidad, tal
como ya se vié en el caso general.

A nivel de élgebras de Lie, se tiene que las dlgebras asociadas a tales grupos
responden a las descomposiciones siguientes

g=om+11)=R"@co(m) DR™ =R™

-r o« 0
om+1,1)> v R —af | =@wR+rl,ra)c€R"®co(m)dR™
0 —of r

Un resultado que interesa destacar ahora para el desarrollo posterior, es el sigu-
iente,

Remark 1 Si tenemos una curva g; en G por el origen, con velocidad inicial
dada por el elemento X € g =R™ @ h, entonces,

d
prem(X) = i {9:(0)} € ToS™ =R™
0
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Proof. La curva g; € G se corresponde con una curva A, € O(m + 1,1),
determinada por la condicién (8), y tal que

d —r « 0
E' {A4}=X= v R —af
0 0 —oT T

Puesto que la diferencial en el origen del difeomorfismo ¥ (7), el la identidad
U, =id: R™ — R™, se tiene la secuencia de igualdades

%’O {9:(0)} = . %’0 {9:(0)} = %’O {Uog(0)} =

d d d
= G| taevon = 4 (a0 [a A3 (10,0 -

=[], (X(1,0,..,0)) =[], (=7, 01,0, U, 0) = (V1,..c, V) = prm (X))

3 Variedades con estructura conforme Rieman-
niana

El procedimiento desarrollado en la seccién anterior para espacios conformes
euclideos puede ser trasladado de manera inmediata al &mbito de las variedades
conformes Riemannianas (M,C). En este caso, la presencia de una estructura
conforme Riemanniana sobre la variedad diferenciable M va a permitir comple-
tar el fibrado tangente de M para dar lugar a un nuevo fibrado F', que apoya
sobre cada punto de la variedad base una ”esfera tangente”, y que recibe el
nombre de fibrado tangente esférico. Andlogamente al caso lineal, la estructura
conforme inicial presente en el fibrado tangente de la variedad M se extiende de
manera natural a todo el fibrado esférico.

De este modo, la estructura de una variedad conforme Riemanniana (M, C)
va a poder ser estudiada de manera alternativa a través del nuevo fibrado F,
donde los espacios vectoriales tangentes han sido sustituidos por sus complec-
ciones esféricas. La gran ventaja que supone el trabajar en el fibrado tangente
esférico F' es que la conexién normal de Cartan, canénicamente definida para
toda variedad conforme, adquiere en este &mbito una presentacién muy natural.
Veremos que la nocién de conexién de Cartan responde a la idea de transporte
paralelo de esferas tangentes de la variedad M preservando su estructura con-
forme, de manera totalmente andloga a la correspondencia entre la nocién de
conexion (lineal) de Levi-Civita con el transporte paralelo de espacios tangentes
preservando la estructura métrica.
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3.1 Fibrado tangente esférico y fibrados asociados

Sea M una variedad diferenciable de dimensién m, y C = {e*/ g : f € C>°(M,R)}
una estructura conforme Riemanniana sobre M.

Como es sabido, la estructura conforme C define sobre cada espacio tangente
de la variedad M una estructura conforme lineal (euclidea), con la correspon-
diente condicién de diferenciabilidad. Por tanto, dado un punto z € M, el
espacio vectorial tangente T,,M y su estructura conforme permiten distinguir
en el espacio vectorial de formas cuarddticas afines de T, M el espacio de sus
(m — 1)-esferas conformes generalizadas, T,, M, tal como hemos visto en la sec-
cién anterior, y a través de la proyectivizacién del subespacio de esferas de radio
nulo, pasar a la definicién de su compleccion esférica T, M. En definitiva, todo
espacio tangente T, M puede sumergirse de forma natural en su compleccién es-
férica, dando lugar a una esfera tangente T, M = T, M U {oco} que cuenta con la
presencia de una estructura conforme prolongacién de la existente en T, M. El
fibrado F = éJMTmM que se obtiene de este modo recibe el nombre de fibrado

xr

tangente esférico de (M,C).

La inclusién natural [5] que se tiene al nivel de las fibras, ¢y, : Tp M — T, M,
Vo € M, da lugar a una aplicacién entre fibrados que permite considerar al
fibrado tangente T'M sumergido en el fibrado esférico F'

t:TM — F

Como ya vimos en la seccién anterior, la compleccién esférica de todo espacio
vectorial conforme es una esfera doblemente punteada, en el sentido de que se
hallan en ella distinguidos dos puntos de naturaleza espacial: el punto origen O
y el punto del infinito co. Este resultado se manifiesta a través de la existencia
natural de dos secciones distinguidas en el fibrado F' — M.

e 0p: M — F,tal que op(z) =0, € T,M
o 0, : M — F, tal que ooo(x) =00, € T, M

La introduccién de la compleccion esférica de una espacio conforme, daba
lugar a una nocién mds general de referencia en la estructura conforme (como
difeomorfismos entre la compleccién esférica y S™), en la cual estdn incluidas
las referencias lineales conformes usuales del espacio vectorial. Por tanto, en la
variedad conforme (M,C) también el fibrado de referencias lineales conformes
CO(M) va a verse extendido a un fibrado de referencias asociado al fibrado
tangente esférico F'.

En primer lugar, sea P el fibrado de las referencias (en el sentido de la
seccién anterior) de las complecciones esféricas de los espacios tangentes de la
variedad, es decir,

P={p:S" — T, M : p difeomorfismo conforme T, M}

Es claro que P tiene estructura de fibrado principal con grupo estructural G =
O(m+ 1,1);, que representa el grupo de difeomorfismos conformes de la esfera
S
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Por otra parte, aquellas referencias que cumplen con la condicién adicional
de preservar el punto distinguido del origen, dan lugar a un subfibrado @ de P,
el llamado fibrado de las referencias especiales

Q={q:S"—=T,M e P:q(0)=0,}

Este es una H-reduccién de P, siendo H = CO(m) £ R™*, representando al
subgrupo de isotropia de los difeomorfismos conformes que fijan el punto origen
O es™.

Y en tdltimo lugar, aquellas referencias que preservan el punto origen y el
punto del infinito en las esferas, dan lugar a un subfibrado que est4 identificado
con el fibrado CO(M) de referencias conformes de M. Por tanto, CO(M)
aparece como una reduccion del fibrado P (y de Q) de grupo estructural CO(m).

Recordemos ahora que toda referencia especial de la compleccion esférica
daba lugar a una referencia lineal conforme del espacio vectorial subyacente, a
través de la diferencial en el origen. En el caso de nuestra variedad conforme M,
este hecho se traduce en que tenemos una proyeccién natural de @ — CO(M).
Se cumple ademds que restringuida al subfibrado CO(M) es la identidad. Es
maés, con tal proyeccién, Q — CO(M) tiene estrucutra de R™*-fibrado principal,
con una seccién natural dada por la inclusién.

P < Q < COM)

! ! !
M = M = M

Por otra parte es claro que si consideramos el espacio homogéneo G/H por
ser H un grupo de isotropia para el grupo G que actia transitivamente en S™
tenemos que G/H =~ S™. El grupo G actia de por la derecha en G/H a través
del producto de modo que se puede considerar el fibrado asociado P x¢ (G/H).
Este fibrado asociado es naturalmente isomorfo al fibrado tangente esférico F,
sin mds que hacer uso de la correspondencia

Pxg(G/H) 3 pxg(gH) +— pog(0) € T,M

(ésta no depende del representnate elegido puesto que si tenemos otro, serd de la
forma pgx ¢ (g~ gH) para cierto g € G, y es claro que pgo (g~ 'g)(O) = pog(0)).
Obsérvese que la seccién natural que tiene el fibrado asociado P x¢ (G/H)
definida por x — ¢ xg (eH),,q € Q., se corresponde con la seccién origen oo
del fibrado tangente esférico.

3.2 Ejemplo paradigmaditico

Tomemos como variedad M el espacio homogéneo G/H =~ S™ con su estruc-
tura conforme natural, siendo G = O(m + 1,1);, el grupo de transformaciones
conformes de S, y H = CO(m) KAR™* el grupo de isotropia del punto origen
0.
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Recordemos que S™ es la compleccion esférica de R™, y que se halla canéni-
camente sumergida en el hiperplano afin IT : zy — %$m+1 =1 de R™*2, tal como
se detalla en la seccién 2.1.1.; a través de la correspondencia

To+ 1

Sma(zo,x)<—>< ,$,x01>€HCRm+2

Esto hecho justifica que identifiquemos el espacio tangente a S™ en su punto (zg, )
con el subespacio vectorial m-dimensional de R™%2 en la direccién vectorial de
IT (de ecuacién xg — %$m+1 = 0), definido por

1
T(xo’x)Sm = {(iXO’ X, X()) S R™+2 . X1z + oo + Xy, + Xoxg = 0}

Como en este caso contamos con la presencia en la estructura conforme de una
métrica canénica p, el espacio de esferas conformes T(,, ,)S™ estd identificado
con R x Ti, »)S™ X R a través de

1
(u()auv um+1) — q77q<§X07X7 XO) = UO(XS + HX||2) - ZUTX - 2um+1

Elegimos el punto 5(%@) = (#2229 — 1) € R™*2 para que defina el origen

de la esfera tangente en (zo, x)

To+1
2

respondiendo a la intuicién geométrica de identificarlo con el propio punto base
(wo,x) € S™. Tomamos también el punto 50z, ,4) = % (ﬂ%l, z,x0+1) € R™T2

para definir el punto del infinito de la esfera tangente en (zg, x)

O(zo,2) = [Oo,)) = [

SXY e Xyt g — 1] = (20, )

-1
x02 SXY e Tyt g + 1] = (—xg, —2)

en respuesta a | aintuicién de hacerlo corresponder con el antipodal del punto
base (z9,x) € S™. Entonces, tal eleccién lleva a la correspondencia automética

RO(zg,z) = [65(%0,95)} = [

R x T(IOJ)Sm x R ~< 5(1071) > @T(x07w)Sm€B < 65(9;0@) >= R™2

(UU’ U, uerl) UUO(:co,:c) +u+ Um+100(zg,z)

definiendo un isomorfismo natural entre f(xow)Sm y R™*2 que preserva, las es-
tructuras conormes. A nivel de las cuddricas subyacentes, da lugar a una iden-
tificacion candnica de la esfera tangente T, ,)S™ con la esfera m-dimensional
Sm.

Por tanto, con las identificaciones naturales que acabamos de desarrollar, los
fibrados asociados a la variedad conforme S™ son los siguientes:

(i) El fibrado tangente esférico F de la esfera m—dimensional S™ es esen-
cialmente

F=8"xs"%sm

donde las dos secciones distinguidas son:
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00(20, %) = O(zy,2) = (w0, 2), (w0,2)) € S™ x S™

Ooo(T0, ) = 00 (z.2) = ((T0, ), —(T0,2)) € S™ x S™

(ii) El fibrado de referencias P es tal que sobre cada punto (zg,z) € S™
apoya la fibra formada por difeomorfismos conformes de S en S™ = T(xowwm)Sm,
es decir, elementos del grupo G = O(m + 1,1);. De modo que P es el fibrado
producto

P=S"x G sm

(iii) El fibrado de referencias especiales @ apoya en cada punto (xg,z) €
S™ la fibra formada por difeomorfismos conformes de S™ que llevan el origen
O = (1,0,...,0) € S™ al origen Oy, ) = (z0,2) € S™, de modo que Q = G ~
O(m +1, 1)]

Q=G — sm
g — 9(1,0,...,0)

Obsérvese que en este caso particular, en que trabajamos con el espacio
homogéneo S™ = G/H, cuenta también con la peculiaridad de que el fibrado
tangente esférico es naturalmente un fibrado producto, y por tanto, hay un
paralelismo absoluto que nos permite transportar naturalmente la esfera con-
forme tangente apoyada en un punto (g, ..., ) € S™ a la apoyada en cualquier
otro punto de la variedad (zo(t), ..., zm(t)) € S™

((x(]a ...,.’Em>, (XO, aXm>) - ((x()(t)’ "'7$m(t))7 (XO’ ’Xm>)

Remark 2 Seat — x(t) € S™ una curva en la variedad. A través de la seccion
natural origen oo, ésta se eleva a una curva en el fibrado tangente esférico
F=8"x8Sm

t— oo(x(t)) = (x(t),z(t)) € S™ x S™

El transporte natural en F' = S™ x S™ nos permite trasladar paralelamente
(a lo largo de xz(t)) cada elemento (x(t),z(t)) € {x(t)} x S™ hasta la fibra
Fyp0) = {z(0)} x S™, dando lugar a una curva z(t) en el espacio tangente
esférico Fy(o), que es el llamado desarrollo de la curva x(t) en Fy). Es claro
que, en nuestro caso, el desarrollo de x(t) es precisamente la curva z(t)

t— 2(t) = (@(0), 2(t)) € {2(0)} x S™

Es decir, el desarrollo de curvas asociado al transporte paralelo natural en F =
S™ x S™ es tal que reproduce "exactamente” en la esfera tangente {z(0)} x S™,
la curva base de la variedad S™. Geométricamente, esta igualdad se corresponde
con la siguiente idea: el transporte en el fibrado esférico S™ x S™ es tal que para
desplazar a lo largo de una curva en la variedad la esfera tangente en un punto,
se hace rodar la variedad base S™ sobre la esfera tangente, siguiendo el recorrido
de la curva, y sin que haya deslizamiento alguno, de este modo, la curva que se
obtiene en la esfera tangente copia exactamente el mismo trazado de la curva
inicial en la variedad base.

16



Dada una curva en la variedad, es claro que su desarrollo en la esfera tangente
viene descrito por la variacién del punto origen en la esfera tangente sufrida
durante el transporte a lo largo de la curva, por lo tanto, una consecuencia de
la observacién anterior es que tal transporte no preserva nunca los origenes de
las complecciones esféricas. No obstante, si preserva su estructura conforme,
de manera que este transporte puede describirse también en el dmbito de las
referencias conformes, es decir, en el fibrado P = S™ x (G. De este modo,
si (z,9) € S™ x G, entonces se traslada paralelamente (independientemente
del camino seguido) al elemento (x(t),g) € S™ x G. Como es ya conocido, el
transporte paralelo en el fibrado principal P queda completamente descrito en
el nivel infinitesimal, a través de su forma de conexién w € A (S™ x G, g).

e (3 O (5 0 (@.9(0) =

g_lg(t) = >\g—1*(g/(0))
0

W(x,g) (ZL’I(O), ()\g>* eXpX) =X e g

Si estudiamos ahora la restriccion de la forma de conexién w al subfibrado de
referencias especiales () = (G, que continia describiendo totalmente el transporte
paralelo de esferas tangentes, tenemos entonces una forma w € AY(G,g) que
actiia del modo siguiente: si g € Gy, ( siendo g(1,0,...,0) =z € S™), y X#(g) =
Agrexp X € T,G (para X € g), entonces,

(et g<t>>)

dt

wg(X#(g)) =wg(AgrexpX) =X

De modo que esta w € A(G, g) resulta ser la conocida forma de Maurer-Cartan
del grupo G, implicita en todo grupo de Lie, y que en el caso particular del grupo
GG de movimientos conformes S™, acabamos de ver que describe el transporte
natural en el fibrado tangente esférico de S™.

Puesto que este transporte paralelo en S™ estd definido por un paralelismo
absoluto, éste no dependerd de la curva base por la cual tenga lugar el desplaza-
miento, la forma de conexién asociada w tiene, por tanto, curvatura nula, y
esto ocurre efectivamente con la conexién de Maurer-Cartan, respondiendo a la
conocida ecuacioén de estrucutra

1
dw + g[w,w] =0

3.3 Conexién normal de Cartan de una variedad conforme

El ejemplo que se acaba de desarrollar, paradigma de variedad diferenciable
Riemanniana conforme, marca la pauta para generalizar esta idea y dar una
definicién de transporte paralelo de esferas tangentes en cualquier variedad Rie-
manniena conforme. De este modo, la conexion de Maurer-Cartan w, version
infinitesimal del transporte de referencias especiales en S™ = G/H, se verd a la
par generalizada a toda variedad conforme, dando lugar a la nocién de conezxién
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de Cartan, ubicada en este caso en el fibrado principal de referencias especiales
Q@ de la variedad. Al igual que en el caso métrico, una vez impuestas unas condi-
ciones de normalizacién sobre el transporte paralelo, en toda variedad conforme
Riemanniana hay una eleccién preferente de transporte de las esferas conformes,
unica, que es la correspondiente a la conexidn normal de Cartan de la variedad
conforme.

3.3.1 Transporte paralelo de esferas conformes

Sea (M, C) una variedad conforme Riemanniana, con F' — M el fibrado tangente
esférico, P — M el fibrado de referencias esféricas, y @ — M el fibrado de
referencias especiales. Es claro que todo transporte paralelo en F' preservando la
estructura conforme da lugar a un transporte paralelo en el fibrado de referencias
P, con las correspondientes condiciones de compatibilidad con la accién del
grupo G. A nivel infinitesimal, el transporte paralelo se describe a través de
una conexién principal, es decir, de una 1-forma w € A'(P,g) verificando las
condiciones siguientes Vp € P:

(i) wp(X#(p)) = X, VX € g
(i) Ryw = Adg-w, Vg € G
(t31) kerwy, &V, =T, P, con V, el espacio vertical del fibrado P.

Hemos observado anteriormente que en el caso homogéneo S™ = G/H el
llamado desarrollo de una curva en el fibrado tangente esférico, que describe
el movimiento del origen O al desplazar la esfera tangente a lo largo de la
curva, reproducia exactamente la curva base, respondiendo a una condicién
geométrica de no deslizamiento. En el caso general, la condicién equivalente
se formula tnicamente a nivel inifinitesimal, ya que el desarrollo de la curva
x(t) en la variedad M se trata de una curva z(t), con origen O, (), en la fibra
Fr) = Tyo)M, y las variedades M y T,)M son en general de naturaleza
distinta. Obsérvese no obstante que estas curvas tienen velocidades iniciales
comparables, puesto que se tiene 2'(0) € Ty )M y 2'(0) € To,, (Two)M) =
Ty0yM (por la inclusion ¢ : Ty M — Ty M). De este modo, tiene sentido la
condicién

Z'(0) = 2'(0) € Ty M 9)

y es la que llamamos condicidn de no deslizamiento, imponiéndosela al trans-
porte natural de esferas en (M, C). Esta condicién esta expresada en el articulo
de Cartan a través de la identificacién del punto de apoyo x € M de cada esfera
tangente T, M con el punto origen O, de dicha esfera, de modo que en el trans-
porte paralelo de esferas, el desplazamiento del origen es entonces equivalente al
desplazamiento del punto base sobre la curva. Estd equivalencia, a un nivel in-
finitesimal es exactamente la condicién descrita en [9] referente a la coincidencia
en las velocidades iniciales.

Como en el caso homogéneo, nos interesa el estudio de la forma de conexién
w asociada al transporte paralelo en su restriccién a Q. Se tratard por tanto de

18



una forma w € AY(Q, g), verificando la condicién de no deslizamiento y tal que

VgeQ:
(i) wg(X#(q)) = X, VX € b
(i) Ryw = Ady—w, Vg € G.
Proposition 3 La condicién de no deslizamiento [9] es equivalente a que la

forma w € A(Q, g), al descomponerse en factores w = w_1 +wy € A (Q,R™ &
b), verifique para su componente w_1 € A (Q,R™), la identidad siguiente

* coM
wor = (g ) 070D (10)

siendo 0°°M) 1o forma vertical natural del fibrado CO(M).

Proof. Supongamos que tenemos la conexiéon w € A'(Q,g) describiendo
un transporte paralelo en el fibrado esférico de la vareidad conforme M. Sea
&, € T,Q la velocidad inicial de la curva t — ¢; € Q, y sea z; = H%(Qt) e M.

(i) En primer lugar calculemos w_1(§,).

Todo elemento ¢; € @, se transporta paralelamente a lo largo de la curva
base z; hasta dar lugar a un elemento p; € Q,,. Entonces,

wte) =00 (5] ) = | 100 - 5

o {g:}

siendo g; la curva en G con origen en e € G tal que p; = q.g¢, Vt.
Por tanto,

sl = ren (wl6y) = e (5| (0) e”

Por una observacién anterior, en el estudio del grupo G ~ O(m + 1,1), se tiene

d d m_ mm
pren (] {0) = 5| 1000 e o8~

por tanto, serd

walt) = 5| {90}

(ii) Calculemos ahora (HgO(M)>* geon) (€,)-
* pCo co
(HgO(M)> 0 (M)(fq) = 9ot (HgO(M)*(fq)) =

- (HgO(M) (Q))il (5. (&) = (q*)il(a @)
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Por lo tanto, la condicién [10] del enunciado es equivalente a:

@) (| 0= | 190)
| 7= 5| o) -5 woy (1)

Es inmediato observar que la curva p;(O) € T, M es precisamente el desarrollo
2(t) de x; en la fibra Ty, M. En efecto, la curva ¢;g; * € P en el fibrado de
referencias es elevacién horizontal de ;. Ahora, para toda ¢ tenemos el elemento
o(zs) = Oy, € Ty, M y la referencia g;g; ' de T,,, M de modo que o(z;) tiene
coordenadas

(2:9;7) " O, = 910, 1(Os,) = 9:(0)

por lo tanto, por ser g;g; © € P curva horizontal con origen g, se tiene que el
transporte paralelo de o(z;) es

z(t) = q9:(0) = p(0)
De modo que la equivalencia anterior [11] es justamente .

d

dt

d
Tt = —

=g

0

la condicién de no deslizamiento m

Por lo tanto, todo transporte paralelo natural conforme en M se correspon-
derd con una forma de conexién asociada w € A'(Q,g) verificando las condi-
ciones:

(i) wg(X#(q)) = X,VX € b
(i) Ryw = Adg-w,\¥g € G

(i) w_1 = (ngO(M)) peo( 1

Remark 4 Obsérvese que la componente w_1 € AY(Q,R™) es horizontal (por
la propiedad (i)), de modo que fijado un elemento q € Q, es decir, fijada un
referencia especial de la esfera tangente T,M en x € M, (w,l)q puede verse
actuando sobre la variedad M,

(W-1)y 1,0t TeM — R™

IEn general, una conexiéon de Cartan en @ se define como una I-forma w € A(Q,g)
verificando las condiciones (2), (i7) y

(#11) Vg € Q, wq : TqQ — g es un isomorfismo.

Es claro que condicién (i74)’ que se impone en este caso lleva implicita la condicién general

(iid).

20



Por la proposicion que acabamos de ver, la condicion de no deslizamiento es
equivalente a la siguiente identidad

@ Dgigr = 0 LM — R™

Puesto que q. € CO(M), tenemos entonces que si (w_l)%TzM = (W1, eery Win ),
entonces,
ds* = w? + ... +w?

define una métrica de la estructura conforme en T, M.

3.3.2 Condiciones de normalizaciéon

Como se ha visto, las condiciones presentadas anteriormente ((2), (i7), (¢i7)) son
las que aparecen de manera natural en toda conexién que describa un transporte
paralelo en las esferas tangentes, a continuacién, se detallan otras condiciones
especiales que se consideran ¢ptimas para tal transporte (como es el caso de la
simetria), y que distinguirdn el modo mds natural de transportar esferas en una
variedad conforme.

Si tomamos como referencia al espacio homogéneo G/H, una caracteristica
adicional de la conexién natural (de Maurer-Cartan) comentada ya anterior-
mente, es que su curvatura es idéticamente nula. En general, una condicién
similar de anulacién de curvatura no va a poder ser impuesta para una var-
iedad conforme arbitraria (M,C), puesto que ésta seria equivalente a exigir que
el transporte entre dos puntos de la variedad no dependa del camino que los
una, de modo que la topologia de la variedad puede presentar claras obstruc-
ciones a tal condicién. No obstante, si vamos a poder imponer otras condiciones
naturales sobre la curvatura de la conexién, presentes en la conexiéon de Maurer-
Cartan y méds débiles que la anulacién, aptas para cualquier variedad conforme.
Estas determinardn completamente una tnica conexion de Cartan: la llamada
conezxion normal de Cartan de la variedad conforme (M, C).

En primer lugar, recordemos que la curvatura de una conexién, correspon-
diente a la variacién experimentada en el transporte paralelo a lo largo de un
camino cerrado infinitesimal sobre M, se manifiesta a través de la 2-forma hor-
izontal Q € A?(Q, g), definida por la férmula

Q=dw+ %[w,w] € A*(Q,9)

La descomposicién del dlgebra graduada g = R™ & h = R™ @ co(m) &
R™* da lugar a la descomposicién del tensor curvatura en componentes 2 =
(Q-1,9Q0,84), siendo

Q_1 =dw_q + [wo,w—_1]

1
Qo = dwo + [w1,w—1] + §[w0,w0]

O = dwy + [wo, wi1]
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En particular, la componente Q_; € A%(Q,R™) se denomina la torsion de w. La
eleccion de este nombre estd motivada por el hecho de que éste es un operador
andlogo a la torsién usual en las conexiones lienales. Efectivamente, obsérvese
que, de nuevo por la condicién (i), si consideramos el R™*-fibrado principal
Q — CO(M), los tensores w_1,wq y _1 son horizontales y dan lugar, por
tanto, a tensores en CO(M), verificando la férmula siguiente:

coM coM
gq*( ) pCO(M)

(Q-1)q1,, coony =4 +wo)gr,. coan 0. ]

siendo °°™M) 1a forma vertical en CO(M). Es claro, entonces, que el tensor
(Q,l)q’Tq*CO(M) responde a la definicién usual de torsién en la G-estrucura
CO(M) para (wo), 7, cor : 1q.COM) — co(m).

Como ocurre en el caso de las variedades métricas y la conexién de Levi-
Civita naturalmente definida en ellas, a la conexién de Cartan asociada al trans-
porte natural de esferas tangentes de una variedad conforme (M, C) se le exige
la condicién (compatible ya con cualquier variedad conforme) de tener torsion
nula, es decir,

(iv) Q-1 =0

Es claro que esta condicién es intrinseca de la variedad, en el sentido de
que no depende de la referencia especial ¢ € () que estemos considerando. En
particular, el significado geométrico de la propiedad (iv) es que el transporte
paralelo de la esfera tangente a lo largo de un camino cerrado infinitesimal sobre
la variedad M, preserva el punto origen.

A continuacién denotemos por ) € A%(Q,R) al tensor asociado al factor
de escala (en R) del dlgebra conforme co(m) = R @ o(m) de la correspondiente
componente Qy € A%(Q,co(m)) de la curvatura. A través de una rutinaria
comprovacion, se tiene que de nuevo la anulacién simultdnea de los tensores €21
y 9 es intrinseca a la variedad, es decir, no depende de la referencia de la esfera
tangente ¢ € @ que se considere. La interpretacién geométrica se corresponde
con la propiedad de que el transporte paralelo de la esfera tangente a lo largo
de una curva cerrada infinitesimal sobre la variedad da lugar a un movimiento
conforme de la esfera que, a parte de mantener fijo el origen, preserva también
el factor de escala de las métricas conformes en T, M = Tp, (TzM ) Esta
iltima condicién estd también requerida para el transporte natural, la llamada
”condicion isometrica” para la curvatura:

(v) Q8 = 0.

A continuacién, pasamos a estudiar la condicién de normalidad, que acabard
por determinar totalmente el transporte de esferas tangentes conformes de la
variedad M. Esta iltima viene impuesta sobre la componente de la curvatura
Qo € A*(Q,co(m)). Por la condicién (v) anterior, resultard que ésta compo-
nente en realidad toma valores en la subdlgebra ortogonal o(m) C co(m), es
decir, Qp = (Q}) € A*(Q,0(m)). Si tomamos la base de 1-formas dada por las
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componentes del tensor w_; = (wl, ...,wm) € A*(Q,R™), Qq se podra expresar
a través de unas funciones Az-kl, para k < [, dadas por

Q; = ZAékl ((}Jk AN wl)
k<l

La condicion de normalizacion es entonces la siguiente:
(vi) SSAF, =0
. ijk

Esta condicién es de nuevo independiente de la referencia conforme ¢ € Q) que
estemos considerando, y define entonces una condicién geométrica intrinseca a
la variedad. De hecho, esta componente de la curvatura define un caracteristico
operador naturalmente asociado a toda variedad conforme: la curvatura de
Weyl.

Remark 5 Dada una conexién w de Cartan ( i.e. una forma verificando (i),

(1), (4i1) ), entonces, el cumplimiento simultdneo de las condiciones de simetria

((iv) 2 = 0) y de normalidad ((vi) ZAi-‘”'jk = 0), lleva implicito el cumplimiento
k

de la propiedad (v)
0% =0

Proof. En primer lugar, el hecho de que w tenga torsién nula (condicién
(iv)) da lugar a la siguiente relacién, haciendo uso de la segunda ecuacién de
estructura:

WA= WAL =0, Vi=1,..,m
k

es decir, si Qf = A, (w* A w'), entonces,

ZAZM (wh A Wk /\wl) = ZASM (w' A wF A wl)
h.k.l ki
Al + Ay + Al = Ay — A = 240k, Vi, k, 1 (12)
Puesto que Qo = (Qz) toma valores en o(m), se tiene i = 0 (luego A%, =0
para todo k, 1) y de este modo la anterior férmula [12] implica la siguiente: para
todo k,1
2400 = Al + Alie = Als — Al

2mAgy, = Z (Aizi - Afki) = ZAfm‘ - ZAfki (13)

3

Si contamos ahora con la condicién de normalidad (vi) es claro entonces que el
lado derecho de la igualdad [13] es idénticamente nulo, resultando entonces

Por lo tanto, la condicién (v) no es siné consecuencia de la condiciones de
simetrfa y normalidad. m
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Las condiciones naturales (i), ..., (vi) que se han ido describiendo resultan
ser compatibles para cualquier variedad conforme Riemanniena (M,C). En el
articulo de Cartan se puede hallar un desarrollo detallado, a través del conocido
método de la referencia mévil, de célculos que aseguran la existencia de una
conexion w verificando las condiciones hasta ahora presentadas, en toda variedad
conforme Riemanniana general,

e las condiciones comunes de todo transporte de esferas: (4), (i), (#7)

e las condiciones caracteristicas del transporte natural, impuestas
sobre la curvatura:

0'=0,00=0> AF, =0
k

Llegados a este punto, la conexién atribuida al transporte natural va a
cumplir la condicién de unicidad bajo tales condiciones en el siguiente sentido:
la unicidad viene dada salvo métrica g perteneciente a la estructura conforme C.
Fijando préviamente una métrica compatible g € C, es claro que ésta da lugar a
una reduccién de CO(M) (y de Q) de grupo estructural CO(m), formada por
aquellas referencias lineales ortonormales para g, que denotamos por O(M),.
Esto nos da la posibilidad de anadir una propiedad més,

w8|TO(M)g =0 (14)
es decir, geométricamente, se impone que el transporte paralelo de esferas tan-
gentes experimente una variacién del factor de escala conforme compatible con
la métrica g € C. Esta condicién [14] se puede expresar de manera equivalente
a través del enunciado siguiente: la componente wy € A(Q, co(m)) restringida
al fibrado O(M), de referencias ortonormales de g € C toma valores en la sub-
dlgebra o(m), lo que significa que la 1-forma wy € A (O(M)4, 0(m)) define una
conexién lineal en el fibrado ortonormal O(M),. Obsérvese ademds, que por
la condicién anterior (iv) de simetria, ésta es exactamente la unica conexién
simétrica compatible con la métrica, es decir, wg es la conexién de Levi-Civita
de la métrica g.

3.4 Conclusion

Resumiendo, si partimos de una métrica en la estructura conforme g € C, existe
una tnica conexién de Cartan w € A(Q, g) (verificando pues () y (i4)), tal que
sus componentes cumplen las propiedades:

gCO(M) (

e w_ se corresponde con la forma vertical determinada por

la condicién (i4i))
e w se corresponde con la forma de la conexién de Levi-Civita de g
(determinada por la condicién (iv) y la compatibilidad con la métrica

g [14))
e w; determinada por la condicién de normalidad (vi).
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Tal conexién recibe el nombre de conexion normal de Cartan en la variedad
conforme (M, C), y permite asociar a cada estructura conforme definida sobre
una variedad diferenciable un transporte natural en el fibrado tangente de esferas
conformes, canénico, salvo eleccién de métrica compatible.

Esta unicidad salvo representante métrico es suficientemente restringida como
para dar lugar a tensores y propiedades completamente definidas para la estruc-
utra conforme, sin depender ya del representante métrico que se considere. Por
ejemplo, como ya hemos comentado anteriormente, la componente de la cur-
vatura g define un operador en M que coincide con la denominada curvatura
de Weyl de la variedad conforme (que nos permite comprobar para m > 3,
cuando la estructura conforme es localmente plana).

Una vez hecha esta descripcion detallada del procedimiento de Cartan en
variedades conformes queda claro que su construccién coincide exactamente con
la presentada por W.Poor en su trabajo. En él, los fibrados de referencias para la
esfera conforme se presentan como fibrados asociados al fibrado de referencias
lineales conformes CO(M) a través de la inclusién natural del grupo CO(m)
en los grupos H y G, quedando més oculto de este modo el posible significado
geométrico original de tales fibrados como los formados por un tipo de referencias
conformes.

No obstante, se habrd observado que la mayorfa de los autores Kobayashi,
Sternberg, ... hablan a la conexién normal de Cartan de una variedad conforme
(M,C), haciendo referencia a una 1-forma de similares caracteristicas (verifica
las condiciones (i), ..., (vi)) pero definida en un fibrado @ de distinta indole al
aqui presentado a través de referencias especiales de las esferas conformes; en
este caso, el fibrado Q = CO(M); es el conocido como la primera prolongacion
de CO(M), subfibrado de L(CO(M)) C L(LM) que representa a la familia
de posibles conexiones lineales simétricas que admite CO(M)?. En este caso,
la unicidad de la conexién de Cartan es absoluta y no depende ni siquiera de
representantes métricos.

Es ma4s, se tiene que toda métrica g € C define un isomorfismo natural entre
los fibrados Q@ — CO(M) de referencias esféricas, y la primera prolongacién
CO(M); — CO(M), haciendo corresponder la conexién de Cartan candnica
en CO(M); con la naturalmente obtenida en @) a partir de la mética g € C.
Este hecho nos asegura que todo tensor relacionado con la conexién normal
de Cartan w en @ que de lugar a un tensor en CO(M) va a ser inherente
de la estructura conforme C, puesto que podra obtenerse también a través de
CO(M)1, en donde la conexién normal de Cartan es canénica y no depende de
representante métrico. Este es el caso del tensor de curvatura de Weyl.

Esta tltima observacion, resuelve ya totalmente la cuestion de la unicidad
puesto que aunque aparentemente en la construcciéon de Cartan se llega al final a
una familia de conexiones posibles, con un grado de libertad dominado paralelo
a las métricas conformes de la estructura, a través de la primera prolongacion
CO(M); todas ellas pueden aunarse en una tnica conexién de Cartan.

2Este fibrado estd también naturalmente identificado con el subfibrado de F2(M) llamado
levantamiento al primer orden de CO(M).
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