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1. G/H—-Estructura tangencial: Definiciones

Haremos el siguiente convenio:

Si bajo las hipdtesis ambientales, existe un isomorfismo candnico entre
dos objetos A y B, escribiremos A=B

En lo que sigue es M una variedad diferenciable de dimensién m.

1.1. Espacios homogeneos
1.1.1. Definiciones

Un Espacio Homogéneo viene definido por una variedad diferenciable F',
y un grupo de Lie G que actua diferenciablemente sobre F’

GXF—F (g,2) = N\(z) =g

Admitiremos que G actua transitivamente sobre F', es decir, para todo
z,y € F, existe g € G, tal que g(x) = y.
Denotamos
Gw={9€G:g9.0=y}

Llamamos grupo de isotropia de un punto x € F', al subgrupo H, de las
transformaciones de G' que dejan fijo el punto z, es decir:

H,=Gu={heG:hx=z}

Notese que si g € G, es tal que g.x = y entonces H, = gH,g~'. Asf fijado
un punto o € F', todos los grupos de isotropia H, de los puntos de F' son
conjugados con H = Hj. Claramente H es un subgrupo cerrado de GG, y por
tanto GG/ H tiene una tinica estructura de variedad diferenciable de dimensién
dim G —dim H, que hace a la proyeccién canénica 7 : G — G/ H submersion.
Hay ademéds un difeomorfismo canénico (fijado o € F):

7o:G/H>gH — go€F
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que permite identificar ambos espacios (F' = G/H). Asi 7 : G — G/H se
identifica con
7:G—F,g—g.0

Notese que dar el cociente G/ H es equivalente a dar un espacio homogeneo
F', con un punto destacado o.

1.1.2. Espacios homogeneos reductivos

La diferencial m, = dn(e) : g — T,F induce por paso al cociente un

isomorfismo canénico
T :9/b—T,F

que permite identificar ambos espacios.
Recordemos que si g € G, el automorfismo de conjugacién Cy : G — G,
a — gag~! da lugar a
dCy(e) = Ad, € GL(g)

y la aplicacion Ad : G — GL(g) define una representaciéon denominada
representacion adjunta. Su restriccion Ady : H — GL(g) su restriccién a
H, da lugar por paso al cociente a una actuacién sobre el espacio vectorial
cociente g/b , que denotamos Ady : H — GL(g/h). Via la identificacién 7,
es fécil ver que:

d\n(0) = Ady, : T,F = g/b — g/b = T,F (1)

Se dice que el cociente G/H es pseudo reductivo, si existe g_; subdlgebra
abeliana de de g con

g=bdg1

y se dird reductivo si existe p subespacio complementario de h en g tal
que Ady(p) C p para todo h € H. Se tiene entonces [h, p] C p , y se denomina
a p subsepacio de lie

Si ademds p es una subdlgebra abeliana de g, se dird que G/H es fuerte-
mente reductivo, y entonces se tiene:

g:h@adhp

1.1.3. Orden de un espacio homogeneo

El espacio homogeneo F' = G/H se dice de primer orden si la repre-
sentacién Ady : H — GL(g/h) es inyectiva. Esto significa cada transforma-
cién A\, : F'— F (h € H) viene determinada por su diferencial dA,(0).

Si d"Ap(0) representa el r — jet de A\, en o € F, diremos que el 6rden del
espaci homogeneo es igual a r, si se verifica para cada h, k € H, la implicacién

dr)\h(O) = dr)\k(O) = )\h = )\k



1.2. Estructura tangencial: Primera Definicién

Una G/H -estructura tangencial sobre M, viene determinada por un H -

@ . .
fibrado principal Q@ — M, y un grupo de lie G que contiene a H como
subgrupo cerrado, de forma que dim G/H = dim M.

1.2.1. Convenios observaciones y notaciones:

SiY — M es un fibrado sobre M, denotamos por Y, la fibra sobre z € M.
Sea () - M una G/ H-estructura tangencial sobre M.

a) m, : G — F = G/H es la proyeccién canénica. En F' hay un elemento
distinguido 0o = eH € F, y H es exactamente el grupo de isotropia
en la actuacién natural G X F' 3 (g,€) — g€ = Ly(§) € F, del origen
o =eH € F. Denotamos por g y h a correspondientes dlgebras de Lie
de G y H, respectivamente. Sea n = dim g, r = dim h . Como el niicleo
de (m,), : g — T,F es igual a b, se tiene la igualdad:

T.F =g/b

La dimension de M es m =n —r = dim F, y la dimensién de () es por
tanto r +m =n =dim G

b) Denotamos por £ = @ x g F al fibrado asociado, respecto a la actuacién
natural H x F' — F, 7 : E — M es la proyeccion canénica. Podemos
escribir: F = {¢xg&:v € Q, £ € F'}, entendiendo que gh Xy & = ¢ X g
hé, paratodo g € Q, h € H, £ € F ,y m(qg xy &) = 19(q). Nétese que
en particular, para g € Q,, h € H se tiene ¢ Xxgo = ¢ Xz ho = gh xgo,
y la aplicacién o : M — E definida sin ambigiiedad por o(z) = g Xy o
cualquiera que sea q € ()., y constituye una seccién global de F.

c) Se construye el fibrado principal P = @ Xy G sobre M, con grupo G.
Nétese que (¢ Xz g)g = v Xz g9’ para 9,9 € G, ¢ € Q. Sea 7% :
P > qxpgg— 7P(q) € M la proyeccién natural. El fibrado @ puede
verse asi, como un subfibrado principal de P con fibra H. Se denota
por i : ) 3 q— q=qXxpge€ P alainclusién canénica.

d) Hay un isomorfismo canénico ¢ entre el fibrado ' = Q Xy F,y P x¢ F,
que queda bien definido de la siguiente forma: fijado px g€ € PxgF, se
toma g € G, tal que pg € Q,y ¢ (p xa &) =pgxng ' € E=QxuF.
Asi E = PxgF,yademds E = P/H, mediante el isomorfismo canénico
P/H>pH —pXxgo€FE

P
Partiendo de un G —fibrado principal P = M, se tiene la siguiente defini-
cién equivalente:



1.3. Estructura tangencial: Segunda Definicién

Una G/ H -estructura tangencial sobre M , viene determinada por un G— fibrado

principal P L M y un H—subfibrado principal, () , donde H es cerrado en
G y dimG/H = dim M

1.3.1. Observacion

Notese, que el dato @) equivale a dar una seccién global o del fibrado
E=P/H>pH 5 p(p) € M.

En efecto, dado @), definimos 0 : M 3 x — @), € E. Reciprocamente cada
seccién o del fibrado E da lugar a un tnico subfibrado principal ) de P con
fibra H, tal que imo C @, basta tomar (), = o(x)H para cada = € M.

1.4. Estructura tangencial: Tercera Definicion

Hay una tercera forma de mirar una GG/H-estructura tangencial de par-
tiendo del fibrado G/ H—homogeneo E sobre M. Recordemos que esto es un
fibrado £ = M con fibra F = G/H espacio homogeneo punteado o = eH
de grupo G, es decir, para cada xo € M, hay un entorno abierto U de xg
y una G—carta fibrada, es decir, una biyeccién ¢ : 771 () — U x F con
¢ (E,) = {z} x F para todo x € U. Se denota por ¢, = ¢| : E, — F. De
forma que si ¢ : 71 (V) — V x F es otra G—carta fibrada, entonces para
cada z € U NV la aplicacién ¢, o p, ! : F — F actua sobre F, como cierto
gop(x) € G, siendo g,y : U NV — G una aplicacién diferenciable

Una G/ H-estructura tangencial sobre M es un fibrado G /H-homogeneo
E 5 M sobre M (con dim G/H = dim M) y una seccién suya o : M — E.

De esta forma se construye para cada x € M, P, = {¢,;'og: g € G}
y Qr = {p;'oh : h € H}. Naturalmente @), y P, no dependen de la G-
carta fibrada ¢ : 77! (U) — U x F elegida por z. Se denomina a F, espacio
homogeneo tangencial a M en x

Se llama orden de una estructura tangencial, al drden del espacio ho-
mogéneo. Se dice que la estructura tangencial es (pseudo) reductiva, si lo es
el espacio homogéneo

2. Estructura tangencial: Ejemplos

2.1. Preliminar: Productos semidirectos
2.1.1. Afinizaciones.

Los vectores de R™ serdn considerados vectores columna. Su espacio dual
(R™)" sera denotado por R,, y sus elementos son vectores fila. Un subgrupo



Gy (cerrado) del lineal general GL(m,R), usualmente se le ve actuando por
la izquierda sobre R™, Gy x R™ 3 (g,v) — gv € R™ por medio del producto
matricial. Esta actuacién permite construir el grupo de lie afinizado por la
derecha GoA = G X4,q R™, cuyo espacio base es el producto cartesiano Gg X
R™ y su estructura de grupo, se obtiene identificando (g,v) € Gy x R™ con

. 1 . -
la matriz < y 2 ) y aplicando el producto matricial:

s n (10 1 0 B 1 0 _ , ,
wod )= (3 o) (v g )= (0l ) =teosa) @)
El dlgebra de lie de Gy x4 R™ es

goa:gg@stm:{(A,v): (g ?4>,veRm,Aeg}

donde el corchete esta definido por medio del conmutador del producto ma-
tricial
[(Av v), (Alv UI)] = HA, A/]> Av' — AIU]
a agy = go Dsq R se llama suma semidirecta de go y R™ .
Anslogamente, G actua por la derecha sobre R,,, : R, X G 3 (o, g) —
ag € R, por producto matricial, y se construye el afinizado por la izquierda
AGy =R, X0 Go ={((,9) : g € Go,( € R} con la ley de composicion:

(C,g)(CCg’)=<(1) §><(1) 3)2(5 C;g,Cg >=(C’+<g’,gg’)

donde se ha identificado ((, ¢g) con la matriz ( (1) g ) :

La correspondiente dlgebra de lie es la suma semidirecta agy, = R,,, ®sq 9o

2.1.2. Generalizacion

La construccién anterior se generaliza trivialmente, si se parte de un grupo
de Lie GGy abstracto, y una accién por la izquierda p : GoxV — V de G sobre
un grupo de Lie (V,+), que da lugar a un homomorfismo p : Gy — Aut (V)
siendo Aut (V') el grupo de los isomorfismos de V' en V. Este homomorfismo
induce un homomorfismo entre las correspondientes dlgebras de Lie p, : gg —
Aut () siendo g, v U las dlgebras de Lie de Gy, y V' respectivamente.

Esto da lugar, generalizando la férmula (2) al grupo Gy X, V, producto
semidirecto con operacién definida por la férmula:

(9,0)(g", ") = (99,0 + p(g) V)
con algebra de Lie gy ©,, U suma directa con corchete:

[(A> U)> (A,> 1}/)] = ([A’ Al]v (p*A) v — (p*A,) U)



2.2. La R™-estructura tangencial de una H-estructura.

2.2.1. H-Estructuras.

Fijado un modelo V' de espacio vectorial m-dimensional, y x € M, una
V-referencia en x es un isomorfismo lineal v : V' — T, M. Se puede construir
L(M,V) — M, el fibrado de las V-referencias, que es un fibrado principal
con grupo GL(V). Si H es subgrupo cerrado de GL(V'), una H-estructura es
una H-reduccién 79 : Q — M de L(M, V). Hay una forma vertical canénica
6 € AL(TQ,V) definida por:

0 (vy) = q_l (W?Uq)

Cuando V = R™ una V-referencia u : R™ — T,M es esencialmente una
base de T, M, y se llama simplemente referencia. L(M) = L(M,R™) es el
clasico fibrado de referencias, y () serfa ahora una H-estructura clésica.

Notese que una H-estructura general Q — M (H C GL(V)) se trans-
forma en una clédsica, )¢ — M desde el momento en que se fije una base
e =(ey,...ey) de V. Todas las H-estructuras (e obtenidas a trravés de las
distintas bases e de V' se considerardn iguales.

2.2.2. La estructura tangencial asociada

Sea () una H-estructura cldsica. Es decir, @) es un H-fibrado principal
sobre M, H es un subgrupo cerrado de Gl(m,R).
Notese que H A actua naturalmente sobre R™ por transformaciones afines

(oo) (€)= (dae)

Vg § v+ g8

siendo H = {0} x H el grupo de isotropia del origen. as:
R™ — HA/H

Segun definicién 1.2 tenemos una HA/H —estructura tangencial en M. El
fibrado principal de grupo H A construido en la definicién 1.3 es P = AQ —
M afinizado natural de @, es decir:

Po={p:R" =T, M:p§ =v+qf, q € Qu,veET,M}

El fibrado R™-homogeneo construido en la definicién 1.4 identifica F, =
T.M, y la seccién o es o(x) =0, € T,,M para todo x € M.

En particular tomando @ = L(M) , H = GL(m,R) tenemos-una R™
estructura canénica en M que describe esencialmente el fibrado tangente
TM y se llama estructura tangente natural de M.

Notese que esta estructura tangencial es fuertemente reductiva, y de
primer orden



2.3. Estructura tangencial proyectiva
2.3.1. Compleccién proyectiva natural de un espacio vectorial

Sea V' es un espacio vectorial de dimensién m, denotamos por V =

~

VUPV) = P(V) ala extensién proyectiva de V' como espacio affn, en
donde P(V) = oo es el plano del infinito. Se ha denotado V' = RxV =
{(vo,v) :vg € R,v € V'}, y para cada v € V se tienen las identificaciones

v=(1,v) =[1,v] (3)

V* = P(V*) es el proyectivo dual que se identifica con el conjunto de los
hiperplanos de V' que son los hiperplanos afines de V, y el hiperplano del
infinito co = P(V).

Un elemento tipico § del grupo GL(V) de las transformaciones lineales
de V se escribe como

g:(zo ;‘ ),ao%o,aev,ozev*,goeGL(V)
0

y ¢ actia sobre < ZO ) eV por medio del producto matricial:

(v [ a « vo \ _ ( aovo+ a(v)

I\v )7 a 90 v )\ voa+ go(v)
El grupo proyectivo de V es GP(V) = PGL(V) = {g = [4] : g € GL(V)}, si
g = [g] se tiene

vo | ag o Vo | apuo + a(v)
91w |~ a o v | woa + go (v)
Por otra parte, g € GL(V) actia sobre ({p,() € V* por la derecha, por

medio del producto matricial:

ap «

@ai=@o (o

) = (Goao + ¢ (a) , Goax + C © go)
y sobre V* = P(V*) de la forma:

G0, Clg = [(CO,C) ( o @

)] = o+ @) Ga+coal

Observese que un hiperplano H de V se identifica con el elemento [Co, (] €

V* tal que
n={[ 0] @a () =am+cw-of
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La transformacién g € GP(V') envia hiperplanos H a hiperplanos g(H), y se
tiene la identidad:

9 (H) = [¢o, ¢lyg

Tenemos por un lado una actuacién natural
GP(V)xV*3 (g9,H) — g(H) € V*
que es transitiva, con grupo de isotropfa en el hiperplano oo el infinito:

GPuV) =g € GP(T):g() =00} = { | 0 | € GP7): a0 20

a

que se identifica con el grupo afin de V, GLA(V) = GL(V') x4 V (afinizado
por la derecha de GL(V')) mediante el isomorfismo canénico

GLA(V) 3 (i 20 ) — H 20 1 € GPy(V)

y por tanto 5 5 N
V* = GP(V)/GPy(V)

Por otro lado, tenemos el afinizado por la izquierda:

1 «

H=AGL(V)=V"*"xq GL(V) = {( 0 g > eV, g € GL(V)}
0
que puede sumergirse canénicamente en G/P(V) mediante

AGL(V) 3 ( (1) 2‘0 > - [ (1) ;‘0 } € GPy(V) c GP(V)

siendo GP,(V'), subgrupo de las ¢ € GP(V'), que dejan invariante la radiacién
de hiperplanos que pasan por el origen 0 € V', o lo que es equivalente:

GR(V) ={g € GP(V): g(0) = 0}

de esta manera H = AGL(V) es el grupo de isotropia del origen 0 € V', de
la actuacién transitiva natural

GP(V)xV =V

y por tanto ~ 5 R
V=GPV)/GP(V)



2.3.2. Estructura tangencial proyectiva natural sobre M

Tomando V = R™, es V = R™ ¥V = P(R™1) = P, V* = R,
V* = P(Ryy1) = Ppo. Ademids: Gy = GL(V) = GL(m,R), G = GP(V) =
GP(m,R) =PGL(m+1), H=GL(m,R) x;qR,,, y P" =G/H.

También se puede aplicar esta construccién en cada espacio tangente T, M
de una variedad m-dimensional, M, lo que nos permite construir el fibrado
P™-homogéneo 7T (M) — M con espacio total.

T(M) = Upert T, M

y la seccién canénica M > ¢ — 0, € T, M C T, M. Como dim P" = dim M =
m, se concluye que esta es una P"-estructura tangencial canénica en M.
Observese que con las notaciones que venimos utilizando, es:

P, = {p P — m , homograffa }

Veamos que la P™- estructura tangencial de M es pseudo reductiva. En
efecto, si GP.(m,R) es la componente conexa de la identidad de GP(m, R),
la aplicacién

SL(m+1,R) > g — [g] € GP.(m,R)

resulta ser epimorfismo de grupos de Lie, cuyo nucleo es discreto (Z = {+id}
si m es impar, y Z = {id} en otro caso). Es por tanto epimorfismo recubridor,
y asi el dlgebra de lie de GP(m,R) es isomorfa al dlgebra de lie de SL(m +
1,R)

Mm+LM={A=<_m%li)€NW+LM}

a

Llamando

go=gl(mR) = A= —trdp 0 € gl(m + 1,R)
0 A

0 0 -
gl—{a—<a O)Eg[(m+1,R)}NR

mZ{a:(gg)emm+LM}%Rn
=

se tiene entonces: sl(m + 1,R) = (g1 © go) B g1

Ejercicio 1 Probar que la estructura tangencial proyectiva es de drden 2.



2.4. Estructura tangencial esférica
2.4.1. Compleccién esférica de un espacio vectorial conforme .

Una forma cuadrética afin ¢ en el espacio afin V' = {1} x V sobre el
espacio vectorial V' = {0} x V' viene determinada por la restriccién de una
forma cuadrética ¢ sobre el espacio vectorial V=R x V, es decir:

q(v) = qa(v) + q1(v) + qo

siendo ¢ forma cuadratica en V', ¢; € V*, gy € R. El espacio QA(V) de las
formas cuadréticas afines es un espacio vectorial. Si g € QA(V') la imagen de
q es
¢ (0)={veV:qv)=0}
y determina una cuddrica affn en V.
Supongamos dado en V' una forma cuadratica ||||>. El espacio

V={q€QAV):q=k||* paraalgin k € R.}

solo depende de la estructura conforme definida por ||[|* en V y constituye
un subespacio del espacio vectorial QA(V') de dimensién m + 2. El espa-
cio proyectivo P (V) se denomina espacio de (m — 1)-esferas generalizadas.
Veamos porqué este nombre:

La expresién de una g € V en las coordenadas (X1, ..., X,,) en V respecto
a una base ortonormal (eq, ..., e,,) es de la forma

q = To i X¢2 - i 20X — 2Ty
1 1

Si g = 0, la ecuacién de la imagen de g se escribe:
m
Z 21‘2Xl - 2£Cm+1 =0
1

que representa un plano, el conjunto vacio (cuando z; = 0, i = 1,...,m,
Tm+1 7 0) o el total (si todos los x; = 0).
Si xg # 0 la ecuacién de la imagen de ¢ se escribe:

que representa en general una (m — 1)-esfera con centro (x;/xg, ..., Tm/xo)
cuyo radio al cuadrado vale




Asi pues en nuestro espacio P(V) de (m — 1)-esferas generalizadas, se in-
cluyen las esferas de radio imaginario, o real, y en particular las de radio
nulo, que quedan identificadas con su centro.

En las coordenadas homogeneas [xq, ..., Z,11] del espacio de esferas v,
la familia V' de esferas de radio nulo viene descrita por la ecuacién:

m
200Tma1 + fo =0
1

y constituye una cuddrica de P(V'), que es ella misma una esfera m-dimensional.
Se denomina a V' compleccién esférica del espacio afin conforme V.
Un expresién libre de coordenadas de la forma cuadratica

p = 220Tmi1 + Z x: (4)
1

viene dada por:
A(a) = laull® + 2kqo

Cada esfera [xg, ..., Tm1) €V , cuando xg # 0, es una (m — 1)-esfera de
radio nulo que identificamos con su centro (X7, ..., X,,), es decir
T Tm
[I‘Q,...,l’m+1]—>(X1,...,Xm>:(—,...,—)GV (5)
o To
y hay una inclusién natural V < V. Solo el punto de V con coordenadas
homogeneas [1,0, ..., 0] no representa un punto de V', y se denomina punto
del infinito oo.
Si llamamos Xy = x,,11/x0, entonces (Xy,, ..., X,,) constituyen un sis-

tema de coordenadas cartesianas en el espacio afin P(V) — {xy = 0} consti-
tuido por las esferas generalizadas que no son hiperplanos, y en donde las de
radio cero estdn en el paraboloide dado por la condicién:

2Xo+ > X7 =0

La ventaja de esta representacién afin, es que podemos ver cada cada
punto de coordenadas cartesianas (Xo, X1, ..., X,,) como una (m — 1)-esfera
centrada en (Xi,...,X,,) € V y radio R con R* = 2X,+ > " X?. Las
direcciones de este espacio afin representan hiperplanos, y justo la direccién

vertical del eje Xy representa el punto oo € V.

2.4.2. Estructura conforme de la Compleccién Esférica.

Recapitulando, tenemos que la compleccién esférica V' del espacio vecto-
rial V' viene definida por el conjunto de puntos de a cuddrica p = [p] definida
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por la ecuacién 2z¢z,, 11 + Y 22 = 0 y solo depende de la estructura (lineal)
conforme de V, y no del sistema particular de coordenadas rectangulares
(X1,,...,X,,) elegido al principio. (V, ﬁ) es un espacio vectorial de Lorentz
de dimensiéon m + 2, cuyas direcciones P (V) son las esferas generalizadas.
Las esferas de radio cero son las contenidas en el cono de luz

C = {(xo,---,l“mﬂ)32$0$m+1+2x?:0}
1

Haciendo el cambio de coordenadas

1 1
Tpt1 = ﬁ (Ym+1 + Y0) , To = E (Ym+1 — Yo) (6)

queda
P=—U+ D T+ Y
1

El hiperplano Il : (yo = 1) es espacial, y hereda una estructura euclidea
conforme lineal de p = [p|, en la cual (z1,. .., Zm, Ymi1) constituye un sistema
de coordenadas rectangulares y V se identifica con la m-esfera S = C N I
que tiene ahora por ecuacién:

Yoai4yna=1(0=1)

que hereda de Il su estructura conforme.

No olvidemos que cada punto (xy, ..., ZTm, Ymi1) € S con Ypy,1 # 1 rep-
resenta una esfera de radio nulo (punto de V') con centro (Xi,...X,,) (ver
(5)) de donde (usando las inversas de (6)) se obtiene:

x, = T V2
To  Ymy1 — 1
Esta aplicacién (z1,...,Zm, Yms1) — (Xi1,...X;n) de la esfera S en V

es esencialmente la proyeccién estereografica, que es asi una aplicacién con-
forme.
Hemos probado por tanto que

La estructura conforme de V' se extiende de forma unica a todo
V =V U{oco}

2.4.3. El grupo de Mdbius

Hay una actuacién natural
POV)xV =V
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del grupo PO(V) de transformaciones proyectivas de P(V') que deja invari-

ante la forma cuadrética p = [p]. Nétese que si O(V) es el grupo de las
transformaciones lineales que dejan invariante p entonces

PO(V) = {[a] ta € O(V)}

(a) Esta actuacion es efectiva, transitiva, y representa a la totalidad de
los difeomorfismos conformes de V'

(b) El grupo de isotropia PO, (V') de oo es precisamente el grupo OA(V)
de las tranformaciones afines conformes de V' (afinizado por la derecha de
o) _

(c) V es pues un espacio homogeneo con dos puntos destacados 0, y oo.
y podemos escribir:

V =PO(V)/OA(V) = PO(V)/POy(V)

2.4.4. Estructura tangencial conforme

Tomando V' = R™ = {X = (xy,...,2,)}, con el producto escalar ordi-
nario, tenemos

V =R"? = {0 = (2021, Tm)Tmys1)}
P(V) =P = {[2] = [wo.21,. .., T, Trms1]}
R = {[x] 2 2T0Tmi1 + fo = O}
La forma cuadrética, p tiene por matriz
0
L,
0

S:

_ o O

1
0
0

y el grupo PO(V) es PO(m +1,1) siendo
O(m+1,1) = {9€ GL(m+2,R): ¢"Sg =S}

Dada en la variedad M una estructura riemanniana, podemos hacer la
construccién anterior en cada espacio tangente para obtener el fibrado esférico

T(M) =UT,M

donde cada T,M es la compleccién esferica conforme del espacio vectorial
conforme T, M. Este es un fibrado homogeneo de grupo G = Pé(m +1,1).
De hecho puede obtenerse a partir de él el fibrado principal P cuyas fibras,
para cada x € M son:

P, = { p:Rm — T, M : p difeomorfismo conforme}
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hay dos secciones o : M — T(M) distinguidas la (0 y la 00) en T(M) — M
para poder construir (). Por ejemplo:

Ejercicio 2 Probar que est estructura tangencial es pseudoreductiva y de
orden 2.

2.5. Otros Ejemplos.
3. Geometrias de Cartan

3.1. Definicion

Una conexién de Cartan sobre una G/ H-estructura tangencial de M, es
una 1-forma w : TQ — g, (es decir w € AY(TQ, g)) verificando las siguiente
propiedades:

Crl) w:T,QQ — g es un isomorfismo lineal Vq € Q.

Cr2) w(A#) = A para todo A € b, donde A% es el campo vertical funda-
mental definido por A € h mediante la férmula

d
A#(q) = | aep(td) Ve Q
t=0

Cr3) Rjw = Adj-1 ow, para todo h € H , es decir, el siguiente diagrama

conmuta:
R
1,0 1.0
w w
g Ad; 1 !

Se dice por esto que w es Adg-equivariante.
El par (Q,w) se denomina Geometria de Cartan modelada en G//H.

3.1.1. Notaciones

(1) La condicién Cr1) implica que @ es paralelizable. Si A € g denotamos
por A el tnico campo en (), que verifica la identidad:

w(A(q)) = AVg e Q
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(2) La condicién Cr2) nos indica que el campo vertical fundamental A%
en () asociado a A € b coincide con A, y para cada x € M, q € ()., w induce
isomorfismo

T,Q: >hCg

3.2. AdH-estructura asociada a un espacio homoge-
neo.

Un espacio homogeneo M = F = G/H admite una G/H-estructura
tangencial candnica, ya que, m, : Q = G — F = M es un H—fibrado
principal con fibra H.

Por otra pare, la forma de Maurer Cartan w € A'(TG,g) define un
conexion de Cartan sobre esta estructura tangencial.

Cada elemento g € G, induce una g/b -referencia ;"' en el punto 7(g) =
g.o=x € F. En efecto: g permite asociar a cada vector de T, F' unas coorde-
nadas en g/h dadas por el isomorfismo lineal

909 = d)\g(o)il : TIF - TOF - g/h
y ¢4 se expresa por medio de la forma de Maurer-Cartan w, para v, € T, F'
pg (Tevg) = w (vg) + b
que es independiente del v, € T,G, tal que m,v, = v,, ya que w (w,) € b, si

wy € TyH.
El siguiente diagrama es por tanto conmutativo:

T,G—Y g
T

la condicién Cr3) Rjw = Adj,-1 ow, para todo h € H nos garantiza que :
©gn(Vz) = w (Rpvy) + b = Adp-1 o w (vg) + b = Adp-1p4(vs)
es decir: L
cpg_hl = 90;1 o Adj,

de forma que g, = @, si y solo si Ady, = id € GL(g/h)

Sea L(G/H) el conjunto de todas las referencias ¢, ', g € G. El subgrupo
AdH de GL(g/h) actua de forma efectiva por la derecha sobre L(G/H) por
composicion

Rz, (eg') = @' o Adi = o
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y asi L(G/H) — F es un fibrado de g/h-referencias. Ademsds la aplicacién
G — L(G/H), g— ¢,

es un homomorfismo de fibrados principales, con homomorfismo de fibras
asociado Ad : H — AdH.

Si el espacio homogeneo es de primer orden, entonces se trata de un
isomorfismo, y 7 : G — F' debe ser considerado un fibrado de g/h-referencias
sobre F'.

3.3. AdH-Estructura asociada a una geometria de Car-
tan

En presencia de una conexién de Cartan w € AYTQ,g) sobre la es-
tructura tangencial 7% : Q — M, cada elemento ¢ € @, induce una g/h—
referencia <pq_1en el punto z = 7%(q) € M, que viene definida, para cada
v, € T, M por:

0q: TeM — g/b, v, = 7%, — w(v,) +b (7)

que es independiente del v, € T,Q), tal que ) Vg = Uy, ya que si 7@ (vg) =
7%(9,) = v, entonces ¥, — v, € T,Q. y w (9, — v,) € h por Cr2).
Andlogamente a lo que sucedia antes, la condicién Cr3) nos garantiza
que
©qn, = Adp-1p, paratodo g € Q, he H

Asociada a la geometria de Cartan (Q,w), hay una AdH-estructura Q¥
formada por todas las g/h— referencias goq_l con ¢ € (), y hay un epimorfismo
natural Q) 3 ¢ — goq’l € ¥, que en el caso de tratarse de una geometria de
primer orden, serfa un isomorfismo.

3.4. Tangencialidad entre fibra y base

En presencia de una conexién de Cartan w € AY(T'Q, g) sobre la estruc-
tura tangencial 7% : Q — M, se identifican canénicamente T, M y Ty s

Demostracién:

La aplicacién qp : F' 3 £ — gx g€ € E,, es difeomorfismo que transforma
el punto o € F en el 0, = o(x), se tiene as{ un isomorfismo natural

¢q : ToM — Ty, Ey, vy — qp (04(vz))

Probaremos ahora que ¢, = ¢; para todo ¢, G € (),. En efecto, si ¢ = gh,
para h € H, se ve que

gr(§) =qh xg & =qxuhf =qro Ly(§), V¥ € F
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ast, si v, = 7F(v,) € T, M, es también v, = 77 (Ry.v,), y se verifica:

G4(v2) = qrs (Pqn(vz))
= @« © L (Adp-104(v,))
= qr« (Ady, (Ady-104(vy)))
= ¢g(vz)

3.5. Conexion lineal y conexiéon de Cartan.

El concepto de conexién de Cartan, se puede presentar como una gener-
alizacion natural del de conexién lineal en una H-estructura.

Sea 7@ : ) — M una H-estructura en M. Es decir, () es un fibrado
principal sobre H, subgrupo cerrado de Gl(m,R). A partir de una conexién
lineal v € A (T'Q, h) en @, podemos construir canénicamente una conexién
de Cartan w € A'(TQ,hd,,R™), sobre la R™ estructura tangencial en M
dada en el epigrafe 2.2.

En efecto, sea § € A' (TQ,R™) la forma vertical canénica definida por la
condicién

01 ()

7 =00 (&) = (v1,...0m) :
O (€)
para todo v € Q, £ € T,Q, y en donde v = (vy,...v,,) se ve como una base
de T, M (x = 79(v)).

Se define entonces

w=730 A (Q,bhB,R")

veamos que w es conexién de Cartan:

Las propiedades Crl) y Cr2) son inmediatas. Centremonos en la

Cr3) Rjw = Adp-1 ow, para todo h € H .

Como esta condicién es satisfecha por «y es suficiente probarlo con 6. Para
ello basta observar que la accién adjunta Ady sobre hd,,;R™ coincide sobre
R™, con la accién natural por la izquierda de H. En efecto, para cada A € R™

o= (1) (20) (20 )= (3 2)-m

Ahora bien, se tiene la identidad

0e (Rn), € = 0.8 = v0 (€) = (vh) (h'0(€))

lo que prueba que 0 ((Ry),&) = Adp-10(§), para todo v € @, £ € T,Q,
h e H.

Observese que la conexién de Cartan obtenida es reductiva de primer
orden.
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3.6. Conexiones de Cartan reductivas

Partimos de una geometria de Cartan (@, w) modelada en G/H Supon-
gase que estamos en las condiciones reductivas, es decir, existe una subalgebra
p de g de forma que

Ady(p) CpVYhe H, g=hop
En esta situacién la conexién de Cartan w descompone en la forma
W = wy + Wy

y 7 = wy define sobre ) = ), una conexién. La razén de esto, es que wy
verifica la propiedad de Adg-equivariancia

R;;wh = Ad}rlwah eH

gracias a que por Cr3) w la verifica, y Adj, respeta la descomposicién g =
h @ p. Por tanto, w induce una conexién ~ sobre el fibrado principal Q).

Si ademds (Q,w)de primer orden, se identifica canénicamente con la AdH-
estructura Q¥ formada por todas las g/h— referencias go;l con ¢ € @, e
induce por tanto una conexion lineal.

La parte wy, es esencialmente (en virtud de la férmula (7)) la forma vertical
canoénica de ¥, ya que se tiene la identidad:

Pq (W*Q'Uq) = w (vg) + b = wy (vy)

Asf pues se tiene el recciproco del epigrafe 3.5:
Una conexion de Cartan, sobre una estructura tangencial reductiva de
primer orden, es esencialmente una conexion lineal.

3.7. Conexidon standar asociada a una conexion de Car-
tan

Teorema 3 Dada una conerion de Cartan w € AY(T'Q, g), existe una tnica
conerion w € AYTP,g), tal que LW = w es decir:

Vg € Q, es w(vy) = w(v,) para todo v, € T,Q C T, P.

Reciprocamente, una conexion lineal @ € A'(P,g) induce una conezion de
Cartan en Q si y solo si t*& = w verifica la propiedad Crl)

Demostracién: Nétese primero que si ¢ € @5, como T,QNT, P, =T,Q),
se concluye por razén de dimensiones que:

T,P = T,Q +T,P,
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Por otra parte, T,Q) y T, P, estdn canénicamente identificados con g via (ver
notaciones 3.1.1):

g3 A— Alg) e T,Q
g> B — B¥(q) € T,P,

de forma que si v € T,P existen A, B € g tales que v = A(q) + B#(q),
donde B* es le campo fundamental vertical asociado a B en P, y Asi, si
existe @ € A'(TP,g) conexién en P tal que 1H0 = w, es @(v) = o(A(q)) +
o(B#(q)) = w(A(q))) + B = A+ B. Podemos pues tomar como definicién de
w:TyP — gt

©(v)=A+ B,siv=A(q) + B*(g) con A,B€g

ademds w(v) no depende de los A, B € g encontrados, pues si v = Xq—FYq#
con X,Y € g, esto significa que

(A=X)(q) = = B)(q) € T,QNTy Py = TyQx
por tanto (Y — B)#(q) = (EQJB)(Q) = (m)(q) dedonde Y —B = A—-X,
esdecir A+ B=X+Y.
El valor de @ en otro punto p = qg se obtiene por la conmutatividad del
diagrama:

R
TqP( g)* quQ
w w
St

3.7.1. Observaciones

(1) La condicién de que w proceda de una conexién de Cartan w en el
fibrado @, impone que kerw N 7T,QQ = {0}. Por razén de dimensiones, se
concluye T, P = kerw ® T,Q) .

(2) Una conexién @ € AY(TP,g) induce un transporte paralelo sobre el
fibrado asociado ' = P xqg F', de forma que si ¢ : ¢ — x; es una curva
en M por zp, y eg = po Xg & € E,,, entonces t — e, = p; Xg & es el
transporte de ey a lo largo de ¢, donde t — p; es la elevacién horizontal de ~
por pg. Si escribimos e, = ||heg resulta ser ||f : E,, — E,, un difeomorfismo
(que depende de ¢) entre los espacios homogeneos tangentes, cuya inversa se
denota por ||9 : E,, — E,,. La curva ¢(t) = ||Yo(z;) se llama desarrollo de
en el espacio homogéneo tangente E,,
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Ejercicio 4 Hacer ver como las geodésicas son las proyecciones de las curvas
integrales de los campos w™ (\) con A\ € R™.

Ejercicio 5 Estudiar como funciona el desarrollo de una curva en esta conex-
ion de Cartan. Demostrar que este desarrollo para c(t) curva en M con
c(0) = xg es de la forma co(t) =t (0) si y solo si c(t) es geodésica.

Ejercicio 6 Restablecer aqui el concepto de curvatura y torsion en términos
de la conexion de Cartan

4. Conexiones Pseudoreductivas de Cartan

Se refiere a las conexiones de Cartan w dadas sobre una estructura tan-
gencial pseudoreductiva.

a) Se puede generalizar aqui, a la vista de lo dicho en el epigrafe 3.5, el
concepto de geodésica (Geodésicas de Cartan) y caracterizarlas en términos
del desarrollo en el espacio homogeneo tangencial.

b) Es el momento de hablar de la Curvatura, y de la derivacion inducida.

c¢) Hacer ver que una conexién de Cartan sobre una estructura tangencial
fuertemente reductiva de primer orden, es esencialmente una conexion cldsica
de Ehresmann sobre un fibrado principal.

d) Holonomia y Curvatura.

5. Conexiones Normales de Cartan (AHS-Estructuras!).

En esta seccién vamos a analizar el problema de existencia y unicidad de
conexiones de Cartan en una situacion especial, que en la practica se refiere a
dos casos muy concretos: son las conexiones normales proyectivas y conformes
de Cartan.

5.1. G/H-Estructuras tangenciales normales

Una G/ H-estructura tangencial de M se dice normal, si el dlgebra de lie
g estd graduada en la forma

0=01D g0 D91
donde
h=9, D90 =R, Dea o Y 90 D g—1 = go Dsa R™

En estas condiciones, sea B 2 M una Gp-estructura, es decir, un Go—fibrado
principal sobre M, con G subgrupo cerrado del lineal general GL(m,R), con
algebra de Lie gy (m = dim M). Supongase que H es el grupo afinizado de
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Gy, es decir, H = AGy = R,,, X 44Go. Entonces B se extiende (canénicamente)
al H-fibrado principal Q = B X, H, con proyeccién p(b X, h) = p(b). La
inclusién ¢ : B3> b — b X, e € (), hace que B sea una Gy—reduccién de Q).
Se dice que esta G/H-estructura tangencial es B—normal.

5.2. Conexiones adaptadas de Cartan

Sea w : TQQ — g una conexién de Cartan, sobre una G/H-estructura
tangencial B—normal en M. Entonces para cada v, € T;() podemos escribir
w(vy) = w_1(vy) +wo(v,) +wi(v,) donde w;(v,) € g;, ast cada w; € AH(TQ, g;).
Si # € AY(TB,R™) es la restriccién a B de la forma vertical canénica del
fibrado de referencias L(M), se dice que w estd adaptada a B, si § = 1" w_1,
siendo ¢t : B — ()

Recuerdese que la forma vertical canénica 6 € A'(T B, R™) est4 definida
por O(v) = b~ (p.v), para v € Ty, B. Asi para g € Gy, es R0 = g~'0 ya que:

(R:0) v = 0(Rgv) = (bg) 'pv = (g '0) v

5.2.1. Observaciones:

(1) Un elemento b € B, es una base de T, M, induce isomorfismo b :
R™ — T, M. Por otra parte, como b € (), y la aplicacién bp : FF 5 & — b Xy
¢ € E, induce isomorfismo bp, : T,F =g/h =g , =R" — T5(z)Ez. Pero la
conexién de Cartan w permite escribir por la proposicion 3.4: T, M = T}, E,.
La condicién 0 = 1*w_; , expresa la igualdad:

b="bp : R™ — T, M.

(2) Notese que la accién adjunta del grupo Gy sobre el dlgebra de Lie
g=9_1DgoD g viene definida paracada g € Goyv+A+( €9 1 Dgo Do

Adg(v+ A+ () =

(10 00 N 00 N 0 ¢ 10
“\0 g v 0 0 A 0 0 0 gt
=gu+gAg + (g7
En particular Ad, = g : g_1 — g1, y la condicién 0 = (*w_, implica que

el siguiente diagrama es conmutativo:

R
T,B g*

TbgB
w_1l=1260 0=w_1

g-1=R"—F=>R"=g_1
g 1=Ad,1
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(3) Para h € H, el isomorfismo Adj, : g — g deja invariante h = go + g1
por lo que induce isomorfismo Ady, : g/h = g_1 = R™ — R™ = g_; = g/h
que coincide (en el caso seminormal) con Adj : g_1 — g1 cuando h € Gy,
pero en general, no es cierto que Ad;, deje invariante g_;.

4) La condicién # = 1*w_; determina completamente w_1, en cada espa-
p p
cio T,(Q) para b € B.

Teorema 7 Sea Q - M es una G / H -estructura tangencial normal sobre
M, w; € AYTQ,g;) para i = —1,0. Supdngase que:

(a) w_1(A*) =0 y wo(A*) = Ay para todo A = Ap+ A1 € go + 31

(b) w_1 + wy es Ady-equivariante

(c) kerw_;(q) = T,Q, para todo x € M, y todo q € Q,

FEriste entonces w; € AN TQ, g1) de forma que w = w_1 +wp+w; es conerion
de Cartan. Por otra parte, todas las posibles wy son de la forma:

U1 =w + (fij)w-1

donde (f;;) es una matriz m x m de funciones diferenciables fi; : Q — R. m

5.3. Curvatura
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