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1. m~Espacios de Mo6bius

1.1. Compleccion esférica de un espacio vectorial con-
forme .
Una forma cuadratica afin g en el espacio afin V' = {1} x V sobre el

espacio vectorial V' = {0} x V viene determinada por la restricciéon de una
forma cuadratica ¢ sobre el espacio vectorial V' =R x V', es decir:

q(z) = ¢2(7) + () + o

siendo ¢y forma cuadrética en V', g1 € V*, qo € R. El espacio QA(V') de las
formas cuadraticas afines es un espacio vectorial. Si ¢ € QA(V) la imagen de
q es
¢ 1(0) ={z € V:q(z) = 0}

y determina una cuddrica affn en V.

Supongamos dado en V un producto escalar euclideo con norma ||||*. Una
forma cuadratica afin ¢ € QA(V) se llama esférica, si g, = ¢ ||||* para algiin
xg € R El espacio de las formas cuadréticas esféricas

V= {g4€QA(V): qp = ||I> para algin z, € R.}

solo depende de la estructura lineal conforme definida por ||||* en V y con-
stituye un subespacio del espacio vectorial QA(V) de dimensién m + 2. El

espacio proyectivo P (V) se denomina espacio de (m — 1)-esferas general-
1zadas. Veamos porqué este nombre:

La expresién de una g € V en las coordenadas (X1,...,Xm) enV respecto
a una base ortonormal (eq, ..., e,,) es de la forma

q =Xy Z X,? — Z QIZXZ — 2xm+1
1 1
Si g = 0, la ecuacién de la imagen de ¢ se escribe:
> 22X + 2 =0
1

que representa un plano, el conjunto vacio (cuando z; = 0,7 = 1,...,m,
Tm+1 7 0) o el total (si todos los x; = 0).
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Si xg # 0 la ecuacién de la imagen de ¢ se escribe:

Sl-g) -]

1

que representa en general una (m — 1)-esfera con centro (x1/xg, ..., Tm/xo)
cuyo radio al cuadrado vale

~

Asi pues en nuestro espacio P(V) de (m — 1)-esferas generalizadas, se in-
cluyen las esferas de radio imaginario, o real, y en particular las de radio
nulo, que quedan identificadas con su centro.

En las coordenadas homogeneas [xq, ..., Z,11] del espacio de esferas V,
la familia V' de esferas de radio nulo viene descrita por la ecuacién:

2$01’m+1 + Zl’? =0
1

~

y constituye una cuddrica de P(V'), que es ella misma una esfera m-dimensional.
Se denomina a V' compleccion esférica del espacio afin conforme V.
Un expresién libre de coordenadas de la forma cuadratica

p=2otmia + 3 ] (1)
1

viene dada por:
p(@) = lall” + 220g0
donde se entiende que ||¢; || es la norma del tinico vector v; tal que (v, .) = ¢i.
Es notorio que si sustituimos la métrica (.,.) por ¥ (.,.) y ¢ = zo ||||> +
(v1,.) + qo = (zoe™2) e |||I> + ¥ (e 2" vy,.) + qo obtenemos como forma
cuadratica asociada p :

2r

pg) = ¥ ||e 2 v | + 2z0e g0 = ¢ ¥ p(q)

que define la misma cuddrica que p



Cada esfera [z, ..., Tmi1] € V , cuando x # 0, es una (m — 1)-esfera de

radio nulo que identificamos con su centro (X7, ..., X,,), es decir
I i
{l’o,...,l‘erl]—>(X1,...,Xm):(—,...,—m)EV (2)
o Lo
y hay una inclusién natural V < V. Solo el punto de V con coordenadas
homogeneas [0,0, ..., 1] no representa un punto de V', y se denomina punto
del infinito oco.
Sillamamos X1 = Tmi1/To, entonces (X, , ..., X, Xpmp1) constituyen

un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio afin P(V) — {xy =0}
constituido por las esferas generalizadas que no son hiperplanos, y en donde
las de radio cero estdan en el paraboloide dado por la condicion:

2X i1+ Y X2 =0
1

La ventaja de esta representaciéon afin, es que podemos ver cada cada
punto de coordenadas cartesianas (X7, ..., X, X;n41) como una (m — 1)-
esfera centrada en (X1,..., X,,) € V yradio R con R* = 2X,+ > 1" X2. Las
direcciones de este espacio afin representan hiperplanos, y justo la direccién
vertical del eje X,,,1 representa el punto oo € V.

X +1
purta O&I

/_\-\ esferas

imagi narias

—
hiperpl ano punt oz
Y " =[] L identificad oz

./ esferas
+ real es
+ ¥



1.1.1. Estructura conforme de la Compleccién Esférica.

Considérese ahora el espacio vectorial de Lorentz (V, p) dotado ya del
sistema de coordenadas (zo, ..., Z,11), y considerese el cono de luz

1

Haciendo el cambio de coordenadas

To =35 (To + Tmy1) , Tmyr = To — Ty (3)
queda
p= j(2)‘1”2%2 _‘%31—&-1
1
siendo
- 1 . 1
To = To + 3 Tmet1s Tt = L0 = 5Tmt1 (4)
El hiperplano IT : (Z,,,1 = 1) es espacial, y hereda una estructura euclidea
conforme lineal de p = [p], en la cual (Z¢, x1, . . ., z,,,) constituye un sistema de

coordenadas rectangulares de II, y V' se identifica con la m-esfera S = C NIl
que tiene en estas coordenadas por ecuacién:

S.{j%+zx?:1

Tm41 = 1

y que hereda de II su estructura conforme.

No olvidemos que cada punto (Zg, 1, ..., %,) € S (con xg = To+ Ty =
Zo + 1 # 0) representa una esfera de radio nulo (punto de V') con centro
(X1,...X,) (ver (2)) de donde (usando (3)) se obtiene:

T 2x; ,
Xi:—lz%,Z:l,...,m
To Lo+ Tmt
y como en S es T,,11 = 1, queda:
2; .
X; == . 72217 ,
Z’o—i—l



Esta aplicacién (Zo, 21, . . ., Tm) — (X1, ..., Xpn) delaesfera S—{(—1,0,...,0)}
en V' es esencialmente la proyeccién estereogrifica de la esfera desde el polo
sur oos = (—1,0,...,0), sobre el hiperplano de IT de ecuacién &, = 1, tan-
gente a la esfera S en el punto origen os = (1,0,...,0), y se extiende como
aplicacién global de S en V' de forma tnica

_— )
o de—1| €V (5)

S> (fo,ﬂ?l,...,xm>—> [

2

La proyeccion estereogréfica es una aplicaciéon conforme. Asi hemos proba-
do que:

La estructura conforme de V' se extiende de forma unica a todo
V =V U{oco}

La unicidad se deduce por razones de continuidad.

1.1.2. Modelo analitico.

En resumen, fijado en el espacio vectorial conforme V' un sistema rectan-
gular de coordenadas cartesianas libres (X1, ..., X,,), queda canénicamente
inducido en V' un sistema de coordenadas homogéneas [xo 1, ..., Tm, Tmi1]
ligadas por la relacién 2207, 1 + > x? = 0 y determinadas por la condicién

ZT; .
Xi=— ,x0#0,i=1,...,m
Zo



donde el punto co € V tiene coordenada z¢ = 0, es decir [00,...,0,1].

También queda canénicamente inducido un sistema de coordenadas carte-
sianas (T, 1, - - -, Tm) ligadas por la relacién 73 + > x? = 1, y determinadas
por la condicién:

2.Ti
i = ;j _1,i:1,...,m
T 0 #
donde el punto co € V tiene coordenadas con 7y = —1, es decir (=10, ..,0)
El modelo analitico canénico se obtiene tomando V =R™y X = (X3,..., X,,),

el sistema canénico de coordenadas rectangulares.
7 om+2 _ _
V=R"" ={z=(x021,..., Ty, Tm+1)}

P(V) =P = {[z] = [w0.21, -+, Ty Trmsa]}

Rm = {[x] : 20Tyt + fo = ()} —
T 1
sm — {[350;— ’xl,...,xm,fo—1] :ig—l—Zx?:l}

Un punto de R™
La forma cuadrética, p tiene por matriz

0
I
0

S:

_ o O
O O =

1.1.3. El grupo de Mobius

Hay una actuacién natural

POV)XV -V

del grupo PO(V') de transformaciones proyectivas de P(V') que deja invari-

A

ante la forma cuadrdtica p = [p]. Nétese que si O(V) es el grupo de las
transformaciones lineales que dejan invariante p entonces

PO(V) = {la] :a € O(V)}



(a) Esta actuacién es efectiva, transitiva, y representa a la totalidad de
los difeomorfismos conformes de V'

A

(b) El grupo de isotropia PO, (V') de oo es precisamente el grupo OA(V)
de las tranformaciones afines conformes de V' (afinizado por la derecha de
o) _

(¢) V es pues un espacio homogeneo con dos puntos destacados 0, y oo.
y podemos escribir:

V = PO(V)/OA(V) = PO(V)/POy(V)

En el modelo analitico V =R™ y X = (Xy,..., X,,) el grupo PO(V) es
PO(m+1,1) = {A = [/q cAeO(m+1, 1)} siendo

A

mm+Ln:{AeGum+zm;MSA:S}

1.1.4. Ortogonalidad

Pongamos A,E € V, representando esferas generalizadas A, y B. Re-
cuerdese que A es un punto si y solo si p (/1, /1) = 0, ademds, A es esfera

real (respectivamente imaginaria) si y solo si p (A, A) > 0 (respectivamente
p) (A, fl) < 0)
Por otra parte, la condicién p <fl, 3) = 0 es equivalente a:
1. Si A, B son esferas reales, se cortan ortogonalmente
2. Si A es esfera y B hiperplano, el hiperplano B, pasa por el centro de A
3. Si Ay B son hiperplanos, se cortan ortogonalmente.
4. Si B es un punto entonces B € A

5. Si B es infinito, entonces A es hiperplano.

Observacion 1.1 Dos hiperesferas conformes A, B se dicen ortogonales, si
C=ANB#0, y en (cada 6 existe) un punto P € C se tiene que los planos
TpA y TpB son ortogonales.



1.1.5. Referencias en la compleccién esférica

Una referencia por un punto Ay = [flo} €V, es una base

(Ao Ave-o A A

de V en cuyas coordenadas (Yo, Y1, - - - » Ym, Ymi1) S€ tenga

p= [2yoym+1 +) yf]
1

La referencia, estd determinada salvo una constante multiplicativa, (es
decir <)\A0,)\A1, ce )\Am, /\Am—i—l) con A # 0, serd considerada la misma

referencia). Asi, una referencia, es en particular un sistema de referencia

A

proyectivo sobre el espacio P(V') de esferas generalizadas. Sii A; = [Az], se

tiene que Ag, y Apyq son puntos de V =V U {oc}, y Ay, ..., A, son esferas
generalizadas que pasan por Ay, y A;,41 v se cortan ortogonalmente (ver
epigrafe 1.1.4.

Por lo visto en el epigrafe 1.1, puede construirse una referencia canénica

(EO, Ei, ....E,, Em+1> de coordenadas (zg, X1, . . ., Tm, Tm+1) & partir de un
sistema de coordenadas rectangulares (X7, ..., X,,) inducido por una base
rectangular (eq,...,e,) de V. En esta referencia:

FEy representa el origen 0 del espacio vectorial V'
E,, 1 representa el punto del infinito co.
E; representa el hiperplano coordenado X; =0 parat=1,...,m.

Hay una tnica transformacién A = [A] e PO(V) capaz de transformar
la referencia candnica (EO, El, e ,Em, Em+l> en la (AO, Al, e ,flm, flmﬂ)

y A:V — V es una transformacién conforme que lleva el origen 0 = E; de
V al punto Ay de V, el infinito co = E,,,1, al punto A,,,; y la diferencial
A,V =T,V — TAOV, transforma la base rectangular (eq,...,e,,) en una
base rectangular (ay, ..., a,) de T4, V.

Reciprocamente, fijados los puntos Ay, A,,4+1 € V, y una base rectangular

(a1,...,an) de T4V, existe una tnica transformacién A = [121] e PO(V)
que transforma 0 = Ey en Ay, 0o en A,,11, y la diferencial A, : V =TV —

T4,V lleva la base rectangular (ey,...,e,) enla (a,...,ay) de Ty, V.
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Asf pues, dar una referencia en un origen Ay € V, consiste a fijar la
imagen del el infinito A,,+1 € V, y una base rectangular de 74,V. Ademds,
esto equivale a dar una transformacién conforme A de V', que lleva 0 en Aj.

1.2. El m-Espacio de Mé&bius.

Un m-espacio de Mobius abstracto debe entenderse como un espacio ho-
mogeneo del tipo V' (compleccién esférica de un espacio vectorial conforme
V') en donde no estan destacados a priori los puntos origen o, e infinito co.

Quizds lo mas geométrico sea pensar en un m-espacio de Mobius, como
en una variedad m-dimensional S con una estructura conforme y un grupo
de transformaciones conformes Mo6b (S) con la siguiente propiedad:

Cada vez que se fijan dos puntos distintos A,, Ax € S el espacio S —
{A,, Ax} tiene una estructura candnica de espacio vectorial lineal-conforme
con origen en A,, y el grupo lineal conforme es exactamente

co (S - {Aono}) - {f € Mob (8) : f(Ao) = Am f(Aoo) - Aoo}

1.2.1. Observaciones

Fijado el punto oo en el espacio de Mobius S, el espacio S — {oo} tiene
estructura canénica de espacio afin lineal-conforme, y el grupo afin conforme
es exactamente

COA(S — {A}) = {f € Mb(S) : f(Ax) = A}

Por otra parte, se ve que el espacio vectorial conforme V' =8 — {A,, A}
admite una compleccién esférica V , y la aplicacién identidad V' — V se
extiende de forma tnica a un isomorfismo conforme V — S que transforma
oen A,, y 0o en Ay, asi, médulo esta identificacién canénica se tiene

S—{4,,Ax} =S8

En definitiva una espacio de Mobius S no es mds que una variedad con-
forme S que es conformemente isomorfa a la esfera S™ con su estructura
conforme canénica.

Finalmente conviene observar que un espacio de Mébius S es en particu-
lar un espacio doblemente homogéneo (two points homogeneous). De hecho,
por razones ya obvias fijados A,, As, € S (distintos) y B,, B, € S (distin-
tos) y una aplicacién lineal conforme ¢ : T4, S — Tp,S, existe una unica

10



transformacion conforme f € Mob(S) tale que fA, = By, fAxw = Beo, ¥
df (As) = .

En el caso m > 1, el grupo Mdb (S)constituye todo el grupo de transfor-
maciones conformes de S. El caso de la recta de Mobius serd discutido luego
en el epigrafe 1.2.7

1.2.2. Morfismos

Sean V' y W son espacios vectoriales conformes. Una aplicacién f : V —
W se dird extendible si su extensién natural f: V — W con f (coy) = oow
es una aplicacién diferenciable. Por ejemplo si f es una aplicacién [lineal]
conforme, se puede garantizar que f es lineal e inyectiva, y se extiende de
hecho a una aplicacién conforme e inyectiva f : V — W.

Cuando dim V > 2 la condicién de linealidad de f puede omitirse para
tener la misma garantia. Sin embargo, cuando dim V' = 1, el hecho de que f
sea conforme, no aporta mucha informacién (de hecho es suficiente para ello
con que f sea no singular en cada punto).

A partir de ahora, decir que f es [lineal] (respect. [afin]) conforme, signifi-
ca que es conforme, y lineal (respect. afin) si dim V' = 1. (ver epigrafe 1.2.7
més adelante)

Parece natural dar como definicién de morfismo entre espacios de Mobius
S1, y S a una aplicacién ¢ : §; — Sy tal que existe (para todo) A, € Sy,
la restriccion ¢| : S — {Ax} — S2 — {PpA} es [afin] conforme. Nétese
que entonces ¢ define un embeding de S; como subvariedad de S;. Cuando
S1 C 8; y la inclusién es morfismo se llama a S; subespacio de Mobius de
82.

Por otra parte, si dimS; > 2 entonces ¢ es morfismo si y solo si es
conforme.

Finalmente observese que M 6b (S) coincide con el grupo de automorfismos
de § incluso si dimS = 1.

1.2.3. Hiperesferas generalizadas.

Sea ahora S un espacio de Mobius. Fijado un infinito A, € S , el espacio
S — {Ax} es afin conforme lineal, cuyo grupo conforme de transformaciones
afines COA (S — {Ax}) preserva hiperplanos afines e hiperesferas. Debemos
interpretar que los puntos de S (incluido A.,) son hiperesferas de radio cero
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(asi S C X)), y completar los hiperplanos afines de S — { A} con el punto
Ao del infinito.

Hiperesferas e hiperplanos constituyen el espacio ¥ de hiperesferas (gen-
eralizadas) de S. Es claro que la definicién de esfera real, no depende del
punto destacado A, . De hecho, si se toma otro B, € S, una transforma-
cién f € Conf (S) con fA. = Bs da por restricciéon una f: S — {A,} —
S — { B} afin conforme, que respeta hiperplanos e hiperesferas. Nétese que
los hiperplanos de S — { A} son las hiperesferas que contienen al infinito
Aso.

1.2.4. Hiperesferas y morfismos

La familia de hiperesferas (generalizadas) de un espacio de Mobius S,
parece caracterizar totalmente su geometria. Por ejemplo, un morfismo ¢ :
S1 — &, entre espacios de Mobius, queda caracterizado por la propiedad de
que ¢*1(H ) es hiperesfera de Sy, cada vez que H, lo es de Sy. Cuando §; C S
la condicién de S; para ser subespacio de Mobius, es que las hiperesferas de
S1 se obtengan como interseccién de S; con hiperesferas de S,

1.2.5. Referencias

Siguiendo la argumentacién del epigrafe 1.1.5 , dar una referencia A en un
origen Ag € S, consiste a fijar el infinito A,,+1 € S, y un sistema rectangular
de coordenadas (X7, ..., X,,) de Ty,S.

Esto equivale a dar la (tinica) transformacién conforme A de R™, en S,
que lleva el origen 0 en Ay, el infinito co € R™ al A,,,1, de forma que
dA(0) : R™ — T4, S lleva la base canénica, a la base rectangular canénica de
R™en la inducida por (X7,...,X,,) en T4,S. De esta manera la aplicacién
inversa de A, A™' : S — R™ induce en S sistemas de coordenadas ho-
mogéneas [To 1, ..., T, Tmi1] ligadas, ( 22T, 1+ Y. 27 = 0) y cartesianas
(Zo, 1, - - -, Tm) ligadas (T23+> x? = 1) que toman valores sobre la esfera S™
(ver epigrafe 1.1.2). Ambos sistemas de coordenadas se relacionan mediante

las férmulas (3) o (4):

{ 2o = 3 (Lo + Tm41) { To = To + 3T+ (6)

A ~ ~ _ 1
Tm4+1 = Lo — Tm41 Tmt1 = To — 5Tm41

Las coordenadas cartesianas ligadas (Zo, T, - . . , T.,) determinan univoca-
mente la transformacién conforme A=! : § —S™, en donde Aj es enviado a
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0= (1,0,...,0) € S™. Identificando T;,S™ con el hiperplano{ (1, zy,...,zm)},
se ve que la diferencial dA(o) : T,S™ — T4,S tiene por ecuaciones

{Xl =Ty, >Xm = I’m}

1.2.6. Referenciales

Un referencial es un sistema (Ao, ..., Ani1; Ay) de S donde Ayq, ..., A, €
Y, son m hiperesfras que se cortan ortogonalmente en los puntos distintos
Ao, A1 € S, v A, representa una esfera unidad en T4,S. Un referencial
determina por tanto una clase de referencias en donde la base rectangular
(a1, ...,an,) de Ty,S se elegiria tomando

+a; € Au N (mj;éiTAoAj)

Observese que el dato A, equivale a fijar la estructura euclidea de 74,8,
lo que equivale a dar un vector unitario u € T4, S.

1.2.7. La recta de Mobius

Es un hecho que toda variedad unidimensional admite una tnica estruc-
tura conforme, y por tanto el grupo de sus transformaciones conformes, co-
incide con el de difeomorfismos. Esto es asi en particular para la recta I' de
Mobius. De hecho, una revisién algo forzada de la definicién 1.2 nos conduce
a que I' es un espacio que se transforma en un espacio afin en cuanto se le
quita un punto A.., y su grupo afin es

GAT —{Ax}) ={f € Mab(I') : f(Ax) = A}

de esta forma se concluye que I' es una recta proyectiva y Mdb(I') es su
grupo de transformaciones proyectivas, que evidentemente no coincide con el
grupo de difeomorfismos.

Asf por ejemplo, la estructura proyectiva de la compleccién esférica de R

R = {[xo,xl,acg] D 2wy + 20 = O}

viene dada por el isomofismo canénico que identifica R con la recta proyectiva
R U {oo}, cuando escribimos

t= {u,—g] , 00 = [0,0, 1] (7)
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Volviendo al caso genérico, una esfera real A € ¥ de I' es en realidad un
par de puntos, que cuando estdn confundidos se identifican con un punto de
I'. En la recta afin I' — {A,}, los hiperplanos son los A € X, de la forma
A={P, Ay} con PeT.

Una referencia en I' de acuerdo con el epigrafe 1.1.5, viene dada por un par
de puntos de I', digamos (A, Az), y un vector no nulo u de T4,I". Nétese que
u es en realidad un punto (jvector?) de la recta vectorial obtenida al tomar
origen en Ag de la recta afin I' — { A5}, asi que esencialmente (Ag, Ag, A,) son
tres puntos distintos de I', y por tanto su sistema de referencia proyectivo.
El referencial asociado a esta referencia es (Ag, Ay, Az, A,) donde A; € ¥ es
la esfera real A; = {Ag, A2}

Hay una unica transformacién proyectiva de I' a la recta proyectiva real
R que lleva (Ag, Az, u) a (0,00, 1). Es el denominado pardmetro proyectivo t
de I, pues la aplicacién inversa vy = (t) (v : R — I') parametriza I".

Observese que el pardmetro proyectivo ¢ viene determinado salvo trans-
formaciones del tipo:

at+b
S =
ct+d

con ad — bc # 0

que son los cambios proyectivos de pardmetro.
Por ejemplo, el pardmetro proyectivo asociado a la referencia canénica de
R, es el ¢ definido anteriormente en (7) es decir, si 2xgxy + 22 = 0:

t [, x1, 2] = %, sizg #0,t[0,0,1] = oo
0

1.2.8. El plano de Mobius

Un referencial en un plano II de Mobius, viene dado por (Ao, A1, As, As, Au),
donde A;, A; € ¥, son circulos conformes que se cortan ortogonalmente en
los puntos Ay, Az € II. Si fijamos por ejemplo u € T4, A2 como primer ele-
mento de la base de T'4,I1, y supuesto II orientado, denotamos u* al vector u
girado 7/2 radianes en el sentido positivo, obtendremos dos referencias aso-
ciadas segun tomemos la base (u, uL) o (u, —uL), con los puntos Ay, Az € I1
fijados.
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1.2.9. Referencias asociadas a curvas en el plano de Mdbius

Fijemos en el plano afin conforme V' = II — {oo} un sistema de coorde-
nadas lineales rectangulares (X7, Xs) con origen en el punto o € V. Asi V
puede ser considerado un plano vectorial euclideo con origen o. El espacio vec-
torial V de las ecuaciones de esferas generalizadas (reales o imaginarias) tiene
ahora un sistema lineal de coordenadas en el cual A = (%0, x1, T2, x3) TEpreE-
senta forma cuadratica afin xo( X2+ X3) 271 X, —229Xo—2x3 y si zg # 0, de-
termina la ecuacién de una esfera de radio R? = 2o /x3+ (1 /x0)> + (21 /30)7,
y centro (z1/xo, 2/x¢) de manera que los puntos de V' admiten coordenadas
homogeneas (g, 71, T2, ¥3) con 2x¢z3 + 3 + 3 = 0, es decir un punto de V/
de coordenadas a = (X3, X3) le asociamos coordenadas (homogenas)

. 1
A= (1,X1, Xy, — (X2 4 X2) /2) = (1, 0.1 (oz.oz))
Cuando zg = 0, la ecuacién —2x1X; — 229 X5 — 223 = 0 representa un
recta afin ortogonal al vector (z1, xs)
A una curva o = a(s) parametrizada respecto al arco en el plano afin
euclideo de V' le podemos asociar en primera instancia la referencia

{l = (1,0, — 3 (a.c))

T=(0,o, —a.a) (8)
N = (0,a*, —a*.a)

% = (0,0,0,1)
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en donde A = [A} representa el punto a(s) de la curva, T = [T] es la recta

normal a la curva por el punto A, N = [N representa la recta tangente a

la curva en el punto A, y oo =[] es el punto del infinito.

Teniendo en cuenta que la referencia euclidea de Frenet para « es (o/ o L)
y la ecuacién de Frenet o = ka't, siendo k = k(s) la curvatura euclidea de
a, se concluye que:

dA/ds =T
dT /ds = kN — o
S R (9)
dN /ds = —kT
dso/ds = 0

La referencia (8) tiene un tufillo claramente euclideo. Nos proponemos
asociar referencias a lo largo de la curva, que solo dependan de ella y de la
estructura conforme. Para ello, vamos a ir modificando paulatinamente la
referencia (8).

Debemos notar en primer lugar, que asociado a un punto « de la curva,
hay una tnica circunferencia tangente, que tiene con la curva un contacto
de orden mayor o igual a dos. Es la llamada circunferencia osculatriz A,
cuyo centro es el centro de curvatura , y su radio es el radio de curvatura

p = 1/ |k|. Nuestro nuevo sistema de referencia es (AO, Ay, A, Ag) :
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Ag = /1, A = T, la eleccién del representante /lg, y del representante
As del punto Az en T'N A, ya vienen condicionadas por las restricciones
algebraicas que imponen los sistemas de referencia

(o s = (Ao A) =1, (o) = (s &) = (A ) =0 (10

quedando entonces:

Ag=A

A =T

N N A 11
A2:N+/€A ( )
Az =0 — kN — 3k2A

Aplicando las ecuaciones de Frenet (9) , quedan las ecuaciones:

dAO/dS = Al
~ . 1.2i 4
dél/dS = ] 211 AO A3 (12)
dAy/ds = %A,
dAs/ds = $r2A, 454,

Llamaremos referencia movil aceptable a lo largo de o = «(s) a cualquier

referencia de la forma (Ag, By, As, Bs; '), que se corresponde con (Ag, Bl, AQ, §3> :
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y que queda determinada, en cuanto fijemos el punto Bj sobre el circulo de
curvatura A,. Un representante de Bs viene dado por Ag + uA; — (u?/2) As
con u # 0. Sin embargo, al imponer las condiciones de referencia tipo (10) a

(AO, 31, 1212, §3> nos obliga a elegir

1?3 - 5_222 AP - %Al + A (13)
Bl - _EAO - Al
podemos entonces despejar
=22y B,
h u A . 14
{A3:;—§AO—%B1+B3 (14)

y considerar u = u(s) una funcién.
Determinamos las ecuaciones de Frenet para esta referencia. para ello
utilizamos las ecuaciones (12), (13) y (14), y obtenemos:

dAy/ds = =2 A, — By

ABy Jds = F (dufds + = +1) Ao + By
dA,/ds = % A,

dBs/ds = ....

diremos finalmente que la referencia es conforme adaptada, si dB, /ds =
Bs. Se pueden obtener referencias conformes adaptadas (flo, Bl, /12, Bg) a

partir de la referencia (11) tomando como u = u(s) soluciones de la ecuacién
diferencial ) 5
du  K“u

— 1=0
ds+ 4 +
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Las ecuaciones de Frenet para una referencia conforme adaptada son

dAy/ds = 2 Ay — By
dB,/ds = By

dAy/ds = & A,
dBy/ds = LA, + 2By

La circunferencia By bascula infinitesimalmente en torno a Bs segun la
siguiente definicién
Definicién 1.1 Sean B = B(t), P = P(t) curvas en V que representan
una circunferencia movil B = B(t). y un punto mévil P = P(t) en la
circunferencia.B(t) (es decir <13(t),f3(t)> = 0. Se dice que la circunfer-
encia B bascula infinitesimalmente en torno al punto P si existen funciones
A= At), u=p(t) de forma que

dB 5 .
— = AB+puP
dt a
Observacién 1.2 La condicion de bascular infinitesimalmente no depende
de los representantes tomados B y P de B y P, y ni siquiera de la parame-
trizacion t. Es pues una condicion estrictamente geométrica. Posiblemente
su interpretacion es la siguiente: Fijado t, Hay una curva continua Py(T)
(7| <€) con P(1) € Bt)NB(t+71) siT#0, y P,(0) = P(t) o de forma
simbdlica:
P(t) = Ah;mo (B(t) N B(t + At))

La conclusién final de este epigrafe es quizds la siguiente:

Definicién 1.2 Una referencia movil adaptada a una curva A = A(t) en
el plano de Mdébius 11, viene dada por (A, B,C, P; A") donde C = C(t) es
la circunferencia osculadora de A en A(t), y P = P(t) es un punto de C(t)
distinto de A(t), de forma que la circunferencia B = B(t) (ya perfectamente
definida por la condicion de referencia) bascula infinitesimalmente en torno
a P.

Teorema 1.1 Sea A = A(t) una curva en el plano de Mdébius, y sea C(t)
la circunferencia osculadora de A en cada A(t). Fijemos para t = T, un
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punto Py € C(7) distinto de A(T). Existe entonces un tnico punto mdvil
P = P(t) con P(1) = Py, y de forma que la circunferencia movil B = B(t)
(determinada por la condicion de cortar ortogonalmente a la osculadora C(t)
en los puntos A(t), y P(t)) bascula infinitesimalmente en torno a P.

El sistema (A, B,C, P; A’) determina entonces la tinica referencia maévil
adaptada a la curva A = A(t) con la condicién inicial P(7) = F.

1.2.10. El parametro conforme

Es importante destacar, que el referencial mévil (A, B, C, P) adaptado
a la curva A = A(t) es geométrico, en el sentido de que no depende de la
parametrizacion t. Es decir, si ¢ = t(u) es un cambio de pardmetro entonces

y A= A(u) = A(t(u)), B = ..., entonces <f~1, B,C, P) es el referencial movil

adaptado a A.

Realmente el referencial mévil (A, B, C, P) adaptado a la curva A,solo
depende del punto inicial P(7) = F, en la circunferencia osculatriz C(7) del
punto A(7). Asi el punto P(t) en C(t) puede entenderse como transportado
paralelo de Py = P(7) desde A(7) hasta A(t) a lo largo de A, y solo depende
de la estructura conforme.

Es necesario ahora demostrar las siguientes afirmaciones:

= La aplicacién de transporte ||L : C(7) — C(t) definida antes, es con-
forme (es decir proyectiva), y permite mover también el origen A(T).

= Para cada 7, la curva D, (t) = ||[JA(t) € C(7) define el desarrollo de A
en sobre la circunferencia osuladora C(7). Se verifica la condicién de
no deslizamiento:

dD, (t)
dt

= A'(1), V7

t=0

= Fijado un origen 7, llamamos razén doble de cuatro puntos A(t;) i =
0,1,2,3 sobre la curva A a:

[Alto), A1), Alta), A(ts)] = [Dx(to), Dr(t1), D (t2), D (t3)]

en donde la tltima razén doble estd tomada sobre la recta proyectiva
C(7). (ver epigrafe 1.2.7). Por otra parte, la razén doble [A(to), A(t1), A(t2), A(ts)]
asi definida no depende del origen 7 tomado.
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