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1. Introduccion.

1.1. Geometrias de Klein
1.1.1. Definicién

Una Geometria de Klein en una variedad diferenciable F, viene definida por
un grupo de Lie G que actia diferenciablemente sobre F de forma transitiva:

Gx E—=E,(A,xz) = A (z) = Ax

Se denomina a E = (E, G, \) espacio de Klein (con grupo G de transforma-
ciones).

Fijado un punto o € F, todos los grupos de isotropia G, de los puntos de
E son conjugados con G,. Claramente G, es un subgrupo cerrado de G, y por
tanto G/G, tiene una unica estructura de variedad diferenciable de dimensién
dim G — dim G, que hace a la proyeccién canénica 7 : G — G/G, submersion.
Hay ademds un difeomorfismo candnico (una vez fijado fijado o):

T:G/Gyo > AGy, — Aa(0) € FE

que permite identificar ambos espacios (E = G/G,). Denotando también por 7
a:
7:G—FE, A— As(0) = Ao

Se tiene el diagrama conmutativo:
G —"—~G/aG,
m T

E

Asi F resulta ser un espacio homogéneo en el sentido clasico. Nétese que dar
el espacio homogéneo G/G, es equivalente a dar un espacio de Klein F con un
punto destacado o.

1.1.2. La accién Adjunta

Denotamos por g y go respectivamente, a las dlgebras de Lie de G y G,.
La diferencial 7, = dn(e) : g — T, E induce por paso al cociente un isomor-
fismo canénico
T 1 9/8g — ToE

que permite identificar ambos espacios. Todo esto se concluye cuando se aplica
la diferencial en el origen al diagrama anterior

T x
g——9/do
™ T«

ToE

Recordemos que si A € G, el automorfismo de conjugaciéon Cy : G — G,
a — AaA~! da lugar a
dCA<€) = Ady € GL(g)
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y la aplicacion Ad : G — GL(g) define una representacién denominada repre-
sentacién adjunta. Su restriccién a G,, Adg, : G, — GL(g), da lugar por paso
al cociente a una accién sobre el espacio vectorial cociente g/go , que denotamos

Ad: G, — GL(g/g0) (1)
. Via la identificacién 7 es facil ver que para K € G y definiendo
Ly :G/G, > AG, — (KA)G, € G/G,

los siguientes diagramas son conmutativos:

E—2E
7 T
G/Gy —= G/G,
/Gy == G
GLG
™ s
G/Gy —= G/G,
/Gy == G

Asi, diferenciando en el origen (via la identificacién 7) podemos escribir:
dAK(O) = Adg : T, E = g/go - g/go =T,FE (2)

Recuérdese por otro lado, que si Q¢ € Q! (G, g) es la forma de Cartan de G
se verifica para A € G
(RA) Qg = Adp-1Q¢

1.1.3. Homomorfismos

Un homomorfismo entre los espacios de Klein E = (E,G, \),y E = (E, G, X)

viene determinado por una aplicacién diferenciable ¢ : £ — E , junto a un
homomorfismo ¢, : A\G — AG entre grupos de lie, de forma que ¢ o Ay =
(¢ Aa)0d, paratodo A € G. En el supuesto de que ¢ sea difeomorfismo, entonces
d. 4 = ¢poArao ¢ ' queda unfvocamente determinada, y ¢, : A\G — MG es
necesariamente inyectiva. Cuando ademds ¢, es sobre (y por tanto isomorfismo
de grupos de Lie), se dice que ¢ es un isomorfismo y los espacios de Klein son
isomorfos. Es asf como (E,G, ) y (E,AG, \) son canénicamente isomorfos por
la identidad.

En adelante supondremos que A : G — Difeo(FE) es inyectivo,
y entonces podemos identificar G' con un subgrupo A\G, y A € G con
Aa € Difeo(E).

Un subespacio de Klein (o subespacio homogeneo) de E = (E, G, X), viene
determinado por una subvariedad j : E<F de forma que
G={AcT:\E=F)
determina un subgrupo de Lie j, : G—G de forma que la accién restringida

G x E—E,(A,x) — Xz (z) = A.x hace a E = (E, G, )\) espacio homogéneo. En
este caso (7, j«) define un monomorfismo entre los espacios de Klein F y FE.
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1.1.4. El punto de vista de Klein

La accién de G sobre E, puede inducir de forma natural actuaciones Gx M 3>
(A, M) — A.M € M sobre determinadas familias M de objetos deducidas
del espacio E o de eventuales estructuras (diferenciable, métrica, conforme,...)
sobre E. La propiedad que define a los objetos de M es conservada por el
grupo G y se denomina propiedad (G—)geométrica. Segiin Klein, el estudio de
la (G—)geometria, consiste en el andlisis de las propiedades y conceptos relativos
a E que permanecen invariantes por la accién del grupo G. Cada vez que tenemos
una tal familia M, queda planteado un problema de clasificacién:

Dos objetos M, M € M se dicen equivalentes (M ~¢g M), si estédn en la
misma érbita, es decir, si existe A € G, tal que A.M = M.

Por ejemplo el grupo G actia de manera natural sobre el fibrado de contacto
de orden £ :

G % Gy (E) = G, (E), (4,0) = Ao = (G\a) (0)

(vease epigrafe 6.2.2) Cada clase se denomina escama geométrica de érden £.

1.2. Generalidades sobre Curvaturas y clasificacién de var-
iedades.

Todas las variedades las supondremos de dimensién fija p contenidas en
el espacio de Klein fijo E con dimensién m > p y grupo G de transforma-
ciones. También debemos suponer (implicitamente) que todas ellas pertenecen
a una cierta familia F invariante por la accién del grupo G. En principio no
impondremos a la familia F restriccién alguna. Sin embargo més adelante serd
necesario imponerle regularidad.

Dos p-variedades M y M sumergidas en un espacio de Klein E se dirdn
G-congruentes si existe una transformacion A € G, tal que M = \a (M). A la
aplicacion restriccion Ay : M — M se le denomina G-congruencia. Nétese que
dos variedades G-congruentes son en particular difeomorfas y tienen por tanto
la misma dimensién p.

Hacer G-geometria de p—variedades, consiste a groso modo en estudiar aque-
llas propiedades de las variedades que permanecen inalteradas por la accién del
grupo.

En particular estamos interesados en dar criterios practicos para reconocer
cuando dos p—variedades son G-congruentes.

Obsérvese que M = (f: S), M = (7 : g) son congruentes, si y solo si existe
¢: S — 8 difeomorfismo, y A € G tal que Ago f = fodo.

1.2.1. Curvaturas.

Una curvatura para las variedades, es un operador s, que tiene asociada una
clase de subvariedades ¥, de F, y asigna a cada variedad M € ¥,; una funcién
diferenciable Ky € C* (M,R). Si M = (f : S) escribimos k5 = kar o f. Una
forma habitual de determinar el invariante ® consiste precisamente en establecer
un operador

f— Ky

que asigna a cada f : S — E en X,;, un valor k5 € C* (S,R) con la propiedad

Kfop = Kfo®
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En este sentido se dice entonces que la asignacién f — k¢ es (o tiene carédcter
de) invariante.

Normalmente indicaremos que M € %, diciendo que existe kp;. Mas ain,
cuando escribamos kyr, estamos admitiendo de forma implicita su existencia.

Un difeomorfismo A\ : M — M entre variedades sumergidas en E, se dice que
respeta la curvatura x, cuando kj; = A" kgpo . Se dice que k es un G-invariante,
si es respetado por todas las transformaciones de G, es decir,

KM = AAKx, (M) © AA

para todo A € G. Esto significa si M = (f:S) que kK = Kx, oy para todo
AedG.

Obsérvese que de lo dicho se desprende que si x es un G-invariante, la familia
Y. de variedades para las que existe k) es invariante por G (esto es si M € ¥,
y A € G entonces Ay (M) € X,. Esto significa que si M = (f :S) entonces
Kt = Kx,of Para todo A € G.

En presencia de una geometria de Klein £ dada por G, el término curvatura
significard G-curvatura o curvatura Geométrica, a no ser que se explicite lo
contrario.

1.2.2. Orden de una Curvatura.

Las curvaturas que aqui vamos a considerar provienen todas de la siguiente
idea:

Sea G" un abierto de G (E), y F = F (G") la familia de p-variedades M de
E tales que Ty M € G" Vx € M.

Una curvatura de orden mayor o igual que r sobre las variedades de F, es
una aplicacién diferenciable entre fibrados x : G" C G (E) — R, que asocia a
cada v € G", el tensor ky € R, siendo T, =|7 v € g; (E)

Se dice que es de orden (exactamente) 7, si existen v,7 € G" con v |=7 |€
Gy 1 (E) y sin embargo sy # k7.

Tal invariante x asigna a cada variedad M € F una funcién ks € C*° (M, R)
con

kv (x) = krrp Yo € M

Si M = (f:S) escribimos ky = f*kas.
Si tenemos (uq,...up,) parametrizacién (local) de S'y (z1...z,,) parame-
trizacién local en F, el invariante & es de orden r si k¢ depende de las derivadas

ool (zj o f) (u,...up)

OUg, - .. O0ug,

paraj=1,...m,a = (aq,...,ax) con |a| = > a; < r: Pero no de las derivadas
de orden superior a 7.

Supuesto M = (f : S) , M = (f:5), a= f(s) = f(3) la condicién T7 M =
T M equivale a decir que existe un difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con

p(s) =3,y ademds ji f = ji (foy)
y entonces deberia verificarse
(#77) (5) = s (&)

Se tiene entonces el siguiente criterio:
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Proposicién.  El invariante  : f — Ky es de drden < r si Ky (s) = k7 (s)
cada vez que f, f: S — E son p-variedades con jTf = j7f.

Naturalmente es 3, = F, y si pretendemos que que sea curvatura geométrica
es necesario que G” sea G-invariante, es decir que G induzca una accién GxG" —
G",y ky = KA. para todo v € G".

1.2.3. Sistemas independientes de curvaturas

Una invariante k se dice que depende de un sistema (H(l), cee /ﬁ(r)) de invari-
antes, si todo difeomorfismo A que respete a k(1) ..., k(") respeta necesariamente
a k. Si cada £ no depende de los demés elementos de la familia se dice que el
sistema de invariantes (I{(l)7 e, Iﬁ;(r)) es independiente.

1.2.4. Sistemas completos

Un problema fundamental en el estudio de la G-geometria de variedades,
es el de su clasificacién G-geométrica, que consiste en dar criterios algoritmicos
para reconocer cuando dos variedades son G-congruentes.

Partimos de una familia G-invariante de p-variedades de F que en adelante
denominamos variedades admisibles.

Naturalmente, dos variedades G-congruentes son difeomorfas. Pongamos M
y M variedades difeomorfas. json G-congruentes? Una buena cosa serfa disponer
de un sistema de G-curvaturas (/9(1), ceey m(r)) de manera que cualquier difeo-
morfismo entre variedades admisibles que los respete a todos, sea necesariamente
una G-congruencia. Un tal sistema se denomina sistema G—completo de cur-
vaturas. Naturalmente, si el sistema no fuera independiente, es tautolégico que
podria reducirse a otro mas pequeno independiente y completo.

La condicién necesaria y suficiente para que (/9(1), ce m(r)) sea completo es
que para f, f : S — E p-variedades admisibles se verifique la equivalencia:

/igci):li%) 1<i<r< f=MAsofparaalgin A€ G
1.2.5. Orden de contacto geométrico

Las variedades M, M de E se dice que tienen G-contacto de orden al menos
r (r > 0) en los puntos @ € M, @ € M si definen en dichos puntos la misma

r-escama geométrica, es decir: Existe A € G, con A4 (a) =@, y Aa (M) tiene
contacto de orden al menos r en @ € A4 (M) N M, por tanto

M) TIM = TE M

Esta relacion es de equivalencia sobre la familia de variedades punteadas (M, a)
Denotamos por [M, a] ) a la clase definida por (M,a), que es exactamente la
escama geométrica (o G-escama) de orden r definida por M en el punto a

Supuesto M = (f:S5) , M = (?:g), a = f(s), @ = f(3) la condicién
[M, a}(r) = [M,qd] (T)equivale a decir que existe un A € G tal que g (Mg o f) =
g=f (segun definicién 6.2.2). Por la proposicién de 6.1.4 existe un A € G y un
difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con

¢(s) =3,y ademds j; (Aao f) = jz (fo ¢)

y escribimos entonces [¢7% f] = [ggﬂ
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1.2.6. Gérmenes geométricos de variedades

Dos variedades punteadas (M, a) y (H, 6) de F se dicen G-congruentes, si
existen entornos U de a en M y U de @ en M , y existe A € G tal que A.a =@,
y A.U = U .Esta relacién de congruencia , es de equivalencia sobre la familia
de todas las variedades punteadas. Denotamos por [M,a] a la clase definida por
(M, a), que denominamos germen geométrico (o G-germen) definido por M en

el punto a.

1.2.7. Niveles de exigencia para la solucién.

Resolver un problema de clasificacién G-geométrica de variedades admisibles
puede entenderse segiin dos niveles de exigencia, y una decripcién final que
denominamos GGP (Gérmenes Geométricos Platénicos).

Lo podiamos describir asi:

Nivel 1 Encontrar un sistema independiente (m(1)7 R Iﬁ;(r)) de G-invariantes
con la siguiente propiedad: Si f, f : S —E  definen parametrizaciones glob-
ales de variedades admisibles M = f (S), M = f (S), se tiene la equivalen-

cia

/{Sf) = I{(?i) yi=1,...,7 < fof': M — M es G-congruencia
Esta propiedad caracteriza en efecto, a los sistemas completos de invari-
antes.

Nivel 2 Encontrar las ecuaciones de compatibilidad. Es decir, fijados un abier-
to S (simplemente conexo) de R? y funciones E@D i=1,...renS, determi-
nar condiciones computables digamos (C') necesarias y suficientes para que

exista una inmersién f de forma que k() = n(fi) i =1,...7. Denotemos
por

F(S) = {{k(i) 11<i < r} : verifican las condiciones (C)}

Supdngase que {k(i)} € §(S). Una vez determinada una solucidn f:S —E
todas las demds son de la forma Ay o f cuando A € G. Por tanto, supuesto
0 = (0,...,0) €S, y fijado a € E (por ejemplo el origen o) los datos k"
determinan un tnico germen geométrico, digamos [M, a].

Queda atin por aclarar cuando otra familia de datos {E(l)} € §(S) determi-
nan el mismo germen. De hecho, si { : Sg— S es un monomorfismo con Sy C S,
y¢0) =0,y {k(i)} € 5 (S), entonces {k;(i) o(} € §(S) induce el mismo ger-
men geométrico. Ademds si {E(Z) € § (S) determinan el mismo germen {k(*)}

entonces existe una tal ¢ con {k:(i) o C} = {k(i)}.

GGP Elegir una familia de Gérmenes Geométricos Platonicos (GGPs) digamos

{Fc}-
Esto significa que cada P; es una p-variedad admisible que contiene al
origeno € E| y

1. Dos GGP distintos inducen gérmenes geométricos distintos en el ori-
gen o. Es decir

[P, 0] # [ﬁm} si PP e {P:} con P # P
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2. Para cualquier p-variedad admisible M y todo punto a € M existe
P e {P¢} con [M,a] =[P, o]

Naturalmente deberfa existir un procedimiento algoritmico para calcular P
a partir de [M,a] .

Por otra parte la familia {F;} se podria identificar con una familia {P;} de
parametrizaciones P : S — F sobre la bola S de RP centrada en el origen
0=(0,...,0) y de radio ¢, con P (0) = o.

1.3. Sobre el método de la referencia mévil.
1.3.1. La forma de Maurer-Cartan.

Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie.

La aplicacién G x g — TG, (A, X) — AX = (La), X define una seccién
canoénica global del fibrado tangente T'G cuya aplicacién inversa TG — G X g
viene definida por X4 — (A, Qg (X4)), siendo Qg € Q! (G, g) la forma de
Maurer-Cartan. Notese que

(La) ' =Qq:TaG — g (3)
Ademas un célculo de la diferencial exterior de Qg da
dQe (X,Y) =X (Qc (V) - Y (Q¢ (X)) — Q¢ ([X,Y])

Si tomamos X, Y campos invariantes por la izquierda, los dos primeros sumandos
se anulan y queda

pero esto es verdad punto a punto sobre vectores tangentes, por lo que se tiene
la ecuacién estructural

1
dQq + 5 [Q(;, Qg] =0 (4)

Por otra parte, Q)¢ es invariante por traslaciones a la izquierda, es decir si
AedG
(La)" Q6 = Q¢ (5)

1.3.2. Derivada de Darboux. Condiciones de integrabilidad

Sea S es una variedad diferenciable G un grupo de Lie y u : S — G aplicacién
diferenciable. Se denomina derivada de Darboux de u a la 1-forma ©Q, = u*Qg €
Q1 (S,g).

Fijada w € Q! (S, g) se plantea el siguiente problema

1) Establecer condiciones necesarias y suficientes para que existau: S — G
diferenciable con 2y, = w

2) Determinar todas las funciones u.

La solucién al problema constituye (una generalizacién de) el Teorema Fun-
damental del Calculo, que tiene como caso particular el bien conocido teorema
para la determinacién de primitivas F(z) de f(z)dr para funciones reales de
variable real.

Usando (??) y (?7?), se ve que también se verifica

1
dQy + 3 [Qu, Q] =0 (6)
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Por otra parte, usando (5) es fécil probar que si A € G
Qan = Qu (7)

vaque Qau = (Laou) Qg =u* (La)" Qg = u* Qg = Q.
Tenemos el siguiente

Teorema Fundamental de Integrabilidad Sea S wvariedad diferenciable,
G grupo de Lie con dlgebra de lie g y sea w € Q' (S, g). Se plantea encontrar
todas las soluciones u: S — G (si existen) de la ecuacion

Qu=w (8)

Entonces:
(a) La condicion necesaria y suficiente para que exista u: S — G diferen-
ciable tal que Qy = w es que se verifique

1
dw+§[w,w] =0

(b) Supuesto que existe ug : S — G diferenciable solucion de (8) todas las
soluciones de (8) son de la forma

u=Augcon A e G

En particular, cualquier solucion u : S — G viene univocamente determina-
da por el valor que toma sobre un punto dado de S.

1.3.3. Referencias en un espacio de Klein.

En lo que sigue E = (E,G, \) es una geometria (fiel) de Klein. Fijado un
origen 0 € F, es G, = {A € G: A.o = o} su grupo de isotropia. La proyeccién
m:G 3 A — Aa(o) € E, induce en G una estructura natural de fibrado
principal (con base E y grupo G, = {A € G : A4 (0) = 0}), (ver definicién y
notaciones en 1.1.1). G se puede considerar como un fibrado de referencias en
el siguiente sentido:

Referencias en un punto Una referencia (o mas exactamente o-referencia)
en un punto (o con origen en) a € E, es un elemento u € G, tal que 7(u) = a.
Asf 771(a) es el conjunto de las referencias en el punto a. Cuando se ve a G
como el conjunto de todas las referencias. Lo denotamos por o (E) = {u : u € G}
y la proyeccién 7 : o (F) — E, que hace corresponder a cada referencia u, su
origen a = u.0 € E, es entonces un fibrado (de referencias) con fibra G,. Asi
o0(E,a) ={uK : K € G}

Siu € o(F,a),y A€ G transforma a en Aa(a) = b, entonces se entiende
que A transforma la referencia v en la (A4), u = Au € o(E,b). Reciprocamente
siu € o(FE,a),yu € o(F,a) existe una unica transformacién A4 con A = v~
que transforma la referencia u en la w.

Referencias méviles. Una referencia mévil (local) en torno a un punto a €
E, es una seccién local del fibrado de referencias 7 : o(E) — E, es decir, es
una aplicacién diferenciable u : #f — G donde U es un entorno de a en F, y
u(x) € o(FE,z) para todo x € U. De hecho, F admite referencias méviles u en
torno a cada punto a con un valor predeterminado u(a) = u € o(E,a). Esta
afirmacion, equivale justamente a admitir que o (E) es fibrado principal de base
E y grupo G,
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Referencias en variedades. Sea f : S — F variedad diferenciable sumergida
en el espacio de Klein E = (E, G, \)

El conjunto de las referencias a lo largo de f, o(f) se construye como el
pullback por f del fibrado de referencias o (E), es decir o (f) = Useso (f,s) =
f*G(E) — S donde para cada s € S es

o(f,8) =0(E, f(s)) ={u € o(E):7(u) € f(s)}

y tiene por tanto estructura natural de fibrado principal o (f) — S con fibra el
grupo G,

Referencias méviles en variedades. Una referencia (mévil) a lo largo de
f es una seccién (local) u del fibrado o(f) — S de referencias en f. Por tanto
u: S — G es una aplicacién diferenciable, tal que 7(u(s)) = f(s) para todo
s € S. Denotamos por I' (o (f)) la familia de tales referencias.

La forma de Darboux de una referencia movil. Siu € I'(o(f)) la 1-
forma Q, = u*Qg € Q! (S, g) .se denomina forma Maurer Cartan asociada a
u. El Teorema Fundamental 1.3.2 es la clave que nos permitird usar la forma
Darboux como potente herramienta para la clasificacién de variedades.

1.3.4. Referencias de Frenet.

Supongamos que tenemos una familia admisible F = {(f : S)} de p-variedades
de E, y que disponemos de un procedimiento algoritmico-geométrico para con-
struir a partir de cada f una familia {uy} de referencias moéviles (elementos de
I'(0(f))), y que todas ellas se pueden determinar a partir de una dada u € {uy}
por traslacién a la derecha respecto a elementos de cierto subgrupo G, C Gy
es decir

{ur} ={uK:K:S5 — G diferenciable}

_El procedimiento no debe depender de la parametrizacién en el sentido de que
si f: S — FE, variedad p-dimensional sumergida, ¢ : S — S es difeomorfismo y

f=Ffoo (ie.(f:9) = (? : §)) entonces {us} = {u?o ¢}

Ademas se debe verificar la siguiente propiedad:
f:AAOfparaAEG,qu{uf}:Au:ﬁe {uf}

Denotamos {Qf} = {Qqu,} }-
De esta forma nos aseguramos que la asignacién f ~» {Q} constituye un
invariante geométrico

Teorema. La asignacion f ~» {2} constituye un invariante completo para la
clasificacién de variedades de F. Es decir:
Sean f,f:S — &, subvariedades de F entonces:

Q)= {Q;} e 3JAcGcon f=Agof

Demostracion.
La afirmacién = es consecuencia directa del TFC 1.3.2 pues si 0, = Qg

para ciertos u € {us}, u € {u};} entonces

Qu=0g=>3JAcGceonli=Au= f=Uo0=(Au).o= Ao f
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La implicacién <= . es consecuencia de que siu € {uy} = Au=u¢€ {uf},

y por TCF 132 es Q, = Qg y {Qf} = {Qf}

Corolario. Sean f:S — FE, f 8 — E subvariedades de F, M = (f : S),
M = (f : S) entonces son equivalentes

i) 3¢ : S — S difeomorfismo tal que ¢* {Qf} ={Q}

ii) La aplicacion ¢ : M — M, f(s) — f(¢s) es una congruencia.

Observacién. En el caso extremo G, = {id}, entonces {€2;} consta de un
unico elemento 2, y hay una tnica referencia mévil de Frenet u; para cada
f € F. La formula que nos da Qy € Q! (S,g) a partir de f, nos resuelve el
problema a Nivel 1 el problema de clasificacion.

Esto también es asf en el caso G discreto, donde la coleccion de las {Qf} =
{Adgw : K € G} es calculable a partir de un cierto w € {Qy}.

Por el contrario el método pierde efectividad a medida que G, aumenta.
Asi en el caso trivial en que G, = Gy, el procedimiento apenas dice nada.
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2. Meétodo de las Ecuaciones reducidas.

2.1. Familias admisibles de p-variedades.

El grupo G actia de manera natural sobre el fibrado de contacto de orden ¢

G %G, (E) =G, (E), (A g.f) — Agef = g2 (Af) (9)

(vease epigrafe 6.2.2) y se verifica la condicién de compatibilidad con |: gﬁ (E) —
GL7H(E) es decir

1 (A.o)=A.(] o) paratodo A€ G, o € Qf; (E) (10)

También es cierto que esta accién se restringe a una accién de G, sobre el
espacio de escamas de orden ¢ apoyadas en o , gﬁ (E,0)

Go X G4 (E,0) = GL(E,0), (A,0) — Ao = (GiAa) (0)

SiS C Qf; (E), denotamos por G.§ = {Ac: A€ G, 0€S8}. SiS=GS
diremos que S es geométrico. Por otra parte se define el grupo de isotropia de
S:

Gs={Ae€G: Ao =oc paratodo o € S}

Trataremos de delimitar el contexto en el que es posible aplicar ciertos pro-
tocolos (que mds adelante se expondran) para la clasificacién de p-variedades.

Supondremos en lo sucesivo que G es compacto

2.1.1. Variedades de tipo constante

Una p-variedad f: S — E se dice de tipo constante, (brevemente, f es TC)
si para cada ¢ = 1,... y todo s € S, los grupos de isotropfa G¢; en la accién
G x G5 (E) — G (E), estdn en la misma clase de conjugacion [Gy].

Notese que la propiedad TC es una propiedad geométrica.

Asisi f es TC, entonces para cada s € S tenemos una sucesion

Ggéfj...DGgngGgnglf:---
y la sucesién o tipo (de isotropia) de f es

([Ggﬁf] ) 1<e<q

donde [H| denota la clase de conjugacién en G de uno de sus subgrupos H.

Al entero minimo q a partir del cual se estabiliza la sucesion se denomina
orden (de estabilidad) para f,

Dos p-variedades TC f,f : S — E , f : § — E se dice que son del mismo
tipo (de isotropia) si tienen la misma sucesién de isotropia.

La relacién anterior es de equivalencia sobre la familia de p-variedades sumergi-
das en F, y cada clase de equivalencia F la denominamos familia de admisible
Obviamente cada familia de admisibleestd asociada a una sucesién de isotropia
fija ([Ge]);<p<, con

Glj...DGq:Gq_H:"' (11)

Notese que dos p-variedades de TC congruentes estan en la misma familia
de TC, por tanto cada familia TC es geométrica..
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2.1.2. Familias admisibles asociadas.

Asociada a una p-variedad fy : S — E de TC hay familia F de p-variedades
de E de admisible con el mismo tipo de isotropfa dado por la sucesion ([Gel); <<,
conGy1 D...DG;=Ggqp1=""".

Construimos la sucesién Fy O F1 D - D Fp D Fpp1 D -+ DO F de la
siguiente forma:

a) Sea Fy = {(f : S) p-variedad de E /G(s) € [Go] } obviamente Fy es el con-
junto de todas las p-variedades de F.

b) Supuesto construido Fy, se toma Fyyq = {(f :5) e Fe /Gg§+1f € [Go41] Vs}
Se define
&' =G%, (BE)={g5f €G,(E): (f:5) € Fy, s € S}
Ejercicio 1 Para £ > 0 probar que:

1. &° coincide con gf; (E) (G,] que €s el subespacio de los elementos v € gf; (E)
tales que G-, € [Gy] en la accion natural G x g;; (F) — gf; (E).

2. & = gl}/z (E,0) coincide con Qﬁ (E70>[G5] en la accion Gy X g;; (E,o0) —
Gl (E,o0).

3. &Y es un G /G- fibrado homogeneo, si se supone Go compacto.
Observese que £° = GEL

a) El fibrado E° se escribe como £¢ = GEL
b) Sivye g;; (E,0), y A€ G, con Ay =+ es A.o = o, por tanto

{KeGy: Ky=~}={AcG: Ay=~}
4. Se tiene la sucesion de epimorfismos (submersiones):

Dbt Lt Letleo_p

Se denomina a cada Fy familia admisible de orden ¢ (asociada a la familia
admisibleF ). De hecho se verd que la sucesiéon Fo D Fy D -+- D Fo=Fpt1= ...
se estabiliza para un cierto p con p < q+1,y F, = F.

Por tanto para 1 </ se verifican las siguientes propiedades

A1) Elconjunto & = {gf(f) : (f : S) € F, s € S} es una subvariedad de G/, (E)

A2) La accién G x Y — £ restringida de la natural G x Gf (E) — G5 (E), da
a G% (E) estructura de G/ [Gy]-fibrado homogeneo.
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2.1.3. Referenciales de contacto: Ecuaciones reducidas.

Supondremos inicialmente que G, es compacto. No obstante la construccién
que vamos a exponer aqui podria ser vdlida en un contexto mas general. Seria
interesante reconocer cual es la condicién (necesaria y suficiente) que deberia
imponerse a G para que esta construccion siga funcionando (ver parrafo ?7).

Sea f : S — E una p-variedad con isotropia homogenea, y F la familia de
p-variedades, de la misma clase de isotropia que f. Fijemos un s € S, f (s) = o,
a partir del cual construimos los grupos de isotropfa G, = G¢¢ que dan lugar a
la sucesién encajada de subgrupos Go D G1... D Gg=Gyp1 =--.

Nuestro objetivo es explicitar un algoritmo preciso para la construccién para
cada £ con 0 < £ < g+ 1 de una Gy-reduccién O° del G/ [G,] fibrado, £ de

manera que se tenga la siguiente sucesién de epimorfismos
Lhot Lot Lot Lot =,

esto nos permitird establecer un teorema de clasificacién, cuyo resultado final
es que si of : G.O — OF es la proyeccién natural, y ol f = o* (gﬁ ) entonces la
asignacion

f—oftf S — ortt
determina un sistema completo.de invariantes para la familia restringida proxi-

ma a f:
Fpp1 = {f, p-variedad de E : im((¢""' f) c G.O0**'}

Definicién 2 Liamamos a esta sucesion (02) un referencial de contacto

(para F).

0<e

El algoritmo general de construccién podria ser el siguiente
1. Partimos de 0% = {0}, que puede considerarse G,-reduccién de £° = E.

2. Supéngase construidas para cada [ < ¢ una Gj-reduccién O' de G- (E) de
forma que se tengan los epimorfismos

otLoth Lot Lot=, (12)
Construimos O“*! de la siguiente forma:
a) El conjunto gﬁ-jl (E,0%) ={ye ggl (E) :| v € O} es un abierto
Gy-invariante de Qf{;l (E)
b) En la acciéon Gy x Qﬁ-‘xl (E, (’)e) — gf;ejl (E,(’)[) aparece [Gy41] co-

mo tnica isotropfa. Una Gy reduccién O*F! del G/ [Gyy1] fibrado
gﬁ-ﬁl (E, Of) es Gy1-reduccién de ggjl (E) como G/Gy4q fibrado

¢) La aplicacién Oft! L 0 es una submersién, cuya imagen es un
abierto de OF.
podemos suponer sin pérdida de generalidad | O = O y hacer
(si fuera necesario) una restriccién abierta en la sucesién (12)

3. Tomando ¢ = ¢, como Gy, = G441 se concluye que

Ot — {7 €GL (B,09): Ay =y VA€ Gq}

Fa+1
= G (E,0%)

Fot1

es la reduccién correspondiente de £91
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4. A partir de aquf se continua Q912 = gj{i (E,0911). . etc

En la préctica el cilculo y manejo de las acciones G x g;; (E) — gﬁ (E) suele
ser complicado.

Intentaremos mas adelante otra via para la construccién de los £ y O,
usando inductivamente la accién del grupo sobre sobre determinados espacios
de Grassmannianas de fibrados homogeneos.

Ejercicio 3 Probar que la sucesion de epimorfismos O Lot o4

0? EX o Lo permite construir inductivamente, un sistema de coordenadas
(Iﬁ;l, e m"“l) para O de forma que (Hl, e Ii“l+1) =l (14317 . ..m“é) es sis-
tema de coordenadas para Of para 1 < £.

En principio se necesita establecer coordenadas para los fibrados de escamas
G/ (E,0), que podrian identificarse con el modelo analitico JJ, (R%,0) — G},

con la ayuda de una carta (x1, ..., Z,,) centrada en el origen o € E. (ver epigrafe
6.2.4 en pdg 80)...esto da lugar a las coordenadas
A A A p<Asm
((xal) ’ (xa1a2) L ($a1~~a£))1§a1,..§a4z§p
donde San
0= ¢
A A
xal.“ar = 3. 3.

O, -+ Ot |

segtn el esquema de las férmulas (82) en pag 79. Es decir, un punto de gﬁ (E,0)
con las coordenadas anteriores, estd representado por el contacto de orden £ en el
origen dado por la variedad M que se describe en las coordenadas (z1,...,Zm)
por

Ta = Ua
Tx =Cy (U1,...up)

4
1
C)\ = Z Z (Zai)!mél...arual c Uq,

r=11<a;i...<a,<p

Una vez fijado el sistema de coordenadas (Hl, oK ) para los O segtn el
esquema del ejercicio 3, las ecuaciones paramétricas de cada O" 1 < r < £, como
subvariedad de G (E, 0) en las anteriores coordenadas, podrén describirse como
funciones:

xgl..‘ozr = Xéy.‘ar (Kzl, .. .RHT)

y un punto genérico v € O° se identifica con las ecuaciones reducidas

{ To = Uq
Tx = Cy (U1, .. up)
¢

1
C/\:Z Z (Za_),Xél,,,% (Hl’}/,.../ﬁ”“y) Ug, ** * Uq,
K3

r=11<a;...<a,<p ’

Una p-variedad (f : S) de E se dice O%-admisible si g'f € G.O’ Vs, y en-
tonces ol f = o (gt f) € O representa en este sentido la ecuacion reducida de
orden /¢ para f en s.
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2.1.4. Referencias adaptadas.

Supongamos fijado de una vez por todas un referencial ((’)Z)

Nétese que una referencia O-adaptada, u € o(f,s), es exactamente una
referencia u € O° (ng, s) de G.OY. (Ver epigrafe 6.3.5). Por tanto, el espacio
X (ng) — S constituye un fibrado sobre S y grupo Gy

Si denotamos por O (f) = O* (gz f) al fibrado de referencias O-adaptadas,
se tiene:

O (f) c O (f)c---Coalf)
Denotamos en general para u € o (f, s)
Yol =uw g5 (f)

observese la siguiente identidad:

vix (f) = K71 (v4f) para todo K € G, (13)
y ademds, debido a la igualdad (10), para todo £ =1,... , se tiene
L(vef) =~a 't (14)

2.1.5. Ecuaciones reducidas y orden de contacto geométrico.
La proyeccioén (ver (89)):
o' G0 = 0 - (Gx)nO*
permite definir para (f : S) variedad admisible la aplicacién
olf: 8 — 0 s—>a£f:a£ (gﬁf)
llamamos a o’ f ecuacion reducida de orden ¢ de f en s.

Proposicién 4 La aplicacion o'f : S — O° s — obf es diferenciable, y la
asignacion f — o'f constituye un invariante de orden £ para las p-variedades
admisibles de E.

Proposicién 5 Sean M = (f:S), M = (7 S) dos variedades admisibles de
dimension de E, y sean a = f(s), ya = ﬁ?) Entonces, el orden de contacto
geometrzco (ver apartado 1.2.5) de M y M en a, es al menos £, si y solo si

obf = okf.
Demostracién. Si existe A € G, tal que g¢ (Ao f) = ggf , usando proposi-
cion 4 se tiene:
Lp__ £ A — L (At A
o.f=0,(Aaof)=0"(g;(Aaof))
€+1 ( sf) - 0-%7
Reciprocamente, supongamos o = olf = U—f, y fijemos u € O (f,s), T €
Of ( f ,E) sendas referencias de orden £ en a € M, y @ € M respectivamente.
Entonces _
wo =gt f, .o = gif
y existe K € Gy, tal que vt (A o f) = 'y”lf Llamandov = uK ! € O (f, s)
se tiene por (13)

V() =5 F = (). (gf“f) =g

Esto significa que A.g°f = gsf para A = wu~!, y se tiene que (Aqo0 f:59),
(f S) tiene contacto de orden £ en s y 5. m
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2.1.6. Referencias de Frenet.

Una referencia O%-adaptada a f en s € S se denomina referencia de Frenet.
Asi

O (f,s) ={uco(fs):vif € 0%

constituye el conjunto de referencias de Frenet en s, y O?(f) — S es un fibrado
principal de grupo G,. y sus secciones u €I' (O (f)) son las referencias méviles
de Frenet.

El hecho relevante ahora es que si f € Fyu € O9(f, s) entonces g? (uflf) €
04 entonces como u~ ' f € F

Gou-1p) = Gq = Gap1 = Gyg o py

se verifica: o4t f = g?t! (w1 f) € OF! por tanto u € O (f,s). Usando la
observacién 77 se tiene:

Proposicién 6 Si u : S — G es una O%-referencia movil para f € Fyir,
entonces también es O -referencia movil para todo r > 1. O tambien

O1(f,5) = O (f,5) Vs € S

En el caso en que G, = {e}, tenemos que O7(f,s) = {uy (s)} se reduce a
un punto para cada s € S, y se denomina f-referencia de Frenet en s. Asf las
cosas, existe una tunica uy : S — O%(f) diferenciable, que es referencia mévil
de Frenet,y que denotamos por uy

En el caso general, nétese que fijada una referencia mévil de Frenet u, todas
las demds se obtienen a partir de ella a través de una aplicacién diferenciable
K :S — G4 mediante la férmula:

v(s)=u(s)K(s)

En el caso genérico la aplicacién K :S — G|, es (localmente) constante, pues G,
es discreto.

2.2. Ecuaciones estructurales.

Sea F una familia admisible de p-variedades y sucesion de isotropia generada
por Go DGy ... DGq:Gq_H =

Sean go D g1 ... D gq = Pg+1 las correspondientes dlgebras de Lie. Se toman
entonces complementarios my con go,—1 = m; ® g, para £ > 1, y mp con g =
mg D go, de forma que al final se tiene la descomposicién

g:mo@ml@"'mq@gq
Tenemos entonces
8/gr=mg D Dmy, go1/g0 =My
Sea dimmy = my — my_1 y mg = m = dimmy = dim E.
Se supone construida una base (e;. ..., e,) de g de forma que (e; : 0 < i < my)
es base de g/go ~ mg ~ T,E, y en general (e; : 1 <i < my) en es una base de

mg P - Pmy ~ g/ge. Obsérvese (e; +¢gr:0<1i<my) es base de g/ge. Sin
embargo en lo sucesivo no se hard distincién explicita entre las dos bases.
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2.2.1. Definiciones y Notaciones preliminares.

Si (f:S) es O%-admisible se define para p, ; < v < u, las curvaturas de
orden /:
K'f:S =R, s— K f=r"(04f)

Siendo las (k") el sistema de coordenadas para los Of establecidas en el
ejercicio 3

Ast (k% (f) : 1 < v < p,) son las coordenadas de ' f € O en este sistema y
se concluye que localmente los invariantes o y (k” : 1 <v < u,) son esencial-
mente los mismos. Asf decir que dos variedades admisibles f f : S — FE, tienen
los mismos invariantes hasta el orden ¢ significa que off = o*f o también que
k' f=kK"fparal <v < tp- Entonces por la proposicién 4 tienen en cada s € S,
orden de contacto geométrico al menos /.

Si f € F, es O4-admisible, entonces por (77?), es O !-admisible y

(5" (f): 1< v <pgp)

es el sistema de curvaturas de f.
Como criterio de variaciéon de subindices adoptamos el siguiente que com-
plementa el cuadro (?7?)

Nombre Intervalo

a, b, c 1<% <r r = dim G

a, b, ¢ p+1<%<r p=dimS

o B, v 1<% <p me = dimg/ge

P P = di WZ (15)
ag, Bo, Yo | P+ 1<% < my Hp = dim

o, Boy Yo | Mu—1 < k< my Mg = My — Myp—1

ioy Jo 1<% <my mo =m, m-1 =0

Ve, T 1<% <y,

Asi por ejemplo, escribiremos (e;,) en lugar de (e; : 1 <4 < my)

2.2.2. Forma de Frenet y cobases ¢-adaptadas.

Una referencia mévil u € T' (o (f)) se dice O%-adaptada (o de orden /) si lo
es u(s) para todo s € S. Es decir u(s) ™' .¢¢ (f) € O para todo s € S. Esto
significa que u € T' (O (f)) es una seccién del fibrado O (f) — S.

Nétese que una referencia (mévil) Of-adaptada es O'-adaptada para 1 <
1<4.

Forma de Frenet Asociada a u € I'(O*(f)) podemos construir la forma
vertical Q,(mod g,)=0!, € Q' (S,g/g,) introducida en el parrafo 6.4.4 donde
Q€ Q! (G,g) es la forma de Cartan de G, y Qu = u*Q € Q' (S, g).

Se denomina a ©¢, forma de Frenet de orden /.

Nota 7 De hecho ©% (s) solo depende de u = u(s) € O°(f,s) en virtud de la
proposicion 58 (pdg 89). De acuerdo con esto denotamos O (s) = 6% (f,s).

Usando (94) en pag 90, se concluye que para cualquier otra referencia u =
uK € O'(f,s) (K € Gy) se tiene

Q%(fas) = QfLK (f,S) = AdKfleﬁ (fvs)
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Nota 8 Sea M es una p-variedad O'-admisible de E, y tpr : M — E la in-
clusion candnica. Tenemos entonces la igualdad tautoldgica

M= (tp: M)

Una referencia de orden £ en M para xo € M es un elemento u € O° (tpr, o),
que denotamos ahora por O° (M, zo) y O (tar,70) = O, (M, o). Ast mismo
denotamos gﬁOLM = gﬁOM = TfOM, oliy =0l Ko = KYS, ..ete

FEsta notacion trata de indicar que todos estos elementos estdn asociados a
la variedad M y no dependen de la parametrizacion que se use para calcularlos.

Probaremos que de hecho ©f, (M, zy) depende solo de g4"* M. La demostracién
necesita de un lema previo, que es consecuencia directa de la proposicién 6.1.4.2
en el epigrafe 6.1.4 (pagina 70)

Lema 9 Sean M y M dos p-variedades de E, y supdngase que (M, xq) tiene un
contacto de orden (+1 con (M, xo) (¢ > 0). Ezisten entonces parametrizaciones

fje:_S — E de M y M con zo = f(so) = f(50), dsof = dsf y dsyg"f =
dsy 9" f-

Nota 10 En las condiciones de Lema anterior, podemos suponer S abierto de

RP. Para comprobar que dos 1-formas 0 € T, M, 0 € T; M son iguales, es
suficiente comprobar que f*6 = T*g € Ty S, pues f 0 y ?*5 determinan la
escritura de 8 y 6 en la cobase comin inducida por f y f en Ty M = T;OM

Proposicién 11 Sean M y M dos p-variedades O -admisibles de E, y supén-

gase que (M, xg) tiene un contacto de orden £+1 con (M, :Eo). Seanu: M — G,
U : M — G referencias mdviles (-adaptadas de M y M de forma que U (zo) =
u(z9) = u. Entonces en A' (Ty,M,g/g:) = A' (TwyM,g/gc) se verifican la
ifualdad:

G{i (fﬂo) = @ﬁ (M, 330) = Gﬁ (Ma 330) = 9% (330)

ademds, (ver notacion en nota 8)
Az (Uz ) = duy (Ueﬁ)

Demostracién. Sean f, f : S — E las parametrizaciones de M y M recla-

madas en el Lema 9. Tenemos pues 29 = f (sg) = f (so) y ademds:

dso f = dso [y g5, f = g5, Fs dso g f = dsyg"f (16)
Observese que
fr00 (M, z0) = O}, (f,50), f*du, (75) = 0%,
764 (W,w0) = 0% (T.50)  T'day (047) = 0, T
En virtud de la nota 7?7 podemos hacer la comprobacién demostrando que
O! (f,so) = 6 (?, 50) ¥ ds,0'f = ds,0'f. Aplicando el Corolario 61 en pag
91, y sustituyendo en él
EmE fwg'f [g'f O~ 0
se obtiene la descomposicién:

dsong = u@ﬁ (fv 80) =+ u'dsoagf
dSOQZT = u.@ﬁ (?7 so) + u.dSDUE?

y como por (16) dsyg'f = ds,g"f, se concluye ds,c'f = ds,0"f v O (f,s0) =
95, (fu SO) u
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Corolario 12 La familia ©Y; (zo) de todas las O M (ver nota 7 en pdg 19)
para u referencia (¢4 1)-adaptada de M en xg, depende solo de la (£+ 1)-
escama gile € gf;“ (E) y constituye un G-invariante de orden £+ 1.

Nota 13 Sea u € O (M, xg) una referencia de orden £ en M para xo € M, en
A (T, M,g/g¢) y para todo A € G se tiene la siguiente identidad

donde se entiende que \a : M — AM es la traslacion por A.

Nota 14 Si (M, x) tiene un G-contacto de orden £+ 1 con (M, EO), entonces
(AM, Axg) tiene contacto de orden £+ 1 con (M, EO), para cierto A € G, y
podemos aplicar ahora el argumento de la proposicion anterior reemplazando M
por AM. Ahora es v =Au para para cierta u: M — G, O'-referencia en M, y
v (z0) =0 (ZTo) = Au(zg). Se concluye por la proposicion que

0%, (To) = ©% (To)

Pero como N0 = ©!, (por la nota anterior), y usando la igualdad de arriba

queda
X405 (To) = O (z0)

o también si u = u (x)
)‘z@ﬁm (Ma EU) = Gﬁ (va(ﬁ

por tanto, si (M, xg) tiene un G-contacto de orden £+ 1 con (M, EO), entonces
siu yu son (£ + 1)-referencias de M y M con 0 (To) = Au(xg) para A € G se
tiene:

0% (A8 =04 (8, VE e T, M

Cobase adaptada. Usando la base (e; : 0 < i < my) de g/g¢ v una referencia
movil u € I' (O (f)), podemos escribir la forma de Frenet de orden ¢, ©f =

ZHiei con ' € Q'(S). Supuesto que los p primeros 6’ son independientes
podemos construir una cobase (¢%) de Q' (S) de la forma

P*=01<a<p

decimos que (¢®) es una cobase O*-adaptada (inducida por u)

Una cobase (¢%) de Q! (S) asociada a una referencia movil de Frenet u €
' (O9(f)), se llama cobase de Frenet.

Debemos observar que la correspondencia u ~ (¢®) es punto a punto, de
forma que (¢* (s)) cobase de TS solo depende del valor u = u(s) € O°(f,s)
(ver nota 7).

2.2.3. Ecuaciones estructurales.

El objetivo, es probar la existencia de funciones diferenciables
Fge (/{17...,;¢w+1)’ N (nl,...,n“f“) O LR (17)

tales que para cualquier @¢*!-referencia movil u : S — G de cualquier O¢t1-
admisible f se tengan las identidades:
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o _ o (1 et
03 (s) = Fg (/ﬁslf,...,/ﬁil f) (18)
¥t (s) = Ne (/{Sf, e K +1f)
siendo
Qfl = Oy (mOd g@) = ¢%eq + aaze&za con 0% = 92%6 € Q! (S) (19)

d (o’ef) = gV¢ (a/anve) con o¥t = JZ‘%;SO‘ c Ql (S)
y ¢* cobase adaptada en S.

Nota 15 De hecho ot (s) = ds (k¢ f) para todo s. Hay quizds en la notacion
un uso abusivo de la letra o. El contexto evita que haya lugar a confusion.

La construccién dars lugar a un sistema final de funciones F /(31 9 Ny* verif-
icando en cada nivel £, las ecuaciones anteriores. El sistema completo de estas
ecuaciones constituyen las ecuaciones estructurales y se obtienen para ¢ = q.

La construccién que se hard punto a punto, es védlida para cada paso £ con 0 <
¢ < g y no tiene cardcter inductivo. De hecho podriamos suponer directamente
que ¢ = q, y obtener asf el sistema completo de ecuaciones estructurales.

Vamos a definir las aplicaciones

F§¢ Ny 0 SR
Fijado v € O%*1:
1. Tomamos M., p-variedad, con o € M, y Tf"‘le =7

2. Construimos @fy = 0! (M,,0) € A* (T,M,,g/g:), siendo e € G el elemen-
to identidad del grupo, como elemento e € O (M, 0). Escribamos entonces
@l; = 0 ea,,, con 0 € Ty M,

En el supuesto de que las p primeras formas (Hﬁ) formen una base de
Ty M,

3. Definimos F ﬁal () mediante la identidad

05 = F§* (v)0° (20)

4. Si escribimos d, (Uf\/[w) = 041 (0) (0/0K™),, (ie. off (0) = dory; €
T*M) se define N%* () mediante la identidad:

i, (0) = N&* (7) 05 (21)

Las definiciones de Fg‘f, NZ* no dependen de la p-variedad M, elegida tal
que o € M, y T“*1M,, = v, ya que si M., es otra entonces (M,,0), y (MV, 0)
tienen contacto de orden ¢ + 1, y en virtud de la proposicién 11 se tiene que
0L (My,0) = O% (W,,0) v dy (74 ) = do (o7 ).

Debemos comprobar ahora que para cualquier f : S — E, O*+1_admisible
se verifican en todo s € S, las identidades (18) siendo 03°, y o¢f las funciones
construidas en (19). Por las razones explicitadas en la nota 8, es suficiente con

usar la parametricién canénica f = tpr, S = M. Seaxy € M y sea~y = Uf\j}l (20)-
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Entonces (M,,0) y (M, o) tienen G-contacto de orden ¢+ 1. De hecho si u €
O (M, z0) entonces (A, M., u.0 = xg) y (M, o) tienen contacto de orden £+1.
Por la proposicién 11 se concluye

O, (M, o) = O, (AuM,, z0)
y usando ahora la nota 14 se concluye que
A:@i (M, z0) = O,
es decir, si escribimos ©F (M, xo) = 6" (x0) e;, se tiene
01 = X;0" (w0)
sustituyendo ahora en la identidad (20) 92’5 por \:0% (zq), y eliminando \: se

concluye B B
0% (o) = F3* (7)0° (wo)

Pero como v = a4 (), y ¢ (z0) = 6° (o) es una cobase (£ 4 1)-adaptada a
M en zg, se concluye que

6 (z0) = Fge (Uﬁ}rl (550)) ¢ﬁ (zo)
y por tanto
& &0 (0
9%‘ (z0) = Fg“ (JA}H (:co))
que es la escritura puntual en la parametrizacién canénica de las primeras ecua-
ciones de (18).

La demostracién de que se verifican las segundas ecuaciones de (18) es andlo-
ga. Se tiene:

v _ Ve _ Ve _ Vet
R () = Ry (o) = Ry (0) = K5 (o)
ademds por el cardcter G-invariante de las curvaturas:
Ve _ Ve
Kar, = Ko, © Ay

y por la proposicién 11 se verifica d,, (af\u M7> = dy, (o) es decir

g (R55) = duy (K50 0r, ) = N (do (55, ))
y escribiendo
daf\/l = Uﬁaﬁw
se concluye que (ver nota 15):
X; (0% (20)) = X (dugrs) = do (55 ) = 0% (0)
Sustituyendo formalmente o%* (0) por A;, (037 (o)) en (21),
A (057 (x0)) = N (7) 05 = Ng* (1) Ao (o)

eliminando el pullback A’ y teniendo en cuenta que v = o () queda

oy (o) = N (Uﬁ}_l (z0)) ¢ (20)
pero tomando o%f (z¢) tales que o5 (xo) = o%f (zo) ¢ (20), se concluye
oot (wo) = N (o5 (20))

que es la escritura puntual en la parametrizacién canénica de las segundas ecua-
ciones de (18).
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2.2.4. Teorema de Congruencia via la forma de Maurer-Cartan.

Usando el Teorema Fundamental de Integrabilidad 1.3.2 en pdg 10 puede es-
tablecerse ya un teorema de congruencia para variedades sumergidas en posicidn
general. Se necesita el siguiente resultado previo.

Proposicién 16 Sean f, f : S — E son p-variedades tales que o*t!f = o't1f,
y supongase que el rango de dg (aef) es mdximo, igual a p en todo s € S excepto
quizds un conjunto de interior vacio. Entonces las formas de Frenet O, y @%
coinciden independientemente de las (€ + 1)-referencias u yu de f y f tomadas.
En particular f y f admiten en una cobase O°-adaptada comain.

Demostracién. Denotando con barras los datos correspondientes a f, por
hipétesis se tendria (ver (18) en pag 22)

G4 (s) = o%t (s) = NY* (kL. k5)

siendo k%" = ks f = ke“Hf, Sea 4 (s) la matriz de cambio de cobase:
¢’ = 3 (s) ¢%. Como
dny' = ok = ol By ()6 =75

y se verificaria la relacién:

(75 () = (02 () (@5 (5))

Pero como
rango (dso* f) = rango (c%* (s))

se concluye que (@g (s)) es la matriz identidad, ¢ = ¢%, y por (19) en pag 22,
CHENCIY |

Nota 17 FEn particular, cuando el rango de dg (sz) es igual a p en todo s €
S, la forma de Frenet © de orden ¢ para f, es independiente de la (£+ 1)-
referencia movil u.

No es dificil establecer ahora un teorema de clasificacién para una familia
admisibleF en posicién general. Es decir, G D G, 2 G1 2 ... D Gqg = G¢41 es
su sucesién de isotropfa, con g, = {0}.

Teorema 18 Supongase F en posicion general (f : S), (T : S) € F . Supongase
que para cierto p > q, se verifica ofTLf = ot f y ademds rg (dso” f) = p.
Entonces, existe A € G, tal que f =Xy 0 f.

La idea es que usando la Proposicién 16 se concluye que podemos tomar una
cobase adaptada ¢% = ¢“ para f y [ simultdneamente, y ademds si u y u son
referencias de Frenet para f y f respectivamente, entonces

Qu = O2HL = ©F = g%, + For (n;f, - Hg‘ﬁlf) ex, = 6L = O

basta usar ahora el Teorema Fundamental de Integrabilidad 1.3.2 en pag 10
para concluir que @ = Au para algin A € G, y en particular

f(s)=1(s).0=Au(s).o= A.f(s)
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En el epigrafe 4 (pag 42) se obtendrén teoremas de congruencia mas gen-
erales, en donde sorprendentemente no aparecen explicitamente las formas de
Frenet. Estos teoremas establecen la G-congruencia de dos p-variedades para-
metrizadas f, f : S — E tales que para cierto p > ¢, se verifica o?t f = oPT1f,
y que el rango de d, (0”f) es igual al de dj (opﬂf) es constante igual a p.
Necesariamente es p < p. Cuando p = p, se obtiene una réplica del teorema 18
anterior sin la restriccién g, = {0}.

Admitamos en lo sucesivo salvo mencién explicita contraria que X¢f =
im (o f) es subvariedad de O° para £ > q denotemos p; = min {£ > ¢/ dim Xf f = dim S f 1.
En la précica se sigue el siguiente protocolo:

Fijada f : S — E una p—variedad de E que sea O9"!-admisible:

1. Calculamos sus curvaturas de orden menor o igual a ¢+1, digamos ”+! f =
kvVatr . S — R, y tenemos (kl, e k“q+1).

2. Siel rango de (9k¥«¢/ 9s®) coincide con el de (9k¥++1 / 9s?), (jesto se verifi-
ca automéaticamente si rg (0kVe/ 0s*) = p!) entonces cualquier p—variedad
f:S — E que sea Ot 1-admisible con k”e+! f = k¥a+1 es congruente con
f, es decir, existe A € G con f = Af.

3. En otro caso deberiamos seguir calculando curvaturas hasta encontrar
el primer p > ¢ + 1, tal que el rango de (9k"»/9s*) coincide con el de
(Okvr+1 / 3s) para concluir que cualquier p—variedad f : S — E que sea
Ot _admisible con k¥e+1 f = kY»+1 f es congruente con f

2.2.5. Teorema de Congruencia para el caso analitico.

El tratamiento de los teoremas de congruencia para el caso analitico se basa
en la siguiente resultado valido también para variedades no analiticas:

Proposicién 19 Sean f, f : S — E, p-variedades con af,of = aﬁtj yds, (azf) =
ds, (057) para cierto so € S y cierto £ > q + 1. Admitamos que en sg admiten
una cobase de Frenet comun. Entonces, necesariamente es Uﬁjlf = aﬁoﬂf
En particular, si admiten cobase de Frenet comin y o971 f = o9T1f, entonces
ol f = o'f para todo £ > q+ 1.

Demostracion. Sea u, T una referencias fijas de Frenet (i.e. de orden ¢) para
fy fen sg, es decir u.aﬁof = gﬁof, y H.af,(j = gﬁ(j. Tomando f: (uﬂ_l) 1,
es g Of: gt o[> ¥ u es referencia de Frenet comun para f y f. Ademss, teniendo
en cuenta que o' f = alf para todo [ se concluye que aﬁof = aﬁofy ds, (Uef) =
d

90) se tiene:

50 (JZ]?>, y usando en este contexto la férmula (99) del apéndice (en péagina

ds, (9°f) = u.0%, (f, s0) + u.ds, (6°f)
ds, (g‘{f) =u.0! (]77 so> + u.dsg, (azf>

Sean k¢ (so) = ky' f = H;’éf, v (¢ (s0)) la cobase de Frenet comun. Entonces
como es £ > g+ 1 se tiene

92 (fa SO) = @ﬁ_l (fa 30>~
= ¢%(s0) +FS (kl (sq),..., ke (so)) o (s0) ez
= @ﬁ (J?, So)
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por tanto d., (5'f) = di, (9F). lo que implica gfF1f = gf,F. v ot =

O’ﬁ?lf = Jﬁjlf. [ ]

Admitamos que X¢f = im (O’Z f) es subvariedad de Of para £ > q y sea p I
el entero definido por

py = min {f > q/dimZef = dim 2" f para todo r}

Nota 20 Observese que con las notaciones habituales (ver la de la proposicion
16) se tiene que

dim ¥ f = dimrg ((Uge (s)))

En efecto, si (s*) es un sistema de coordenadas para S y si ds® = wgqf)ﬁ
entonces para todo £

Ok"¢ o ok"*
Os™ T 9se

y okt o
(o5) = (a—) (v5)
Y como (wg) es no singular
. k¥ y
dimXff =rg ( 9ac ) =rg (Jﬂl)

Proposicién 21 Sean f, f : S — E p-variedades tales que con Py =py=p- Si

ke =

wgasﬂ — Ggq+1¢l3 =

ot f = oPtIf  entonces automdticamente se verifica que o?t" f = ot f. En
particular, si f es analitica, existe A € G, con f = Af

Demostracién. Siguiendo el mismo argumento de la proposicién 16 se ver-
ificarfa la relacién:
(7% () = (02 () (25 (5)) (22)

para todo ¢, siendo 3 (s) la matriz de cambio de cobase: ¢F = @G (s) .
Por otra parte, como 0?1 f = 0Pl f es ks f = k5*T' f = kVe+1 (s) y por
(18)
o (5) =L () = N (K (s), -, Ko (s))

asf que usando ahora (22) para £ = p se tiene
(o () = (o2 () (@5 (5)) (23)

pero esta relaciéon se mantiene:

(o5 (9)) = (ot () (@ (5))

debido a que la condicién p = p, implica que (ver la nota 20 anterior)

=rs (o)) =0 (o )

y las filas de la matriz (ag”“ (s)) son combinacion lineal de p filas de las v,

primeras que conforman la matriz (ag” (s)) y que pertenecen a ker (@g (s) — id)

por (23). Usando ahora (22) para £ = p + r se concluye

(5 9) = (7 )
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La conclusién final o”T" f = 0T f es consecuencia de que todas las curvaturas

de orden mayor que p+ 1 para f y f se obtienen de la coleccién (Ug"“ (s)) =
(E;”” (s)) para r > 1.

Finalmente, fijado s € S, y referencias fijas u,% € G de orden ¢ para f y

en so entonces por la proposicién 6 en la pagina 18 y llamando 0§ = O’ﬁo = Uﬁo
es

=l

u.oh = gﬁof, T.oh = gﬁof para todo ¢ > 0

y por tanto _
gﬁof = (ﬂu_l) .gﬁof, para todo £ > 0

lo cual indica que si A =wu "', entonces f y Af tienen un contacto de orden ¢,
para todo £ > 0.
Aplicando una variante del Lema 9, podemos suponer S = S abierto convexo

de R?, so =0, (z') carta analitica de E en torno a Af((0) = f (0) de forma que

los desarrollos de Taylor de zio (Af) y ato f coincidan en 0. La analiticidad
garantiza f = Af. m
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3. El algoritmo Jensen.

3.1. Preliminares
Se define g,(f“) (E) por QI(,I) (E) =G, (E) y la férmula inductiva

gty (B) = G, (9 (B))
Naturalmente se tiene la sucesién de submersiones
G (B) 5 g\ (B) =+ — E

Ademds hay una accién natural G x Ql(f) (E) — 1(76) (E) que puede definirse
inductivamente de manera obvia, teniendo en cuenta que una accién de G sobre
una variedad diferenciable X, da lugar a través de la férmula (9). Nétese que
usando el epigrafe 6.2.4 (pdg 80) en el apéndice 1 se concluye que

Nota 22 Hay una inyeccion candnica Gf (E) — g,S‘) (E) que conmuta con las
aplicaciones de bajada | y con las acciones naturales G X g;; (E) — g;j (E),

G x G (B) - G (B).
Concretamente, la inyeccion gf; (E) — ,(f) (E) vendria definida por la asignacion

gLf ~ g\ donde se entiende que gi" f = gL f, y gV f = g} (gge)f) =g f

Para fijar ideas, sea f : S — FE una p-variedad de tipo constante, y F la
familia de p-variedades, de la misma clase de isotropia que f. Fijemos un s € S,
f(s) = o, a partir del cual construimos los grupos de isotropfa Gy = Gge¢ que
dan lugar a la sucesién encajada de subgrupos Go D G1... D Gy =Ggqp1 =---.

Se mantienen las notaciones establecidas en el epigrafe 2.1.2 en pag 14 y
en el inicio del epigrafe 2.2 en pag 18. Denotamos Adg, : Gy — GL (my,R) a
la representacién adjunta que se corresponde con la accién (descrita en la base
(e; : 1 <i<my))

Adg, : Ge x g/ge — g/

en particular recuerdese que EGO (K)=d,(\g) : T,E — T,E.

Intentaremos ahora otra via para la construccién de los £¢ y OF, usando in-
ductivamente la accién del grupo sobre determinados espacios de Grassmanni-
anas en fibrados homogeneos. El procedimiento se sostiene gracias a la inclusién
candnica

g1+ (E) — G' (" (E))

definida segtin el esquema
9 f = 9. (g f)
para cada p-variedad f : S — E. (ver seccién 6.2.4).

La ventaja de este procedimiento -que llamamos algoritmo Jensen- es que
solo depende de las algebras de Lie gy y de las acciones adjuntas. No requiere por
ejemplo del manejo explicito de la accién de G sobre escamas de orden superior
a la unidad.
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3.2. Referencial.

Un referencial de orden ¢ > 1 para la familia admisible F consiste en una
G/-seccion O° de Ql(f) (E) tal que:

(1) O NG (E) es una Gy-reduccién local del G/Gy fibrado homogenco
G5, (B).

(2) O~1 =| OFes referencial para F de orden ¢ — 1..

La definicién adquiere consistencia si admitimos que (fijado o € E), el con-
junto {o} es un referencial de orden ¢ = 0. Un sistema referencial O9*! de 6rden
g + 1 se llama sistema referencial, y da lugar al referencial Ot N Q%‘H (E).

No hay que confundir referencial con referencial de contacto, de hecho:

A partir de la sucesién ((’)Z) de un referencial se construye la sucesién ((’)Z)
con (O* NG (E)) que da lugar al un referencial de contacto segitin la definicién
2 (en pag 15).

Nota 23 Por no sobrecargar peligrosamente la notacion, hemos mantenido el
mismo nombre O° que usamos en el referencial de contacto en la definicion
2, de forma que los conceptos definiciones y notaciones que aparecen desde el
epigrafe 2.1.4 en la pdg 17 hasta el cuadro de variacion de indices( 15) en pdg
19 permanecen literalmente validos, sin dar lugar a ninguna ambigiiedad.

Nota 24 La desventaja del algoritmo-Jensen es que solo permite fabricar en
principio una familia de secciones Of sumergidas el un espacio g,ff) (E) de
Grassmanianas iteradas, que incluye mucha basura. Esto significa que en general
la dimension de O serd muy superior a la seccion de contacto O N Qﬁ (E)

En concreto, si (k™ : 1 <1 < )\) es el sistema de coordenadas para los ot
establecidas como en el ejercicio 3, entonces si f es O-admisible las funciones
ETf =k ((Jﬁf)), pueden considerarse también curvaturas de f. Sin embargo
la inclusion O° N gﬁ (E) C O° hace que las k™ dependan funcionalmente de las
kY y escribir kT = k7 (Hl,...,m“‘i), 1 <7 < Ao lo que permite conocer las
curvaturas kI f = k7 (H;f, cee n‘;‘f) si se conocen las KY f.

Nota 25 FEl ejercicio 3 en pdg 16 mantiene su vigencia, y en adelante las
(Iil, ceey Iﬂ”e) alli con struidas sequirdn representando el sistema de coordenadas
de O°. Las funciones de estructura que se irdn construyendo serdn denotadas
también por Fg*, Ni* como en (17) en pdgina 21.

3.3. Construccién a primer orden.

Seguiremos aqui el criterio de variacién de los indices. (15) en pdg 19, pero
poniendo @, [ ..etc en lugar de agp ), ...etc, y por supuesto asumimos el abuso
de notacién indicado en las notas 23 y 25.

3.3.1. Ecuaciones de la primera seccién.

La accién natural Adg, : Go x T,E — T,E da lugar a py : Go X Gy, (TLE) —
G, (T,E) que en las coordenadas (xg) para G, (T,E), correspondiente a las
coordenadas lineales (z;) respecto a la base (e;) de T,E ~ mg, (ver epigrafe

6.2.3 en pédgina 76) se ve como

po : Go x Gp (R™) — G, (R™) (24)
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una reduccién O del subespacio de isotropia G, (TOE)[GI] se ve como una
G1—reduccion de Gy, (R™) g, correspondiente a la accién (24) que es una sub-
variedad W' de R}"™P. Pongamos (/431, ey n“l) un sistema de coordenadas para

W1l ~ O! que podemos elegir entre las z Asi W1 tendrd unas ecuaciones

Ly
paramétricas en R*™? con coordenadas (xg) de la forma:
a a (.1
xg‘:Fﬂa(m,...,f-@ul) (25)
para ciertas funciones diferenciables F§ (k',...,k#1) Nétese que F§ = r?,

A_ &
cuando K = xa|W1

3.3.2. Forma de frenet de orden cero

Vamos a aplicar literalmente los algoritmos de cdlculo expuestos en la seccién
6.4.4 (pag 89) del apéndice cuando tomamos el fibrado homogeneo £ igual al
espacio de Klein F, y la reduccién O es ahora un punto o € £

Para f : S — E p-variedad, ahora u € T'o(f) es una referencia de orden 0
para f, es decir u: .S — G y se tiene la igualdad

f(s)=u(s).o

(¢,) es ahora una paralelizacion de S con base dual (¢%), y (e;) es base de
9/g0 ~ T, E Asi tendremos 6, funciones de C*° (S) de forma que si 2, = u*Q2

0% = Qu(mod go) = O%¢;, con 6" = @, ¢ € QL (9)
usando la férmula (97) y (93) tenemos para u =u(s), dyf = ds (u™'.f)
duf = 0% = (0,0%) e;

tomando coordenadas (A%, s) ~ A%¢, (s) en TS, y las (2',0) ~ z'e; en T,E
tenemos
duf:(]lg) XS:TSﬁTOEzI(K"’;

las ecuaciones de dy f son

dof 2" =2* (\Y,5) = 6’

[e3%

(s) A
3.3.3. Arrastre hacia el origen.
Definimos la aplicacion:
Tuf 8= Gy (T,B) ~ G, (R™)
’ (i)
§— :y\u(s)f = (du(s)f) (¢1’ M ¢p)
Teniendo en cuenta que (duf) (¢,) = 04 e;, se obtienen en las coordenadas (z?,)
las ecuaciones de 7,, f
~1 i i
Ful + (2) = (05, (5))

La aplicacién de arrastre de primer orden viene definida por

Tl 183 8= [Fu| € G (TE)G, ®™)
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3.3.4. Cobase 0-adaptada.

Considerando la familia de 1-formas 6" = 0°,¢* € Q' (S) podemos suponer
sin perdida de generalidad que las p primeras (95 ) son independientes, y atin
més, elegir ¢B = 6% para 8 = 1,...p. Se llama cobase adaptada a u. Se tiene
entonces que (92) = idpxp-

Usando la cobase adaptada Las ecuaciones de «., f

Yof 18 = Gy (TLE) ~ R
(z3)

a
«

) (ver epigrafe 6.2.3 en pdg 76) son :

vuf 1al =05 (s)

en las coordenadas (x

3.3.5. La referencia de primer orden.

Fijada la o-referencia u € T (o(f)) es preciso encontrar una aplicacién
K :S — G, diferenciable de forma que @ = uK ™' sea l-referencia es decir,
vaf=o0if €O

Conocidos los 65 (s), la cobase ¢* o-adaptada, y la representacién adjunta
p: Gy — GL(m,R) ‘

AdK (61) = ngj
donde K; = K} (s) son funciones a determinar, debemos calcular (en funcién
K;) los nuevos 5; asociados a u, por la identidad
0L = giei, con §' = 52(;5“ c Q' (9)
que teniendo en cuenta la igualdad Oz = Adk (Oy) son:
0, = K& (s) + K5 ()6,

Las ecuaciones de ﬁ% f son ( respecto a la cobase ¢ adaptada a @) son:
~1 i —1
’Yﬁf : {xa = ga (S)

Por tanto, si queremos que yif = [ﬁ% f] € O' debemos imponer a las

funciones Kz = K} (s) que verifiquen la condicién:
[(Ké (s) + KL (s) ag)} ew!

—a . 3 . .
Entonces los 0, (en funcién de los todavia desconocidos K (s)) correspon-
. — . . a_ 7% e
dientes a T que determinan las ecuaciones: Y& f : {xg =0, (s) constituirfan las

iltimas m — p filas de

(15 (5) + K& () 65) (K5 (5) + K& (5)63)

_ Ipzp
= 52

Debemos por tanto buscar (sz (s)) € p(H).de forma que para ciertas fun-
ciones k%' se tenga
7% _ o 1 o
0, (s) =Fg (ks,...,6)
de acuerdo con las ecuaciones (?7?). Entonces necesariamente las k%' = %' f
coinciden con las curvaturas de f.
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3.3.6. Forma vertical y las curvaturas.
Una vez encontrada la referencia de primer orden u, (y eliminando las barras)
resulta vL f = olf € O, y por tanto

orfral =05 (s)

Se tiene entonces por las igualdades (25):
05 (5) = F§ (k... k0 f) |

Asi que si (¢*) es cobase 1-adaptada usando que ©% = #’¢;,con 6" = 07,6 €
QL (9) se tiene: ~
O = ¢%ca + FG (vsf,-.., w1 f) ¢fea (26)

Nota 26 Esto demuestra que las funciones 9§ no dependen de la 1—referencia
tomada, y quedan establecidas las ecuaciones estructurales para primer orden.

3.4. Construccién a segundo orden.

Seal' = G.0',y G} oY)y ={ye G, (O') / | v € O'} la grassmanniana
de &£! basada en O'. Obsérvese que

G2, (£.0") c G2 (E.0") c G} (£".0)

y el grupo G, actua de forma natural sobre g; (51, (’)1),

Gy % g; (51,(’)1) — Q; (51,(’)1) (27)
El subgrupo G5 figura también en esta acciéon como subgrupo de isotropia. De
hecho g}_g (E, 01) estd contenido en el subespacio de isotropia g; (51, (91) [Gz]de
esta accién. Buscamos en principio la construccién de una descripcion paramétri-
ca W? de una Gy-seccion 0% de G} (&,0"), como subvariedad de G, (R™ /1) ~
R;"H’“l = {(xgl,ygl) }, de forma que (quizds restringiendo O! a un abierto
suyo)

G2 (B,0') C G.O0?

con ecuaciones del tipo

xg:Fg‘(&l,...,n“l),p-&-lﬁaﬁm
l‘gl :Fg1 (nl,...7ﬁ”2),mo+1§a1§m1
yr = NE (R k), 1<y < gy

donde las primeras ecuaciones son exactamente las (25) que describen O ~ W1
como subvariedad de R}".

Nota 27 Se tiene entonces O*NG? (E,0') es la reduccion del G/ [Gs]-fibrado

Esta construccién podemos describirla asi (se aplicard el criterio de variacién
de subindices (15) en pag 19):
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1. Sea T (51) =U {Twé'l/w € (’)1} la unién de todos los espacios tangentes
a &' basados en puntos de O'. Nétese que

ToE' = (g/g1) x TyO' ~ R™H — {( (™) )}

en donde T;,E' ~ R™ 1 viene dado por
i ‘
( ((;UI% > ~ x'e;, +y"t (0/0KY),,
siendo (e;,) una base de g/g; ~ my + m; ampliada de la (e;,) tomada en
el paso anterior. Asi
Tor (E') =~ O' x Rt

y la accién natural G; X Teor (51) — Ton (51) sobre cada T, (51) se
escribe como:

p1 X idy, : Gy x (R™ x RF1) — (R™* x RF1)
donde p; es la representacion adjunta Adg, en las coordenadas lineales
(z1) de g/g1
Ade,
p1:G1 —" GL(g/g1) ~ GL (m1,R)

La Grassmanniana de £! basada en O' se escribe ahora como

G} (£1,0") = 0" x G, (R™)
una accién natural

G1x G} (£',0") —g) (e',0")
La restriccion esta accion a cada g; (El, wl) =G, (Twl (51)) en las coor-

denadas (xgl,ygl> se escribe

py X id,, Gy x G, (R™TH) = G, (R™FH1)  (28)
(G ]) = [ G5 ] £l

2. Tomemos en G, (R™T#1) las coordenadas habituales (mgl , ygl) tales que

i (35)
R 5 (2l ) ~ (1'313 € G, (R™1H)

La proyeccién natural g/gi1 x R*1 — g/go, (£ + g1, (¥”)) — £+ go da lugar
(en coordenadas) a la proyeccion
L Gy R™*) =Gy (g/g1 xRM) = Gy (g/90) = Gp (R™)

)

zg, ygl) — (

QR

que es compatible con la accién (28) en el sentido

L (Kv) = K. (1 7) VK € Gy, Yy € G, (R™F#1)
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3. El conjunto G, (R™*#1 W) = {y€G,(R™ ) :| y€ W'} es una
subvariedad de G, (R™'*#1) invariante por la accién (28) y se identifi-
ca con cierta subvariedad (g;) (5 1,(’)1) de g; (8 L (91) que viene dada
por las ecuaciones (25)

atg = Fg (Hl, cee m”l) y (wgl) mo<a1<mi (y21> libres (30)

decir para w! € Wt

Gp (Rm1+M17W1) =

Nota 28 La inclusion gg (E,wl) - (g;) (El,wl), queda determinada
por ciertas restricciones sobre las variables libres (£3'), mg<ay<m, (ygl)

que podrian en principio depender del punto w' € O'. Es decir, no se
puede garantizar .* priori"que en las ecuaciones de gg (E, (91) como sub-

variedad de (g;) (81, (91) con las coordenadas (Hyl,$gl,ygl), no interven-
gan intervengan las (K1) .

Se tiene en todo caso:
G2, (E,0") C (G)) (€',0") ~ O' x G, (R™ 1, W)
4. Como g;z (E, (’)1) - (Qll,) (51, (’)1), el subgrupo G figura como isotropia
de la accién
py X idy, 1 G1 x Gy (R™ M W) — G, (R™ T W) (31)
5. Una Ga-reduccién W2 del subespacio de isotropfa G,, (R™ 1, W) [G

re-
2]
specto a la accién (31) da lugar a una Go-reduccién O x W2 de (g;) ( L (91)
O! x Gy, (Rmtr W) Ga] 2 G%, (E,O) respecto a la accién (27).

[Ga] =
[
6. Como W? C G, (]R"“*“l,l/l/'l)[G2

suponer (quizés restringiendo W1 a un abierto suyo) que | W? = W,

¥ laaccion (31) no mueve W1, podemos

Podemos ampliar el sistema de coordenadas (/{1, ceey K,Hl) tomado para W!
en el epigrafe 7?7 a un sistema de coordenadas (/{1, ceey K,Hz) en W?2. Conc-
retamente como (k',..., k") C (25|,,1), podemos elegir las primeras 11
coordenadas en W? seleccionando las mismas coordenadas x% restringidas
aW?, (Iﬁ;l, ey Ii“l) C (xg}WQ) Las dltimas coordenadas (fi“l‘H, ey K“Q)

w)

7. Asi (/91, ceey 5“2) es un sistema de coordenadas para W2, y constituyen las

estdn incluidas en (23’ W2)’ mo<ar<mi U | Y5'

curvaturas de orden menor o igual a dos. Las (ml, ceey /{“1) son las curvat-
uras de primer orden y (ﬁ“l‘H, ceey m“?) son las de segundo. Naturalmente
se verifican unas ecuaciones del tipo:

:rg :FgK (kY. kM), p+1<a<m
“1:Fgl(nl,...,mﬂ2),m0+1§a1§m1 (32)
yol = N2t (Hl,...,m’*?), 1< <y
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donde podemos garantizar (usando | W?2 = W) que las ecuaciones del
primer grupo coinciden con las antiguas dadas en (25.)

8. Un sistema de coordenadas para O x W2 es

(nloal,...,n“loal,nlow2,...,n“2ow2) (33)

donde o' : O x W2 — O! se identifica ahora con la primera proyeccién
y w?: O x W2 — W2 con la segunda.

Observese que las &', ..., k"1 estan repetidas.
Si f € F, entonces o2f = o2 (ggf), y wif = w? (Jgf) para s € S de
forma que

o’ f:8 = O x W2 s = alf = 0% (g2f) = (o.f, wif)
Las funciones "2 (f) : S — R definidas por

K52 (f) =k (wif) con 1<y <p,

son las curvaturas f de orden menor o igual a 2. Estas curvaturas determinan
completamente o2 f.

Nota 29 Observese que para f € F , las coordenadas de o%f € O x W2 en el
sistema (33) son

(kloa;f,...,k“l oa;f,lﬁ}c(S),-n,’f?z(S))

k" (oL f) no tendrian porqué coincidir con las K%' (s). Pero de hecho como
se verd en la siguiente proposicion 30 coinciden. Ademds el propio argumento
permite ya justificar las ecuaciones (18) para orden 2.

Denotamos 0% C O! x W2 a la subvariedad de O' x W2 definida en las
coordenadas (33) por las ecuaciones k¥1 o ol = k!, es decir

0* = {weO' xW?: k" oo’ (w) =k ow? (w)}
= {(B,w) € O' x W? : k" (0) = k" (w)} (34)

Nétese que ahora (k¥2) determina un sistema de coordenadas para O? y para
W2 por esto podrfamos confundir ambos espacios. No obstante nos conformamos
con escribir

O ~ 12
para indicar este hecho.
Proposicién 30 Sea f € F, entonces
kY (obf) = k7 (Wi f)
es decir que las coordenadas de o2f € O' x W2 en el sistema (33) son
oif ~ (K (f), K2 ()

En particular si f € F, entonces g% f C G.O?.
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Demostracién:
Como ¢g%f C G. ((’)1 X WQ), podemos tomar una O2-referencia movil, es
decir una u : S — @ diferenciable tal que

gif =u(s).o2f conolf € 0* = (O' x W?) NGz, (E,0")

En particular u € TO! (f) es una Ol-referencia movil para f es decir
g'f(s) =u(s).olf. Sea (¢*) la cobase adaptada con dual (¢,), y €,, = 9/0K".
Asf tendremos 6!}, g% funciones de C* (S) de forma que

0L = Qu(mod g;)=0"¢;,, con 6" =02 ¢* € Q' (S)

d(c'f) =0"¢,, con gt =% ¢ € Q' (S) (35)
usando la férmula (97) y (93) tenemos
du(g'f) =06y +d (o)) = (026" i, + (07 6%) e, (36)

tomando coordenadas (A%, s) ~ X%, (s) en TS, y las (z'1,y",0) ~ z'le;, +
y“1e,, (o) en Tp:1E tenemos

1 . TP ~ 1 o pmitu, 1
du (g'f) .(IEA@Q) x§~TS —Toné _%w”) Y

las ecuaciones de dy, (gl f) son
du (9°F) : § v =y (A%, 8) = a4 (s) A° (37)

Como hemos tomado (¢*) adaptada, se tiene entonces que (95) =idpxp ¥

las ecuaciones de

55 5= 2 = [(dugo (6'1)) (br.-..,)] € O x W?
en la parametrizacién (?7) son

2= 0 (5

o*f ] yar =0k (s) (38)
o=o0,f

Se tienen entonces por (32) las identidades:

050 (s) = Fg° (kL (f), ... 65 (), p+1 <@ <myg
03 (s) = Fg* (ks (f)- i ms? (f)) s mo +1 < ar <my (39)
ait (s) = NZ (RS (f), w62 (), 1< < gy

De acuerdo con la observacién 26 (pdg 32) los ng (s) del primer grupo
coinciden con los de (26) Como las curvaturas k" (ai f) se seleccionan en-
tre las 9%0 (s), lo mismo que las k" (wgf), queda probado que k"! (O’éf) =
k" (w2 f) = K4 (f), y esto concluye la demostracion.

&&
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3.5. Construccion inductiva.

Supongamos construido para cierto £ > 0 y para cada | < ¢, O' ~ W' C

my—1+p_ a— Vi . Py

R, '=! que en las coordenadas (%f T 1) , se escribe en forma paramétri-

ca como: - -
a2t =Fgt (kY.L kM)

o1 _ e 1 (40)
Yo = = Na (H,...,/ﬁ‘ul)
. ay— Vi .
las funciones Fj;“~* (kY. . kM), N&tt (kY ... kM) : OF — R, verificando

para todo f O%-admisible y para cualquier u € T'o (f) referencia de orden ¢ para
f las relaciones:

6&1—1 (S) _ Fa['_l (H;f, o ,ngf)
{ b (5) = Ne (b ) .

siendo
04! = Oy (mod ge1) = ¢%eq + 0% ez,, con 07— = 05716 € Q1 ()
d (05_1f) = 0¥ (9/0KkV¢-1) con oVt = g p* € Q1(9)

y ¢ cobase adaptada en S.
Se entiende que también se han construido para cada [ < ¢, O ~ W' C

ml_1+u — oy vVi_— . 2 .
R, =1 que en las coordenadas (wo/ T 1) , se escribe en forma paramétri-
ca como

ot :Fgl’l (k' ... k) 42
-1 __ N”l—l 1 1y ( )
Yo — Vo (K/ yroeey K )

Sea £ = G.0OF. Siw € OF, entonces podemos escribir T, (5‘5) ~ T,0'@g/gr ~
R™Metie = {(z%) , (y”¢)} cuando se toman en T, (£*) coordenadas respecto de
la base {(e;,), (9/0k"*)}.

La esencia del algoritmo radica en la construcién de W**! como una G-
reduccién de G, (Rm”’”, WZ) respecto de la accién

(Geyal
pe X idy, : G x G, (R™eH0e W) - G, (R, W) (43)
obtenida por restriccién de
pe X idy, : Gg x Gy (RMHH) — G, (RMFHe) (44)

(definida andlogamente a (28)) siendo G, (R™* ", W*) la subvariedad corre-
spondiente a

G, (R™ e, W) = {y € G, (R™T#e) :| vy e W'} (45)
donde | denota la proyeccién natural:

L Gy (R™HHe)  — Gy (g/80) = Gy (RMe-1THe)
(x357 ygz) - (‘,Eglfl 7 ygeﬂ
Como la accién (43) no mueve W* podemos suponer (restringiendo quizas

W* a un abierto suyo) que
Lwet =wt (46)
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En realidad la accién (44) describe la accién
Ge x Gy (€,0°) = G, (€%, 0") (47)

sobre cada g; (55, w) =G, (Tw (55)), w € Of, cuando se toman en T}, (55) las
coordenadas lineales (:Ei’f, y”f) correspondientes a la base

0 0
61;"'aemm%a"'7Ma )

y las correspondientes (a3, y5 ) para G, (T, (£°)).
Denotando
O x Gy (R™ 1, W) = (Gy) (€7, 0°) C G, (£,07) = O x Gy, (R™ 1)
entonces Of x W1 se interpreta como una Gy -seccién de
(%) (£5,0°) 56,71 (B,0°) 5 G5 (B,0)

respecto a la accién restringida a (G1) (£4,0%) de (47), que es una Goy1-
reduccién del G/ [Gy41] fibrado homogeneo (G}) (£¢,0°)

Usando (46) podemos ampliar el sistema de coordenadas (Ii
do para W* a un sistema de coordenadas (/{1, .. .,K,M""H) en W1, Las ulti-

[Gega]”

... kM) toma-

mas coordenadas (ml“"% R fi““l) estan incluidas en (xge

U (yge

)- me_1<ap<myg

We+1

e+1) y se verifican unas ecuaciones del tipo:
w

{ :Bg‘f = ng (nl, ceey n“‘iﬂ) (48)

yot = NX¢ (/{1, ey /ﬁ“ﬂ'l)
que incluyen a las ecuaciones (40).

Ademis (Iﬁ;w ool KV o w“l) es un sistema de p,+ 1y, ; coordenadas para
Of x W1 donde o : O x W — Of y w1 - OF x W — W son las
proyecciones.

Finalmente podemos definir O/t ¢ Of x Wt por la condicién ¥ o o

k¢ o w1 y concluir que si ggﬂ fcaG. (OZ X W”l) entonces necesariamente

Z:

ggﬂf C £ = Q.01 El argumento es el mismo que en la proposicién 30
(pag 35), ya que respecto a una O‘Flreferencia movil u : S — G el célculo de
ot f =utgltlf € OF! dalugar a las identidades (18) y (??) que se pedian,
es decir:

0% (s) = F5* (K1(f),....65"" (f))
it (s) = Ny (KL (F), oo ms ()
donde kS (f) = k¥t (o5T1f)
©f, = Qu(mod g/)= ¢ eq + 0% eg,, con 6% = 056" € Q1 (S)
d(c'f) = 0¥t (0/0K"t) con o”t = g%tp™ € Q' (S)
Las ecuaciones (18) prueban que %' f € O**1. Nétese que O ~ Wi+t
pues (nl, ceey /<;W+1) es un sistema de coordenadas comin para ambos espacios.

Esto concluye la demostracion del Teorema 2.2, y de las ecuaciones estruc-
turales (18)
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Nota 31 Las nuevas curvaturas (fil"”% e fi”“l) podrian haberse tomado co-
mo las restricciones a O de ciertas $g‘3 yrt, pero debido su independencia
funcional con (Hl, .. .,K&M"') y en vista de las relaciones (42) la seleccion estd
entre las 3" Yy

Nota 32 Observese que podriamos repetir la construccion inductiva para £ =
q+1. En este caso, si,(nl, ce n“q+2) son las coordenadas de O12, y f es Q912

I thg Frqt2
fr o ks

admisible, las dltimas ., o — g4 funciones (/is f) se deducen

de las pi,q primeras. La razdn de esto es que las coordenadas (nl+”q+1, ceey Ii“‘?‘*'Q)

Vg+1

podemos suponerlas tomadas en (yﬁ
(:[;qurl OQ+2)y mg<agt1<mg41 ya que mg = mq+1)- Asisiu € TO? (f) = I‘(’)q+1 (f) =

LOI2(f), entonces como g, = gq41 Se tiene:

o +2> (pues no hay elementos en
q

O = 08 = " + o (RLf, o kL7 ) 6%,
y las curvaturas (niﬂb‘”lf, e k’;‘”zf) de orden q+ 2 de f estdn tomadas de

la coleccion (UZJIH (s)) que dependen de la diferencial de oit'f en la forma

d (oq+1f) = g%+ (9/OkY+1) con o¥r! = glatig® € O (S)
siendo o¥a+t = d (kVe+1 f). Asi que conocidas las funciones de curvatura
(K" fo. .. wHar f)

en torno a un s € S, podemos conocer (calculando las componentes de las
d (kY1 f) en la cobase (¢“) ) las

(ni“q“ Froo et f)

FEsto significa también que para dos variedades Ot -admisibles (f : S) , y (7 : S)
-que admiten una cobase de Frenet comun (¢%)- y o%t!f = gITVf entonces
o122 f = g9t2f y en general es 9" f = o9 f para todo 7.

3.6. Algoritmo Jensen (para autématas).

E = (E,G, ) es una geometria (fiel) de Klein con dimensién m = mg. Se ha
fijado un origen o € E, y G, = {A € G : A.o = 0} es su grupo de isotropia.Nos
disponemos a describir esqueméticamente el proceso algoritmico para clasificar
a lo Jensen las p-variedades de E. Mantenemos por supuesto el convenio de
variacién de indices dado en (15) pag 19.

1. Determinada la accion Ad : G — GL(g), se busca mo = [(e;,)] subespacio
vectorial de g, a ser posible Ad-invariante, tal que

g =mo D go
Asi (e;,) = (eq,) puede considerarse base de mg ~ g/go ~.R™0.
2. Calculamos las 8*° € Q' (G)

@0 = 0a06a0 e ! (G, m0>

Q:@0+QQ con { QO EQI (G7go)
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3. Se calcula el grupo de matrices py (Go), siendo p, : Go — GL (mg,R) la
representacién Ad : Gy — GL (mg) en coordenadas:

Po (K) = K;S <:>EK (ejo) = Kjgeio

4. Se estudian las posibles secciones W' C Ry0™P >~ Gpm, de la accion
Po : Po (Go) x RyP0~P — RM0=P dada por

e (o) = [0 () )]

5. Fijada una seccion W'de ecuaciones

~ - Se supone que las (k"') estdn
zo0 = F3° (K',... kM) (

seleccionadas entre las (xiO)
(F) = (£30)

se calcula su grupo de isotropia G1 C Gg (es decir, (K;g) o(F°

para todo (K;g) € po (G1)) y un subespacio vectorial my = [(eq,)] de g1,
(a ser posible Ad-invariante) tal que

g=mpDgo=mpSm; D g
Ast (e;,) puede considerarse base de mg @m; ~ g/gy ~R™ y
6. Calculamos las 0** € Q! (Q) tales que

B 0, = Oaleal e Q! (G,mo)
Qo =071 4+ con { Q€ (G, a1)
(tenemos asf Q = O + Q; con O = Oy + O; ~ Q (mod g1))

7. Se calcula el grupo de matrices p; (G1) siendo py : G1 — GL(m1,R) la
representacion Ad : Gi — GL (mg @ my) en coordenadas:

P1 (K) = (Kﬁ) <:>A_dK (ejl) = K;16i1

1

8. Determinese la accion py X id,, : p; (G1) x Ry R dada por la
condicion (ver apartado 2 de epigrafe 3.4 en pagina 33)

(650 oy e <k§fl.).,km>>
_ _ (Fgo (k(l(,sg.).,kl‘l))
e ()

9. ;Hay alguien ahi?
Las variables (ygl) son libres, y las (z21) pueden estar sometidas a ciertas

restricciones, provocadas por las ecuaciones formales de Maurer Cartan.

Denotamos por (R)ZH_“ ! a esta familia restringida de matrices en ]R;“_W L.
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Explicitamente:
Apliquense formalmente las ecuaciones de Maurer-Cartan a (ver seccién
4.4 en pégina 56) a

o =6
0% = Fgo (k... kM) ¢°
g — xg1¢,6’

donde se supone que para cierta ( referencia de orden 1 de cierta f: S —
E)u: S — G diferenciable se ha tomado

0" =u 9" c Q1 (9)

Siendo 8 € QO (G) las 1-formas obtenidas En los pasos 2,y 6,y tenien-
do en cuenta que los (k¥*) son p, elementos seleccionados de la coleccién
de los 0%0 tales que % = 9%0 (bﬁ.

Extraiganse a ser posible de aqui, las relaciones buscadas entre las vari-
ables x%l (jya libres del pardametro s!).Nétese que si

. G
Yuf = (€q) (Fgo(fil,...w“l))]

entonces

u'Q (modgy) = O} = ¢%eq + F5° (k',...,1") ¢ eq, + (azwﬁ) €,

10. Se fija una seccion Wy en la accion restringida py X id,, : py (G1) x
(R)Zlﬂl — (R)Zﬁ“ 1y sus ecuaciones:

Ig1 = Faal (klﬂn’ o K Se supone que (k“lﬂ, e kM2 )
ys =N (K'*#, ... kM2) 7 estdn seleccionadas entre las xgl,ygl>.

y se define W2 = W, x Wy

11. Se continia inductivamente con el proceso pasando del nivel £ al £+ 1,
hasta alcanzar el orden q+ 1, en donde ngyq =0

Una p-variedad en E, f: S — E, se dice de tipo W = W) x -+ x Wiy,
si admite una W%t -referencia mévil es decir una u : S — G diferenciable con
wo=fyr":S—Rconl<v< p, tales que

u*Q (modgy) = O} = ¢%eq + F5* (k... K"1) ¢eg,

donde ¢ = 6% = u*0“, es la cobase adaptada. Las (k”*+!) son las curvaturas
de 6rden < £+ 1 de f.

Nota 33 El resultado final es que las curvaturas ', . .., kMe+1 de una p-variedad

en E, f: S — E, de tipo W no dependen de la W't -referencia mdovil
tomada, y en el caso £ = q, el sistema de curvaturas de orden < q+ 1 es un
sistema completo de invariantes para variedades de tipo WIt!

Nota 34 A lo largo del proceso, y en cada paso £ se va decidiendo cual es la
seccion Wy elegida con su isotropia Gy. Fsto da lugar a un drbol cuyas ramas
que deben dejarse crecer hasta el final del proceso (ng = 0). Los extremos finales
de estas ramas proporcionan distintos tipos W1 de p-variedades, y dentro de
cada tipo las curvaturas son las que deciden la congruencia.
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4. Teoremas de Congruencia.

Se supone ahora fijado en espacio homogeneo E = (F,G,\) una familia
admisible F, y un sistema referencial (OZ) asociado. Los argumentos que se van
a exponer, sirven indistintamente tanto si el referencial es de contacto como si
no lo es (ver epigrafe 3.2 en la pdgina 29).

En lo que sigue f : S — E es una p—variedad Of-admisible (i.e. ggf C
G.0" = €%, y que se asumen las hipétesis y notaciones del parrafo 2.1.3

Supondremos que la imagen o%f = im (O’Z f) es una variedad de O que
denominamos variedad de invariantes de orden ¢ para f.y construimos para f
el entero

py = min{ 2 g fdm (041) = dim (o5

Nota 35 Es esperable que q < p; < q + 1, aunque no hemos conseguido
demostrarlo. Se observard no obstante que en algunos pdrrafos de este survey
hemos asumido (por razones de simplicidad) como si fuera cierta esta afirma-
cion. Pero de hecho, por el momento no disponemos de ninguna acotacién para
el valor de py.

Se denominan a (Hlf, ce /{“Pf“f) introducidas en el epigrafe 2.1.5 sistema
de curvaturas para f.

» Sean f, f:S — E dos p-variedades admisibles. Supongamos que tienen el
mismo sistema de curvaturas, es decir p, = PF=pY

ot f =oftlf. 8 - Ortt
Esto equivale a decir que
ROf=r"F1<v<p,,

;Podemos asegurar que las parametrizaciones f y f son congruentes (ex-
iste K € G, con Ag o f = f)7.

Podemos reformular la pregunta anterior de la siguiente manera:

» Sean f,: S — E, f: S — E dos p-variedades admisibles con Py =py=p
Supongamos que existe un difeomorfismo ¢ : S — S de forma que

K?o¢:l€%l§l/§up+1
En estas condiciones: jexiste A € G con Ay o (fo¢) = f)?

Hay una tercera forma de formular todavia la misma pregunta:

» Sean M y M p-variedades admisibles, con py; = pgr =p, y ®: M — M
un difeomorfismo tal que

ﬁ?wo(I):fi”M71§V§,up+1

.Es necesariamente ® una congruencia (i.e.® = Ag |37 para algin K € G?7
Empezamos probando el siguiente teorema:
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4.1. Caso general.

Teorema 36 Sean f,f:S — E dos p-variedades admisibles, con pr =Py =0p-
Supongamos que tienen los mismos invariantes hasta el orden p + 1. Es decir

Up+1f — 0p+1? - S = Oq+1

Admitamos que ottlf .S — O es una p-variedad. Entonces existe A € G,
conAgof=f.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer a o”f inyectiva. Sea ¥ =
im (o f), considérese la variedad

GY¥={Ac:AcG,oel}~G/G,xE

y definimos sobre ella una distribucion I : G.X — G} (G.X) (que es una seccién
del fibrado Grassmaniano | G} (G.X) — G.X), mediante la siguiente construc-
cién:

Fijado s € S, tomamos u € O (f,s) = O° (f,s) = OPT! (f, s) referencia de
Frenet auxiliar y definimos

(Aol f) = g5 (9" ((Au™t).f)) (49)
1. Veamos que la definicién (49) es consistente.

a) La aplicacion g° ((Au_l) f) definida en S tiene su imagen en G.X.
Dem: Como (Au_l) .f vy f son congruentes , es o” ((Au_l) f) =
o” f, si v es referencia de frenet para (Au_l) .f se tiene

¢ (Au™").f) =v.oPf: S — G.¥

b) La definicion de I1(y) = II(A.02f) en (49) para v = A.c2f no
depende del A € G utilizado.
Dem: Siy = A.o?f = B.of € G.X, entonces g! (gp ((Au_l) f)) =
gl (g” ((Bu_l) f)) En efecto, tenemos que B~'A € G, = G,11, que
es grupo de isotropfa de O”*! a donde pertenece justamente 2! f
que coincide con g°t! (u‘l .f), ya que u es también referencia (p + 1)-
adaptada. En consecuencia (B71A) .gf™ (u=t.f) = g0™ (u=t.f) vy
por tanto

A.gPtt (uil.f) = B.g't! (ufl.f)

el final del argumento ya se deja caer:

9s (9" ((Au™) .f)) = g5 ((Aw) )
= A.grtt (u_l.f)
= B.g't! (u_l.f)
— gt (¢ (Bu).1)

¢) Siu,v € O°(f,s), entonces gt (g° ((Au=t).f)) =gt (9* ((Av™1).f)) .
Dem: Sean, u v son referencias (p + 1)-adaptadas, por el argumento
anterior

g+l (u_l.f) = oPHlf = gotl (v_l.f)
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asi:
g5 (9" ((Au™) .f)) = g8 ((Au™") . f)
= A.ngrl (uil.f)
= Agrtt (U_l.f) =
=.=g (gp ((Avil) f))
2. La distribucion definida por (49) es diferenciable y la p-variedad g°f :
S — G.X es una hoja .
Dem: Si u:S — G es una referencia mévil de Frenet, y A € G, se tiene

la identidad:
M(Aotf) = (Au(s)™) g2t (.f)

y la aplicacién
Gx 8= g (E), (As) — (Aus) ) .grt ()

es claramente diferenciable. Por otro lado, fijando s € S, y tomando en la
férmula (49) A =u € O (f,s) como ¢? f = u.0? f queda:

(g2 f) = I (w0l f) = gi (9" f)

3. La distribucion definida por (49) es invariante por la accion del grupo.
Dem: Siy= A.0ff, y B € G, entonces
II(By) =11((BA).0Lf)
=g¢™ ((BA)u™'f)
= B.g¢™! (Auflf)
=B.IL(v)

4. La distribucion Iy =TI construida en (49) para f coincide con la corre-
spondiente H7.pam f-
Dem: Fijado s € S, u € O°(f,s), y u € O°(f,s), como o?T!f = gPtLf
queda
o () = ot = ot T = g (1)

ademds, o f = of f por tanto

Iy (Aol f) = gi (9" ((Au™").f))
= Aglt (u7tf)
— Agth (@)
115 (Aot f)

Demostracién. (Teorema.36)

En consecuencia g”f, ¢°f : S — G.X son hojas de la misma distribucién
II; = Iy = IL Fijado un 5 € S, tomemos A € G, tal que A.gif = “f
(concretamente A = wu~!, con u € OP(f,3), y u € O°(f,5) ), asf como la
distribucién II es invariante por traslaciones a la izquierda, también A.¢g°f :
S — G.% es una hoja por el punto A.g2f = g2 f. Esto significa por la unicidad,
que existe un diefomorfismo (en torno a 's) ¢ : S — S ..tal que

A.gg(s)f = ¢°f para todo s € S (50)
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pero entonces denotando o”(s) = of?f = O”;?, y teniendo en cuenta que ¢” :
S — OF es una p-variedad se concluye para todo s € S

o’(s) =0’ (¢(s)) = s = & (s)

y por tanto ¢ = id. De (50) se concluye ahora que A.g°f = g¢f, y en
particular esta relacién se mantiene para los puntos de apoyo, es decir Ao f (s) =
f(s) paratodo s € S. m

4.2. Casos especiales: Variedades con simetrias.

Sea f : S — FE p-variedad en O”-admisible Sea p = p;, y admitamos que se
verifica que

o =0f:8—0OF

es una submersién cuya imagen im (o) es una p-variedad. Teniendo en cuenta
la definicién de p;, se concluye que la imagen im (0*!) € OP*! de o#tt =
oPTlf . § — OrTl es también p-variedad, y podemos suponer por tanto que
existen

» Variedades S y S , (de dimensiones p y p respectivamente)

s Un difeomorfismo ¢ : SxS— S

= Una parametrizacion " : § — 0P+ de la p-variedad im (o°+1) de

manera que para todo (5,3) € S x S se tenga
o0 ((5,5) =" (3) (51)

Sustituyendo ahora f por fo¢, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que ¢ =1id,y S =5 x S por tanto

P (5,5) = i (5)

. ., ~ ~ ~p+1
en particular la funcién o =| %!, no depende de §, pues 5° =| &1 :

S — 0P*! verifica
U?g,g)f =" (3) (52)

Sin pérdida de generalidad, tambien podemos suponer a ¢” inyectiva. Sea
Y =1im (c”) = im ("), considérese la variedad

GY={Ao:AcG o0eS~G/Gyx Y

Definimos sobre G.X la distribucién I : G.X — G} (G.X) (que es una seccién
del fibrado Grassmaniano | G} (G.X) — G.X): mediante la siguiente construc-
cién:

Fijado s = (5,5) € S, tomamos u € O% (f, s) referencia de Frenet auxiliar y
definimos

(A5” (3) = gz (¢ (Au™) 1)) (53)

Nota 37 La definicion de I1 no depende del 5 que acompaﬁa al s, ya que por

(52), es posible garantizar a priori que af;; f = @, 512 f aunque sea 51 #

So, y por tanto se tiene ggg ((Au1 ) f) (pgg ((Au2 )f), para u; €
O (f,(5,5)) -



4 TEOREMAS DE CONGRUENCIA. 46

El argumento de 1a en 4.1, prueba que la aplicacién g° ((Au_l) f) definida
en S tiene su imagen en G.X por tanto g” ((Au_l) f) : S — (G.X). Salvada
va la posible inconsistencia sugerida en la Nota anterior, los argumentos de los
asertos 10y 1c en 4.1 permiten comprobar de forma inmediata la consistencia de
la nueva definicién (53) de II. El mismo argumento del aserto 2 permite probar
que la p-variedad g°f : S — (G.X) x S es una hoja de la distribucién.

El grupo G actua sobre G.% de forma la forma natural. El argumento del
aserto 3 permite probar ahora que la distribucién II de (53) es invariante por la
accion del grupo. Estamos en condiciones de probar el siguiente

Teorema 38 Sean f, f : Sx8— E dos p-variedades admisibles con py = Py =
p, y tales que: ‘
ot f = oPtIT S x § — 01!

Admztamos que o f = oI =Pt §x 5 — O con oP+1(3, 5) = gt (s)
y que & . S — Optt es p-variedad. Eziste entonces A € G,y ¢ : SxS — SxS
difeomorﬁsmo con ¢(3,3) = (3,6 (3,3)) tal que f = Aao (fo)

Demostracién. La distribucién Iy = II construida en (53) para f coincide
con la correspondiente II7 para f, ya que fijado s € S, u € Gy(f,s), yu €

Gy (f,s), usando el mismo argumento de la afirmacién 4 queda

9: (9" ((Au™) 1)) = g (¢” (A7) .F))

y se concluye IIy = IIr .En consecuencia g°f, g°f + S — G.X son hojas de
la misma distribucién ITy = Iz = IL Fijado un so = (50,50) € S, tomemos
A€ G, tal que A.g% f = gg—of (concretamente A = wu~t, con u € Gy(f,s0), ¥
T € Gy(f,s0) ), ast como la distribucién II es invariante por traslaciones a la
izquierda, también A.g”f : S — (G.X) es una hoja por el punto A.g% f = gg’[j.
Esto significa por la unicidad, que existe un difeomorfismo (en torno a sg) ¢ :
S — S ..tal que

A.gg(s)f = A.gg(s)f = ¢°f para todo s € S (54)

pero entonces

—~—

5(3) = o4 = ot f =5(5(5)
S
y teniendo en cuenta que o” : S — OF es una p-variedad (inyectiva) se concluye
para todo s € S

¢(s)=5
y por tanto ¢ = id. Como la igualdad (54) se mantiene para f y f se concluye

la demostracién. m
Hemos demostrado por tanto el siguiente:

Teorema 39 (Fundamental) Sean f, f: S — E dos p-variedades admisibles,
con py = pg = p. Supongamos que tienen los mismos invariantes hasta el orden
p+ 1. Es decir

ot f =Pt . 8 — Ortt

Entonces existe A € G, con Aa.(f:S) = (? . 9).
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4.3. Teoremas de homogeneidad

Se ha fijado un espacio homogeneo (E, G, \), un sistema referencial 0971
Sea M una subconjunto de E. Se denota por

GM={AecG:AMcC M}
al grupo de las transformaciones de G que dejan invariante M.

Nota 40 Sea M una p-variedad de E

1. Si M es cerrada, entonces necesariamente GM es cerrado, y por tanto
subgrupo de Lie de G.

2. S8i M = (f:9), entonces A € GM, si y solo si existe ¢ : S — S difeomor-
fismo con Ago f=foo

4.3.1. Subvariedades homogeneas

Sea M subvariedad de F, y. Se dice que M es homogenea si existe G subgrupo
de Lie de G contenido en GM de forma que la accién inducida G x M — M es
transitiva. Se dice que M es fibrada-homogenea si GM es subgrupo de Lie de G,
y la accién inducida GM x M — M da a M estructura de fibrado homogeneo.

Proposicién 41 Sea M = (f : S) p-variedad homogenea de E que es O971-
admisible. Entonces la aplicacion o9t f : § — OIt! es constante.

Demostracién. Fijados sg, s; € S, sea A € GM  tal que Aaof (so) = f (s1),
y sea ¢ : S — S difeomorfismo tal que Ag o f = f o @, en particular ¢ (sg) = s1,
y por la proposicién 6.2.2 (pag 76) se tiene

94 =gy () =g (fog) = g2 (Aao f) = Aglt (f)
como ot (y) = g9t (A.y) para todo A € G, se concluye la demostracién. m

4.3.2. Teorema fundamental de homogeneidad

El resultado relevante de esta seccién muestra como una p-variedad M
(O%+1_admisible) que proyecta en una p variedad sobre OPM puede obtenerse
como un abierto de una p-variedad fibrada-homogenea M univocamente deter-
minada por M con dimensién de la fibra igual a p = p — p.

Teorema 42 Sea M una p-variedad conexa O1t'-admisible sumergida en un
espacio de Klein (E, G, \). Sea p = py, y D la dimension de la variedad
ol (inr) C OP, de valores de los invariantes de orden p de M.

FExiste entonces una tinica p- variedad fibrado-homogenea conexa M que contiene
a M como abierto, y tiene a D = p — p como dimension de la fibra.

Corolario 48 En particular si M = (f : S) es p-variedad O -admisible, y
off 5 — OF es constante entonces M es un abierto de una p-variedad homo-
genea.

Para probar el teorema, es suficiente demostrar una versién mas local, dada
en la siguiente proposicién
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Proposicién 44 Con las hipdtesis del teorema 42, y fijado 0 € M, existe en-
tonces un G' subgrupo de lie conezo de G, y una p variedad conexa M contenida
en M conoe€ M, de forma que:

—~

1. M = G.5 es una p-variedad (homogenea) de E contenida en M.

2. El conjunto

M:@.M:{fl.iﬁ:fle@, TeM

} =Uz.gAM
.es una p-variedad conexa de E, y M N M es un abierto de M y de M
3. La aplicacion 7 : M — M definida por
7(Az) =3
estd bien definida e induce en M una fibracién de fibra tipo M.

4. El algebra de Lie del grupo é, es exactamente la del grupo de las trans-
formaciones de G que dejan invariante M

Para la demostracién del teorema 42 comenzamos con un Lema técnico.

Lema 45 Sean F; : S = S x Si — & p-variedades, i = 1,2. Entonces fijado
S; € 85, la aplicacion F;(.,s;) : S; — & define una p-variedad, y

IG5 F1 = 955 Fe = 65 (F1(1,51)) = g5 (Fa(.,52))
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Hipdétesis de partida. Vamos a trabajar en un entorno abierto en M (con-
venientemente pequeno, y denotado también por M) en torno a nuestro punto
inicial de referencia 0 € M. Podemos suponer sin pérdida de generalidad, que 0
coincide con el origen o € E, sobre el que estd montado el referencial O9+1,

Pongamos M = (f:S). Como o = of : S — OF es una submersién
cuya imagen es una p-variedad. Entonces por la definicién de p = py la imagen
de ol = oPT1f es también p-variedad, y podemos suponer (tras quizds un
cambio de coordenadas, y una reduccién del entorno) que S = S x S’ donde S y
S son variedades (de dimensiones p y p respectlvamente) de forma que ¢”*! no
depende de S es decir, 0P (3,5) = 5°7! (5) para cierta ° 1 § — 0! que
es una parametrizaciéon de que supondremos inyectiva. Ademds si 0° =| o +
es 0” (5,8) =" (3)

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer a & inyectiva. Sea Y. = im (o*)
im (6”), considérese la variedad

GYXx={Ac:AcG oeX}~G/G,x X

Distribucién II. Definimos sobre G.¥ la distribucién II : G.X — G, (G.X)
(que es una seccién del fibrado Grassmaniano | G1 (G.X) — G.Y), medlante la
siguiente construccién:

Fijado s = (5,3) € S, tomamos u € O (f, s) referencia de Frenet auxiliar y
definimos

(A5 (3) = gt (o] 5 (461 1)) (55)
1. Veamos que la definicién (55) es consistente.

= La aplicacion g ((Au )f) 18— g~A ((Au ) f) definida en
S tiene su imagen en G.X. En efecto, pues como (Aufl) .fy fson
congruentes , es o” ((Au_l) .f ) = o”f, si v es referencia de frenet en
torno a (s, S) para (Au_l) .f se tiene

9 5 (Au™) ) =v(.8) .0 5 : S = G2

» La definicién de II (v) para v = A.5” (3) no depende del A € G uti-
lizado.
En efecto, si v = A.c” (5) = B.d” (5) € G.%, entonces por (51) ten-
emos que (B~'A).0” (5,5) = 07 (5,8) y por tanto B~'A € G, =
Gp+1, que es grupo de isotropia de 0P+l a donde pertenece justa-
mente U’(’; gl) f que coincide con g(pg gl) (u‘l . f) ya que u es también ref-

erencia (p + 1)-adaptada. En consecuencia (B 1A) pH ( “Lf) =

gfjsl (u=t.f) y por tanto

(B™'A) 965 (9" (wf)) = 9655 (9” (1))
y asi:
9(1§§) (Ag” (u ™)) = g(lg’s (B.g” (u™".f))
En particular por el lema (para k = 1)

9?1’ (A-9€7§) (U_lf)) = 9% (B-g(p,’g) (u_lf)>

de donde se concluye el resultado.
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» Siu,ve€ O(f,s), entonces

g (95 (Au™).0)) = gt (905 ((Av7Y).1))
pues u v son referencias (p + 1)-adaptadas, y por el argumento ante-
rior

Iig (W) =olinf =il (1)
asi:
9im (9" (A=) 1)) = 955 ((Au™) )

— A-gp‘l‘l ( —1 f)
— Agp:-sl) ( 71-f) —
= =05 (9" (A1) .f))

aplicando el lema 45 (pag 48) para

k=1,F=g"((Au™).f), ¥y P2 = g{z5 (¢" ((Av7).f))

se concluye el resultado.

= La definicién (55) II(y) para v = A.5” (5) no depende de 3. En
efecto, sea s; = (5,8;), 1 = 1,2, y u; € OP(f,s;) se tiene entonces
ui gt f = 0% (3,5) = 5 (3), y asf

g6t ((Aur?) . f) = g2 ((Aug™) . f)
por tanto
95, (9" ((Aur) .f)) = g5, (9" ((Aug™) -f)) 987!

nuevamente aplicando el lema queda

gt (90 (Aui")-£)) = g3 (oL ) ((4w3") 1))

s La distribucién definida por (55) es diferenciable y la p-variedad
9’ f(.5) : S — G.X es una hoja para todo s € S.
En efecto si u:S — G es una referencia movil de Frenet, y A € G,
se tiene la identidad:

(A5 (5) = Au(s) gt (97 /)

que depende diferenciablemente de Ay s. Por otro lado, fijando s € S,
y tomando en la férmula (55) A = u € O” (f, s) como g f = u.c” (3)
queda:

f(gef) =T (" (3) = g} (of o) ((wu™).5)) = g (of )

2. La distribucién definida por (55) es invariante por la accién del grupo.
En efecto, si v = A.57 (5), y B € G, entonces

T(B.y) =T1((BA) .5* (3))
=gt (90 5 (BAu) )
= B.g; (gf.@) ((Au™) f))
= BII(y)
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Hemos probado por tanto el siguiente resultado bajo las Hip6tesis de par-
tida (pag 49):

Lema 46 FEuxiste sobre G.X una p-distribucion II:G.Y— g% (G.X) que verifica
a) Es invariante por la accion del grupo G

b) Para cada s € §, es gg g)f S — G.X una hoja de la distribucion II

c) éz f':8x8 = Ees otm~p—va7’i6dad con afggl,)f’ =5 (3) V() e
S x S', entonces g? g,)f’ : S — G.X es también una hoja una hoja de la
distribucion I1
Demostracién. Solo queda por demostrar c):
La distribucién II r= II construida en (55) para f coincide con la correspon-
diente Hf/ para [/, ya que fijados s = (5,8) e Sx S,y s = (3,5) € S x 9,
sean u € O4(f,s), y u' € O4(f',s), como ot f = O’p+1f/ = ~p+1 (3) queda

g5 (9 (u™'f)) =gt (w71 f) =577 (3) = gL (') = g5 (9" (w1 F))

y usando ademds, por el lema 45 (en pdg 48, para k = 1, F} = ¢* (u_lf),
Fy =g (W1f"))

93 (gf.,@ (u™ f)) =95 (g(pﬁ) (“/_l‘fl))

por tanto
(4.5 () = Agt (o0 5 (u2.1)
= A.gt g(p_g) (u’fl.f'))
=10y (45" (3))
| |

Corolario 47 Sea A € G, con (/\A of:Sx §) = (f’ £ S x §'), entonces

A~

1. Fijado 59 € g, entonces (f (50,.) : S) es una p-variedad de E que es
enviada por Mg, a (f’ (30, .) : :S'\/)
2. Hay un difeomorfismo 9 : S— 5 de forma que
Aao f(5,3) = (5,4 (3))
Demostracién. Probemos el Corolario:

1. Por hipdétesis, existe ¢ : Sx 8§ — §x 8 difeomorfismo tal que Agq 0

f(s) = ['(¢(s)). SiAa f(50,5) = f(51,5), es ¢ (50,5) = (51,5) y por
la proposicién 6.2.2 (p:ig 76) se tiene g? (foy) = 95;(5) (f), se tiene en

particular A. g S o f g & s,)f , y asi
7’ (S0) = 05, 5f = 05, 5/ =" (51)

por la inyectividad de ¢° se concluye que 59 = 57.
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2. Por tanto, existe 1) : S — § difeomorfismo tal que
Aa o f(50,8) = (30,9 (5))

Observese ahora que por el ¢) del Lema, fijado 5 € S , resulta que A. gﬁ ) f

B
y gﬁ w(@) f! son dos hojas de la misma distribucién II que pasan por el
mismo punto A.g(pva0 B f= gfgo »(®) f’. Esto significa por la unicidad, que

existe un difeomorfismo (en torno a 3) ¢ : S — S tal que
A.gfl)g)f = gf’¢®7w(§))f para todo 5 € S (56)
y teniendo en cuenta que ¢” : S — OF es una p-variedad se concluye para

todo s € S

a’(5) = a"(¢(5)) = s = ¢ (5)
y por tanto ¢ = id. De la relacién (56) se concluye ahora que A.g&w(g))f =
géj'g,g) f, y en particular esta relacién se mantiene para los puntos de apoyo,

es decir Mg o f(5,3) = f(5,4 (3)) para todo (5,3) € S x S.

Distribucién II. Mantenemos las Hipdtesis de partida de la pdgina 49.

Sea 3 € S, entonces 0”11 (59,5) = 3 (30) = 09 € O para todo 5 € S.

Sea
Os, (£.5) = 0" (£, (50.8)) = 0" (1, (0,9) = {u € G oo = g5 £}

claramente, R R R
U§e§0§o (fv §) = 050 (f) — S

es un fibrado principal de grupo G,. En estas condiciones se tiene

Lema 48 La variedad (5;0 (f) C G, es hoja de una distribucion 11 : G —

1 . . . . . .
gﬂr_mq (G), en G que es invariante por traslaciones a la izquierda, y viene

determinada por cierta subdlgebra de Lie g de g que contiene a g4, mediante

(A) = (La).3

Demostracién. Como o”*! f, depende solo de 3, se concluye que las curvat-
uras £ g f=r"(5) 1 <v < p,., también dependen solo de 5. En particular
sio¥r =d (k") y (¢“) es la cobase adaptada es

d(0”f) = 0" (0/0k"") con 0¥ = olr¢™ € 01 (S)
y las 0o que se escriben (ver ecuaciones (18)):
onr = Ng» (“1 (8),..., KMo+ (fg'))

dependen solo de s. ~
Andlogamente Q, (mod g,) = O = ¢%eq + 05790 ez, y por (18)

e = F3e (51 (3), oo ()
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depende solo de 3. (ya que tanto si p = ¢, como si p = ¢+ 1 las (Iﬁ;l, ey Ii“q+1)
dependen solo de 3)

Escribamos Q = 0%, y 6 = u*@® para u € I'O?(f). Sea g el subespacio
vectorial de g definido por:

a=0x (eaq_ggq (:S"O)ea) (X):O } .
! { Eg/ (0a (50)0%) (X) =0 (57)

Veamos que @go (f) C G es una hoja de la distribucién invariante por trasla-
ciones a la izquierda, inducida por g en G (esto probarfa ademds que En efecto,
es suficiente para esto demostrar:

a) Para todo U € @go (f) es Ty (@go (f)) C (La), g

Dem. Construimos ai: 5 — (5;0 (f), aplicacion diferenciable con u (5) €
Os, (f,5) V8, y con valor inicial & = U (51)Se construye entonces u €
'(O1(f)) tal que u(3p,.) = u. Debemos entonces demostrar que

{ a (6% 0
(
Nétese que para 1 € Q! (G) se tiene

. )
@)l 5

* —~
(u w)|T(§UY§)s

donde T(gmg)é\ es la imagen de T§§ en 1z, 5 S mediante la inclusion i, :
T5S — T(5,5S siendoi: S — {50} x S. En particular:

=So

o (eaq — 9% (3) 0‘1)

- u eaq _ eﬁq ~ o
( ) §=30 * (SO) ¢
0 (por (??) en pag ?7?)

Por otra parte, si € € T(g0’§)§ ~ ng, entonces

u (o0 (50) 0%)|e = u” (o7 (50) 09l

oof ((30)) 0 (€)
pero como o”f no depende de 3, se concluye que
0= (d(0”f)) (&) = 0" (£) (0/0k™")
y por tanto oo’ ((30)) ¢ (§) =0

b) dim Oz, (f) = dim§g
Dem. Como @go (f) — S es un fibrado principal de grupo G, se concluye
que ~
dim Oz, (f) =p+dimg, =p+7r—my,

La dimensién de g es igual a r = dim g menos el nimero de ecuaciones
independientes que aparacen en la definicién (57) de g, que coincide con
mq — p + D seguin el siguiente recuento:
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e Las my — p ecuaciones (Baq — 0% (%) Ha) (X) = 0 son todas inde-
pendientes, por ser las (0”) independientes

e En las ecuaciones (0o’ (50) %) (X) hay p independientes ya que
p=dim (05 f) =rg(do’f) =rg (%’ (30))

Detalles finales. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que para cierto
S0 € S es oo = g5, f, siendo sg = (50,90), ¥y que f es parametrizacion de M en
torno al punto o = 0 = f (sg) prefijado en el enunciado

En particular podemos suponer por el Lema 48 que @go (f) es un abierto de
cierto subgrupo de Lie G con G, C GCG,yN= (f (S0, .) §> = @go (f).o

es un abierto de M = é.o, que es un espacio de Klein de grupo @, y por tanto
p-variedad homogenea de E.

Sea M = (f (.,%0) : §) Entonces:

» Podemos admitir que la variedad M = (f : S) es un abierto de la variedad
conezxa

Demostracién. Como @go (f) es abierto de G, claramente @go (f) M es
abierto de M. Restringiendo S en torno a 8, podemos suponer que M = (f : S),
es abierto de Oz, (f) .M. m

s Fl dlgebra de Lie g de G coincide con el dlgebra de Lie g de GM,

Demostracién. SeaX € g, entonces 4; = exp (tX) € G, verifica A4, (M) C
M,y se tiene(/\Atf : S x §) = (ft S x St) donde f; : S x St — FE y se verifi-

can las hipétesis del Corolario 47 ¢) (pég 51) en consecuencia N = ( JACITDE §)

es una p-variedad de E que es enviada por Ag4,, a ( f (50, DE S ) Tomando ¢

suficientemente pequetio es A4, (0) € N y As.og = g(~ - f para algin s € S.
En particular A; € @'go (f),y X = (d/dt)],_oAr€g. =

s La aplicacion M x M — M, (5, E.o) — AT estd bien definida y es difeo-

morfismo.

Demostracién. Probemos primero que estd bién definida. Sea = = f (5, 3p).
Si A 0= B 0, para A Be G entonces,

C=B" 1A€G Y Ag M—>MdejaﬁJ00—0—f( )yllevaunentornoo
en M, a otro entorno de o en M. Esto significa que C. gt o = gs f para rodo ¢,
y en particular, tomando £ = p, se concluye que A. g f B. g( % )f S —G. E
son hojas de la misma distribucién H con punto comin A. g5 f = B. gs [ Esto
supone (ver el argumento de la demostracién del apartado 1 del corolario 47
en pag 51) que Ag(S SO)f g(S So)f, y en particular AZ = B.Z. El mismo
argumento (leido de atrds adelante) prueba que la aplicacién es inyectiva. La
sobreyectividad es evidente. La diferenciabilidad queda a cargo del lector. m
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Final de la demostracién. Queda el pequeno detalle -que dejamos al cuida-
do del lector-de pasar de la situacién local descrita més arriba al enunciado
global del teorema 42.

Corolario 49 Sean M y M dos p-variedades homogeneas de tipo O”, que tienen
un contacto de orden p en un punto x € E. Entonces MNM es un abierto comin
de ambas variedades. En particular, st ademds son cerradas y conexas, entonces

es M = M.
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4.4. Condiciones de compatibilidad.

Nos preguntamos que relaciones imponen las ecuaciones de Maurer-Cartan
sobre las curvaturas (k'(s),..., k" (s)) = (k% (f))

En todo momento nos cenimos al criterio de variacién de indices dado en
(15) de la pédg 19.

Sean (¢, las constantes de estructura, y 2 la forma de Maurer-Cartan de G.
Tenemos:

leasep] = CF ec
Q= 0%,

y la ecuacién de Maurer Cartan d€ + 3 [©2, Q] = 0 se escribe ahora:
c 1 c pa b
do® + -C50“NO" re. =0
2
lo que significa
1
do° = —5Co0" A 6" (58)

En particular si u es una referencia movil de f : S — F, tomando ¢® cobase en

S

ue” =0" = 0% € Q' (9) (59)
queda
a0 = —Lcengt (6 oP (60)
2 ab”aV B

y supuesto que hemos tomado ¢® = 6“se tiene usando (60)
1 a (e}
do" = —5C,0%65 (6" 1 o°) (61)

Por otra parte teniendo en cuenta (59) y que dQE = 95; 5¢6 , se concluye por un
lado (sustituyendo d¢” segin (61))

e = (daz) AT + 07 (dg)
a 1 a a «
- (eﬁ;a —~ §9vcgb9aeg) o™ N’
ademds nuevamente de (60) se concluye
a 1 a pa o
—di" = SCa050% (¢ A (;55)
y sumando se tiene

a 1 a a nb 1 a pa nb «
0= < Bra — 505C00a05 + §Cabeaeﬁ> o™ N ¢’

y esto supone N N B B
Bia — Oas = —Catalls + 05C0,0305 (62)

(reescribiendo (61) y (62), teniendo en cuenta que (03) es la matriz identidad
y denotando

Dgp = Chp + Copbly + Cspbl + Cbaby (63)
tenemos

u—05,=DC,+6°D7
{ B; 3B afs Y 5] (64)

a9 = =37, (" 1 6”)
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Nota 50 Las ecuaciones (64) constituyen las llamadas ecuaciones de L-estructura,
cuando se toma una O°-referencia de movil u (i.e. u € TO* (f)). Las ecuaciones
(64) pueden expresarse finalmente como condiciones impuestas sobre las curvat-
uras kY f = kY (s), 1 <v < pypy a través de las igualdades

9% (s) = Fﬁa (/431 (8),..., KM (3))

Donde se supone que para evitar sobrecarga en los indices suponemos que & = oy,
B = By,...etc. varian entre p+ 1 y my. Asi por ejemplo,

OF7 azﬁ

W) = e = e = e e
97 8F7 KV
= By T aky Ko

Si admitimos para los indices X, y X' el rango my < X\, X' < r y definimos

B c a c & B
— C°LF) + CEuF3 + CLFaF)

y queda entonces
c _ e c c pA c pA c prpg\
‘DOéB = CO(B + AQB + CQAGB + C)\Igea + Ckkleaeﬁ

las ecuaciones (64) se escriben

OF§ aFa _
5 a a &
@ku Fio = 18 = 13 st Fy D o
9aﬁ_—Daﬁ+9 i (65)
@5 =10, 15 (670 e”)

Supuesto que gg = {0}, (tomando £ = q+ 1, es my = r) desaparecen los Hi Yy
queda Df, 5 = Cf 5 + AL 5. Por tanto:

OF§ | QFd Ry = —Cas — A%y + F2 (Cly + AL)

v KJ§0¢ v 7
-4 () 109 "

4.4.1. Teorema de integrabilidad

Suponemos construido el referencial ©9+1

Teorema. Supongamos que S es un dominio abierto de RP que contiene al
origen, sobre el que se han dado una cobase (¢), y funciones k¥ = kY (s),
0) = 02 (s) con 1 < v < Pgtr1, Mg < A < 1. Supdngase que se verifican las
ecuaciones de integrabilidad (65) o las ecuaciones (66) en el caso g4 = {0}..
En estas condiciones eziste una f : S — & definida sobre un entorno S C S del
origen con curvaturas K = k* (s), 0, = 0., (s) y cobase de Frenet (¢*)

Nota 51 Si ademds de suponer gq = {0}, suponemos que
rang(dm”:l Syg,up) =p

para cierto p > q entonces siguiendo el esquema del Teorema de congruencia 18
(en pdg 24) podrian reescribirse las ecuaciones (66) en funcion de (k' (s) ..., k" r+1 (s))
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y sus derivadas parciales en un sistema de coordenadas dado (s*) de S. Obte-
niendo ast unas ecuaciones equivalentes a las (66) donde solo aparecen (Iil, ceey fﬂ“qﬂ)
y en donde ha desaparecido ya la cobase adaptada. Esto da lugar a otra version

del teorema de integrabilidad.
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5. Ejemplos.

5.1. Accion de Grupos lineales.

Considérese el espacio E = R? y un subgrupo de Lie Gy del grupo lineal
general GL (3,R). Denotamos por G el al grupo de Lie formado por matrices
reales del tipo

1 0 @
(; A) = 4 )e=1| ¢ €eE, AcG

Visto asi, G es un subgrupo cerrado de Lie de GL (4,R), cuya regla de producto
es
(a; A) (b; B) = (Ab+ a; AB)

(a;4)"" = (A7la; A7Y)

Los elementos x de E, son ternas ordenadas de nimeros, que serédn consid-
erados filas o columnas dependiendo del contexto.
El grupo G actua fiel y transitivamente sobre E de la forma

(a; A) . = Ax + a, para (a;A) € G,z € FE

y la matriz (a; A) € G, puede considerarse una transformacién afin de E con
ecuaciones respecto al sistema de referencia canénico

1\ (10 1
T ) \a A T
Si fijamos como punto base o = (0,0,0) € F, podemos interpretar (a; A) =
(a; A17 A27 A3)
a;
A= (Al,AQ,Ag) Ai = a?
a;

como un sistema de referencia (cartesiano), con origen (a; A) .0 = a En partic-
ular la matriz identidad (o; I) es el sistema de referencia canénico.
El grupo de isotropia de o es

{(0; A) A€ Go} =Gy
la dltima igualdad se obtiene al identificar

(0;A)=A

5.1.1. Accién sobre la Grassmaniana de 2-planos.

El dlgebra de Lie g de G estd formada por matrices tipo

g—{(x|w)—<2 S)) con z € R3, wego}

siendo go = {w € R3 con w' +w = O} es decir:

SRS B |

w; W; Wi ,

w=| w} wi wi | eR;
3 03 a3

wy Wy W3z
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El dlgebra de Lie de Gy, que se identifica con

go ={(0lw) :w e go} C g
con complementario
mg = {(z]0) : z € R*}

que es invariante por la accién adjunta Ad, 4): g — g de Go en g:
Ad, 4y (z|w) = (0, A) (z|w) (o, A)f1 = (A:c|AwA*1)

Sia€ E,yx € R3 denotamos x, = (x,a) € T, E al vector x apoyado en a,
de manera que

T.E = {xa S R3}
Se identifica mg = T,FE = R?, cuando escribimos

2!
(z]0) =2, =2 = | 2

3

Asi g =m & go y elegimos ((e1|0), (e2]0), (e2]0)) con

(617 €2, 63) =

O O =
O = O
= o O

como base de my.
La accién de G, sobre T, E es la natural dada por la multiplicacién matricial

Go X ToE — T,E, (A,x) — Az = Ad,, ) (2]0)
También Gi (E,0) = Gy (ToE) = Ga (mg) =

ro.1 17 1.1
1 n 1o
Go3z = $§ $§ irg :E% xg =2
L L1 21 | Ty T
F 0]
~ 0 1 (:t‘f ﬁ)ERQ = R?
3 .3
L 1 T2 |

La accién de Gy sobre Gs (T, FE) estd descrita por

A.[&,n] = [AE, An] = [A(&,)]

y se escribe en coordenadas por la accién py : Gy x Ga 3 — G 3 de G sobre
Gg,3 estd dada por

1 1 1
Ty X3 Ty Tg
A. :Lé :Lé = |A zg zé
Ty Ty Ty T3

En los casos equiafin y euclideo esta accién es transitiva
El plano

O1 = [Il,IQ] =

OO =
O = O
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nos sirve por tanto como referencial de orden 1

usando las coordenadas ( @} 23 ) de Ga3 se ve que o' = (0,0) C R? y

Wt = {01} tiene ecuaciones:

3 =0
Nétese que en general la accién de G sobre G3 (E) viene descrita por

(a; A) [ga 77]1; = [A (ga n)]Aacha

5.1.2. Forma de Maurer-Cartan

Analizemos la forma de Maurer-Cartan Q € Q! (G, g):

1 1 1 1

O s Bt

Q= 03 a.% wg wg
0 wi wh w3y

Fijado (a; A) € G es
Tian)G = {(a; A) (z|w) = (Az[Aw) : w € g}

y por definicién Q (Az|Aw) = (z|w). Tomando coordenadas canénicas (en
GL (4,R)) y restringiendolas a G quedan

a',xh G — R, 2" (a;A) = a', 2 (a; A) = aj

si ((w‘l);) = (x?)_l es la matriz inversa de (x;)

J
=1 L —1 .
Q= (8lw) = ((a}) " da (w) " (dat))
0" =Y (z71), dak, wi =3 (271, dah € Q' (Go)
Una interpretacion de la forma de Maurer-Cartan es la siguiente
SiA(t) = (a(t),A(t)) € G,t eI es una referencia movil a lo largo de la
curva a (t), entonces
A(t) =A@)Q(A' (1)
que se puede desdoblar en
a (t) =3.6"(t) A; (t) con 6" (t) = 0" (A’ (1))
At)=A{)w(t) conw(t) =w (A’ (¢))

Mids general, si u=(f,u) : S — G es una aplicacién diferenciable, u(s) =
(f (s),u(s)), entonces la derivada de Darboux de u es

u*Q = (flw) € Q' (S, )

donde #° = u*6’, wh = u*w’ € Q' (9) tienen la siguiente interpretacion du=u(f|w)
que equivale a las igualdades

df = Zgiui (67)
du; = wauk

en donde df, y du; son las diferenciales de las aplicaciones f,u; : S — R3
Tomando X = (z,X) = id : G — G queda dX = XQ¢

dr =30'X;
de = Zw?Xk
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5.1.3. Ecuaciones de Maurer Cartan.

Las ecuaciones de Maurer-Cartan se obtienen por manipulacién formal de
(68) al imponer: d?a =0, y d*A; = 0 el resultado es el siguiente:

'+ Y wing’ =0

dwi+ Y wiAwk =0 (69)
Naturalmente estas ecuaciones se transforman por pullback en
do* + Y wi NG =0 (70)

dwi + Y wi Awh =0
cuando se toma u: S — G.

5.1.4. Escamas en el origen

En lo que sigue, y para descargar notacién, escribimos G* (E) en lugar de
GY (E) (suprimimos el subindice 2 que serd en adelante sobre entendido).

Para cada [ = (I1,ls) € R? se considera la parametrizacién 61 :R? — F de
la grafica de la funcion z = ¢, (z,y) = l1z + lay, dada por

Cl ($7y) = (xvyaCl (.’E,y))

y la aplicacién _
7R = GH(E,0), 1= (1) = g5¢,
define una parametrizacion local de G' (E,0) en un entorno de .y! (0,0) (que
representa la escama definida en el origen por el plano z = 0)
Anédlogamente para cada g = (q1, q2, q3) € R3 se considera la parametrizacién
Gy R2 - E
Cq (.’E, y) = (.’E, Y, Cq (l’, y))

de la grafica de la funcién z = ¢, (z,y) = @122 + 2g2xy + g3y, Identificando
_ ([ @1 @
1 ( q2 Q3 )

Cq(w,y)Z(:v,y)q< i >

Si ¢, = ¢ + ¢, la aplicacién

queda

2
R? xR* L G2 (E, o)
(L) — 7*(lq) =92,

define una parametrizacién local de G2 (E,0), en un entorno de o'. En estas
coordenadas la proyeccién G2 (E,0) — Ga (E,0) viene dada por la proyeccién
candnica

R? x R*—=R?, (1,q) — 1
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5.2. Geometria afin euclidea.

La geometria afin euclidea sobre E, se obtiene cuando se toma Gy = SO (3, R)
formado por matrices A = (Aj, A, A3) que forman base ortonormal positiva-
mente orientada, es decir A'A = id, det A = 1.

la accién de

SO3)=Gy={(0;A): A€ SO(3)} CcG
sobre la Grassmanniana de planos G 3 ~ G (E,0) es la natural,
A. [Xl,XQ] = [AXl,AXQ} s Ae SO (3) s [Xl,XQ] c G2’3

y resulta ser transitiva. Se fija w! = o' = [I1, Is] como origen, y el grupo de
isotropfa de o' resulta ser

0(2) = Gy = {A1 _ (0( 61 o )) :AGO(Q)} (71)

asi una referencia u(s) = (f (s),u(s)) de orden 1 en la p-variedad f: S — E
debe verificar u(s). [I1,I2] = f.TsS, que equivale a que u (s) = (u1(s), ua(s)),
genere [, TsS.

Nétese (ver parrafo 5.1.4) que la aplicacién

R — G2 (E,0'), ¢ — ¢2¢,

define una parametrizacién global de G* (E, o').
La accién Gy x G2 (E,o') — G* (E, 0'), puede entonces describirse asf:
Dada la escama ggga de coordenadas g, y A € O(2), para calcular A~1.g2 o

hacemos sustitucién formal en la igualdad Z = (5 (Z,7) de T, 7, Z por
(A 0 *
L 0 detA y

z

de forma que si ¢ son las coordenadas de Ail.ggfq se tiene: ¢ = (det A) A'gA.
Por tanto

w| < 8l

A.ggfq = ggé con § = (det A) AgA" = +AqA"

5.2.1. Accién inducida de O(2) en R3.

En lo que sigue identificamos O (2) con G; C G = SO (3), identificando
A€ 0(2) con A4 € SO (3) tal y como se indica en (71)

Formalmente por tanto debemos analizar la accién

0(2) x R* - R? A.q = (det A) AgA’ con ¢ = ( gl 32 ) (72)
2 3

bien conocida del &lgebral lineal. Se sabe que fijado ¢, es posible encontrar
A € SO (2) de forma que

- (kO
A.q—kconk—(o ]{ig)

Es facil ver que al hacer actuar diversas matrices de O(2) sobre k, se obtienen:

kl 0 —k‘l 0 k‘g 0
0 ke )’ 0 —ky )’ 0 kb

por lo que todas estdn en la misma o6rbita.
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5.2.2. Familias admisibles.

Una seccién de la accién (72) viene dada por

o k 0
w2 :{( 01 k2>:|k‘2<k1}

que se corresponde para C(kl k) = ki1x? + koy?

02 — {gg (E(kLkQ)) s ko] < kl}

Cada elemento de W2, tiene el mismo grupo de isotropifa:

th

Resulta por tanto que la familia G.0%* = D4 (E) es la familia de escamas
genéricas de orden 2, y Fi;q es la familia admisible de las superficies sin puntos
umbilicos ni parabdlicos.

Otra seccién de la accién (72) viene dada por:

e (CIRSREY

0% = {93 (Z(k,—k)) 0< k’}

Cada elemento de W??, tiene el mismo grupo de isotropia:

e (B o

y la familia G.0?% = D[ZH%] .son las escamas minimales que definen la familia
admisible de las superficies minimales.
Otra seccién de la accién (72) viene dada por:

w3 2) e

Cada elemento de W2, tiene el mismo grupo de isotropia:

que se corresponde con

H? = S0 (2)

Se corresponde con la familia admisible de las esferas.
La ultima seccién de la accién (72) es

e {(33)

H*=0(2)

con grupo de isotropia:

Observese que
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R1) No existen escamas genéricas de orden inferior a 2, es decir:

Gen (G' (BE)) =2

R2) Las escamas genéricas de orden 2, G.0** C Gen (G? (E)), forman un
abierto denso del espacio total G2 (E) de escamas de orden 2.

Por esto decimos que la geometria afin euclidea es (2-)regular de orden 2.
Una superficie f : S — E se dice de tipo W?® si g2f € G.0*® para todo
s €5 (sea z = a,b,c) y constituyen cada una de ellas familias admisibles.

= A las de tipo W?2¢ se les llama genéricas
» A las de tipo W?? se les llama minimales
» Las de tipo W2¢ son las esferas

s Las de tipo W?2? son los planos.

5.2.3. Desde el algoritmo Jensen

Esta es una continuacién del epigrafe 5.1.1 adaptado a la geometria euclidea.
El dlgebra de Lie g de G esta formada por matrices tipo

g = {(av|w):<3J g>conm6R3,wego}

= mp Do

siendo go = {(0lw) = w € R} con w’ + w = 0} es decir:

0 —wi —wi
w=| wi 0 —w3
1 2
w3z W3 0

ymy = {(a?|0) tx € R3} = {x161 +2%e; +28%e3: 2% € R}7 y usando las coorde-

nadas ( 3 3 ) de Ga3 se ve que W' con ecuaciones:
3 —
Wl . Iy = 0
1 23=0
5=

nos sirve como seccién de la accién py : Go x Ga 3 — G2 3 con isotropia el grupo

O(2)=G1:{A1: (0,(61 o )) :AeO(Q)}

dado en (71) y algebra de Lie

—_

g1 = {W%GG : w:} S R} con eg =

o~ o
co |l
oo o

y tomamos como complementario m; de gien go

1 2 1,2
mp = {w364 + wses 1 w3, w3 € R}
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donde
0 0 -1 0 0 O
€4 = 0 0 O , e5 = 0 0 -1
1 0 0 0 1 0

Tenemos asi g=my @ go=mo®m; D g1, y

my = dim (g/g1) = dimmgy + dimm; =5
gy =dimWh =0

y por tanto
1 0
0 1
5 1171 af @) 2
Gy (R, W) = 0 0 |~ S ~ RS (74)
2t T
ay a3

La accién p; : O(2) x R3 — R2 viene dada por
4 4 4 4
Ty Ty o\ _ Ty T2 t

Referencias de orden 1. Una referencia de orden cero a lo largo de una
p-variedad f : S — E es una aplicacion diferenciable u: S — G con u(s) =
(f(s),u(s))

La forma de Maurer-Cartan es por tanto del tipo

1
0 0 —-w? —wi
Q = 0? w? 0 —wl
0° wi wi 0

, [ . )
= g O'e; + wiey + wies + wies
1

Si u*Q = (flw) € QL (S, g), se tiene por (67)
df = Z 0'u; (75)
du; = wauk

y podemos conseguir 6> = 0, si tomamos (u1(s), uz(s)), generando f,T,S, para
todo s, o de forma equivalente

u(s). [I1,Io] = [u(s) (I1, I2)] sy = [ur (), uz ()] p(5) = fuTsS

Por tanto 6° = 0 es el criterio de las referencias de orden 1 o (1-adaptadas).
La primera de las ecuaciones (75) se escribe ahora para cada s € S, £ € T, S

Fo& =00 (&)ua (s) + 07 () un (5) (76)

lo que indica que f, (6',6%) es base dual de (u1,us).
La forma vertical queda

Qu (mod gy) = O = ¢les + ¢%eq + %es + O'es + 0%es
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donde . .
0 =
02 — iQ
03 =0 (77)
0" = wi =010 + 00
0° = wi = 070" + 056"
y por tanto
1 0
0 1
1 _ 0 0 G R5 1 S
’Yu(s)f 4 4 S 2( ,W), Vs €
9; (s) 6% (s)
01(s) 05(s)

La primera de las ecuaciones (70), df’ + SwiA ¢/ = 0 aplicada a §* = 0, da
O AP+ 0P NP2 =0

de donde facilmente se deduce sustituyendo por (77) que 65 = 3. Esto supone
que podemos restringir G, (R®, W) ~ R3 dado en (74) por

G#(Riwl)fv{( e ) ;qieR}va?’

q2 g3

y aplicar con la accién (72). Esto enlaza ya con el epigrafe 5.2.2 (en pdg 64)
Analicemos el caso

ki 0O
W2a:{( 01 k2 >:|k2<k1}

El grupo de isotropia G5 asociado a esta seccién es ya la identidad...etc.
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6. Apéndices.

6.1. Elementos infinitesimales de contacto

Se dice que el orden de contacto en un punto x entre dos variedades M y
M de la misma dimensién p > 1, sumergidas en una variedad ambiente.F de
dimensién m > p es al menos 1, si el punto = estd en M N M y ademds los
espacios tangentes T, M vy T, M coinciden.

Hay sin embargo en la literatura diferentes puntos de vista, a la hora de
establecer el concepto de contacto de orden superior, dependiendo del uso que
se quiera dar a tal definicién.

Una posibilidad consiste en definir el contacto en z de orden al menos r > 1
entre M,y M, por la condicién de que exista una carta (z; ... ,,) de £ en torno
a x, y parametrizaciones locales ¢, % : RP — E de M y M respectivamente con
© (0) =% (0) = z, de forma que todas las derivadas parciales de orden menor o
igual a r de x; o ¢ y x; 0 P coincidan en el origen.

Otra posibilidad, si queremos evitar las coordenadas, es considerar las in-
mersiones naturales de los fibrados tangentes TM y TM como subvariedades
p-dimensionales en el fibrado Grassmaniano G, (E). Se definine entonces el con-
tacto entre M, y M de orden al menos 2 en el punto = de E, como un contacto
de orden al menos 1 de TM y TM en el punto T,M =T, M de G, (E).

El proceso se continua inductivamente para definir ordenes mayores de con-
tacto. Esta construccién que puede ser itil en algunas aplicaciones, tiene el
defecto de aumentar exponencialmente las dimensiones de los sucesivos espa-
cios ambiente G, (E), G, (Gp (E)), Gp (Gp (G (E))) ... etc. (para més detalles ver
[Jensen] pags 1-4).

En lo que sigue, E es una variedad diferenciable de dimensién m > 1.

Se presentan a continuacién los elementos infinitesimales de orden superior,
que intervienen en el desarrollo.

6.1.1. Vectores tangentes de orden superior.

Dos curvas a = «(t), § = B(t) de la variedad diferenciable F, definen el
mismo r—jet en ¢t = 0, si a(0) = B(0) = a, y en alguin sistema de coordenadas

locales (1, ...,%y,) en torno a a, se verifica para todo k con 1 <k <r:
d* (z; 0 Q) B d* (z; 0 B)
dt* t=0 a dt* t=0

La propiedad, no depende del sistema local de coordenadas utilizado. La relacion
anterior es de equivalencia, y denotamos por

d"a ()

o = al”(0) = jga

t=0

a la clase de equivalencia definida por la curva «, y se denomina vector tangente
de orden r en a. Se denota por T, E' al conjunto de todos ellos. La unién T"E =
J7 (E) constituye el fibrado tangente de orden r sobre E. El vector tangente de
orden r definido por « en ¢t =t es:

d"a (t + to)

jha=a(t) = dtr

€ Tg(tO)E
t=0

T"E es una variedad diferenciable. De hecho, a partir del sistema de coorde-
nada locales (z1,...,zm,) = (2;) se puede construir un sistema de coordenadas
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para T"E, (z;,x},...x"

) , en donde se entiende que

xf (a<’">(0)) _ dk (fl;: @)

t=0

Ademis el operador T es funtorial, en el siguiente sentido:
Si ¢ : E; — E5 es una aplicacion diferenciable queda inducida ¢, = (b(r) :
T"FE1 — T" E5 por la condicién:

o (a(0) = (600)" (0)

Ademss (1 o ¢)(T) = ¢ o " para ¢, ¢ aplicaciones diferenciables entre
variedades.
Se construyen asf las proyecciones naturales:

r+1 w(m) T 1 _ 7"
T7E — T'E — —T'E=TFE - FE

6.1.2. Fibrados de Jets

Si f,f : S — E son aplicaciones diferenciales entre variedades, diremos
que f y f definen el mismo jet de orden r en s € S y escribimos j7f = 57,
si para alguna parametrizacién local (ui,...u,) de S en torno a s y alguna
parametrizacién local (1 ...x,,) en torno a f(s) en E se tiene que para todo

j=1,...m, todo o = (a,...,ax) con |a| = > a; <r:
ol (zj 0 f) (ua,...up) B ool (x50 f) (ur,. .. up)
Oq, ... OUq, u(s) B Ouq, - .. Ouq,

u(s)

Esta propiedad es independiente de las parametrizaciones locales tomadas.
En particular, tomando S = RP, si C§° (RP, E) denota al conjunto de las
funciones ¢ : RP — F diferenciables en un entorno del origen, podemos construir
el fibrado de Jets
J5 (B) = {jbe : € C& (R?, E)}

sobre E, con proyeccién Jy (E) — E , jip — ¢(0). Se denota J; (E,a) a la
fibra sobre a € E. Nétese la identidad Jj (E,a) =To E

6.1.3. Variedades sumergidas

Una variedad p-dimensional (sumergida ) en E viene definida por una in-
mersién! f : S — E donde S es una variedad diferenciable (abstracta) p-
dimensional. Dos inmersiones f; : S1 — F, fy : So — FE se dice definen la misma
variedad M (de E), si existe un difeomorfismo ¢ : S — Ss tal que f; = f2 0 ¢.
En este caso, denotamos M = (f;:51) = (f2:52). A f1 y f2 se denominan
representaciones paramétricas (o parametrizaciones) de M. Si A : F — E es un
difeomorfismo, entonces A(M) = (Ao f: 5).

Si la variedad M admite una parametrizacién f : S — E que es incrus-
tamiento?, entonces todas sus parametrizaciones lo son, y se dice que M es una
variedad (sumergida) regular en E. En este caso M puede identificarse con la
imagen f (S) = M que admite una tnica estructura de variedad diferenciable
(abstracta) que hace a f : S — M difeomorfismo. La inclusién M — FE resulta

1Es decir, aplicacién diferenciable con diferencial inyectiva en cada punto
2Es decir, inmersién inyectiva que induce homeomorfismo sobre su imagen
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ser entonces la representacién paramétrica distinguida. Ademads la propiedad de
ser M variedad regular de F, depende solo del conjunto M C FE

Por otra parte, si f : S — E es una variedad de E, para cada sg € S, existe
un entorno Sy de sg en S tal que (f : Sy) = My es variedad regular de E. Como
estamos interesados sélo en cuestiones de tipo local, supondremos en adelante
que todas las variedades son regulares (o equivalentemente que trabajamos en el
entorno regular de un punto). En coordenadas locales locales se tiene el siguiente
resultado:

Proposicién 6.1.3

Si f: S — E es una variedad p-dimensional (sumergida ) en E, entonces
para cada punto s € S, existen un sistema de coordenadas x = (Z,T) de E en

torno a a = f(s) con T = (21,...,%p), T= (Tpt1,---,Tm) ¥y x(a) =0, y otro
u = (u1,...,up) en torno a s con u(s) =0, de forma que las ecuaciones de f
son _
T=u
f‘{ 7=0

6.1.4. Orden de contacto

Proponemos una definicién de que el orden de contacto sea (al menos) r
en un punto, para dos variedades sumergidas en un mismo espacio ambiente.
Se trata de imponer la propiedad de que los espacios tangentes de orden r de
ambas variedades coincidan en el punto.

Demostramos que esta definicién coincide con otras mas habituales, en donde
intervienen los jets de orden r de ciertas parametrizaciones de las variedades.
Pero llamamos la atencién de que el concepto de orden de contacto, es en todo
caso, un concepto relativo a las variedades desparametrizadas. Concretamente:

Definicién 6.1.4

Dado un punto a = f(s) € M, el conjunto T,M = f0)(TI'S) C T/'E es
independiente del f,S tales que M = (f : S). Las variedades M, M = (f : S)
se dice que tienen un contacto de orden al menos r (v > 0) en el punto a, si a =

f)=FfGB) eMNM yT/M =T/M, es decir f) (TIS) = T(T) (Tx’S) .Para

indicar esta circunstancia escribimos gi f = gL f.
Supuesto m —p = ¢ > 0, sea ¢ € C§° (RP,R°) el grafo de ¢ es

M (C) = {(u, ¢ (u)) : u € R}

define en torno a 0 una p-variedad sumergida en R™. Descomponiendo:

Rm:Rpchz{xz(aa)/ T = (21, 2p) ER? } (78)

T = ($p+1,...,$m) € Re

Observacion 6.1.4.1

De forma mds general, debemos admitir que el operador uede obtenerse
seleccionando p posiciones de las coordenadas (no necesariamente consecutivas)
y el ™ "las restantes. Sin embargo, por razones de simplicidad siempre exhibire-
mos la descomposicion dada en (78)

™
p

Se tiene el siguiente resultado

Proposicién 6.1.4.1
Sea ¢ € C3° (RP,R®). Entonces, el orden de contacto en el origen de M ()

y R? x {6} es al menos r (r > 0) si y solo si jj¢ =0. Es decir:
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7
/(}c X ) = X

u=(u, ..., u_)”

m

Demostracién: R
Obviamente la condicién ToM (¢) = Ty (Rp X {O}) equivale a decir

()0 5

Uj

=0
u=0

En efecto, supongamos Te M (¢) = Tg (RP X {6}) Una curva en RP x {6}

por el origen es de la forma

y por tanto

73 (9 x {0)) = { (0.4, : 77 = 72 =)

Una curva arbitraria por el origen contenida en M (() tiene por ecuaciones

{~ g(t) w(0) =0

8
I

z=C(u()

y debemos imponer 7 (0) = 2 (0) = 0. Se tiene para i =1,...,c

_Zp: aCi _ S aCi
o 8uj

t=0 j=1 t=0 j=1 8“’]

du;
u—o dt

1
J
u=0

_ dxpy
0= dt

donde mgl) = u} (0) son arbitrarios. Por tanto (como ya sabfamos)
9¢;

=0,i=1,....¢, j=1,...,
P, i ¢ J P

u=0
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Por otra parte usando nuevamente la regla de la cadena y suprimiendo los
sumandos nulos obtenidos al particularizar en t = 0 se tiene

Z 8uJ3uk

_ d2xi+c
dt?

1$llc

t=0

y como antes se concluye

¢,
QujOuy |, _,

=0,,i1=1,...,¢, 5,k=1,...,p

El razonamiento puede concluirse inductivamente.

Corolario 6.1.4.1 B
Sean (,C € Cgo (RP,R¢). Entonces, el orden de contacto en el origen 0 de

M (¢) y M () es al menos r (r>0) siy solo si j5¢ = j5C. Es decir:

TEM (¢) = Ty M () < jo¢ = 5o

Proposicién 6.1.4.2
Sean f:S — E , f:8S — E, p-variedades,con f (s) = f (3), existe entonces
un difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con ¢ (s) =35 verificando la siguiente
propiedad
) Sl p— -7 e
fOTIS =FUIES = 5 =3l (Fo9)

Demostracién:

Usando para f la proposicién 6.1.3, podemos tomar una carta x = (Z, %) de
Eentornoaa=f(s)=f(3) conZ = (x1,...,7p), T = (Tps1,--,Tpm) y otra
carta u = (u1,...,u,) en torno a s con z (a) = 0, u(s) = 0, de forma que las
ecuaciones de f son

r{iz

H) H
O):
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Una carta arbitraria @ = (@i,...,q,) por 5 proporciona unas ecuaciones de f
de la forma x = ¢ (u), y necesariamente

A (e1,---0p)
det (a(ﬂh...ap) )E_O 70

puesto que f.TsS = f,T¢S. Podemos construir el difeomorfismo = (gpl, e cpp)
en torno al origen que da lugar al difeomorfismo ¢ : S — S que respecto a las

cartas u y u tiene por ecuaciones:
u=p(u)

)

U=(T

R
/
N

\_Eﬁ% /(}: o)

u=(u, ,..., um}/

y las ecuaciones de fo ¢ : S — E son ahora de la forma:

- ~—1 r=u
o N o = ~
fod:pop { z=1C((u)
donde ¢ = ({y,--.,¢,.), (¢ =m —p es la codimensién) es una aplicacién diferen-
ciable RP — R¢ en torno al origen, con
¢(0) =0
Noétese que f,TsS = f,TsS siy solo si
oC.:
9%l
au’j u=0

La demostracién se concluye ahora usando la proposicién 6.1.4.1

Definicion 6.1.4.
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Sean f:S — FE , f:S — E, p-variedades,con f (s) = f(3), al difeomorfis-
mo ¢: S — S en torno a s, con ¢(s) =3 verificando la propiedad

FOTTS =TS = jrf = o (foo0)

se dice que estd [f (s) = f (3)]-adaptado.

Notese que por la demostracion de la proposiciéon 6.1.4.2 se ve que ¢ es
[f (s) = f (5)]-adaptado si y solo si pueden exhibirse sistemas de coordenadas
z=(z1,...2m) en E,u= (u1,...up) en S de forma que:

e e

Corolario 6.1.4.2

Las variedades M = (f : S) = E , M = (7 : E) tienen orden de contacto al
menos v > 1 en un punto a € M N M si y solo si existe un entorno U de a en
E coordenado por (1. ,%m), un abierto S de RP? y ¢, :S — F (i = 1,2) de
forma que M NU = ((:S), MNU = (Z:S),Z(O) =¢(0)=ayjr¢=7C es
decir, para cada j = 1,...,m, para todo o = (a1,...,a ) con |a| => a; <71
se tiene

8]) ®
oy e

Oz | _ 0 (z00)

g, - Oy, |y g,y - Olg,

u=0
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6.2. Fibrados de contacto.

Lo que sigue es continuacién inmediata del epigrafe 6.1.4, y constituye en
nuestra opinién una herramienta imperscindible para manejar la geometria local
de variedades sumergidas en un espacio homogéneo, e intuir un procedimiento
genérico para abordar el problema de la clasificacién.

6.2.1. Escamas de orden superior.

Se construye el fibrado G (E) — E de contacto de orden r, cuya fibra en
cada punto de E estd constituida por todas las clases de contacto de orden al
menos 7 en el punto, de variedades p-dimensionales. Cuando r» = 1, obtenemos
el fibrado Grassmaniano:

Fijado a € E,y M, (a, E) es la familia de todas las variedades p-dimensionales
sumergidas en E que contienen al punto a. Entonces

G (B;a) = {T/M : M € M, (a,E)}

es la fibra de contactoen a. Un elemento Ty M € G (E;a) se llama escama
p-dimensional de orden r, en a, y representa una clase, en la relacién de equiv-
alencia definida en M, (a, E') por el contacto de orden al menos r. La fibra de
contactoen a es difeomorfa a la fibra tipo

Gy =G, (R™,0) (79)
Usando el corolario 6.1.4.1 es inmediata la siguiente proposicién
Proposicién 6.2.1.1
Supuesto m —p = ¢ > 0, la aplicacion
Jy (R%,0) = Gy, 1, 40C — To M (C)

estd bien definida y da lugar a un difeomorfismo de sobre un abierto denso
de Gy, ,,. En particular G, ,, es variedad diferenciable localmente difeomorfa a
J; (R€,0).

Y en consecuencia se tiene:

Corolario 6.2.1.1

El espacio de contacto G, (E;a) tiene estructura natural de variedad difer-
enciable, y

Gy (E) = UacrG, (E;a) = E

tiene estructura natural de fibrado sobre E. FEs el fibrado p-escamas de orden r
sobre E (con fibra tipo G}, ,, ).

Notaciones 6.2.1

s Fijado a € F, hay una sucesién natural de fibrados:
G (Bsa) & Gy (Bia) = - = G, (Eia) — {a)

y también
G (E) LGl (B)— - -G (E)—E

= Fijado un subconjunto A C E denotamos
G, (B A) = Uaeab, (E;a)
» Fijado un subconjunto O* C g}; (E) y supuesto r > k se denota por
G (B;0") ={oceg(E):|"*0eOF}
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6.2.2. Caracter funtorial

Si f:S — E donde S es una variedad diferenciable p-dimensional, para
cada s € S, denotamos g7 f = f(") (T7S) € G, (E,f(s)).

Asisi f : S — E es otra variedad escribir g7 f = g§7 equivale a decir que
tienen contacto de orden al menos r.

Proposicién 6.2.2
Fijada la variedad f : S — E se considera la aplicacion g"f : S — G, (E),
s—glf.Si f:S— E es otra variedad se tiene:

1. Si ¢:S — S es difeomorfismo, entonces
95 (Fod) = gis (F) (80)

2. 8i ®: E — E' es una inmersion entre variedades (de dimensiones > p) y
gif = gif entonces g (Po f) = g% (P o f)
Por tanto la inmersién ® : £ — E’ induce de forma natural una inmersién
Gp®: Gy (E) — G} ('), definida sin ambigiiedad por
(G70) (I7 M) = T,y ® (M) (s1)
con la propiedad funtorial correspondiente

g; (Tod) = g;@og;\ll

paraV¥ : B/ — E”, ® : E — E’inmersiones entre variedades. En particular,
si @ es difeomorfismo, entonces g;; ® lo es.

6.2.3. Grassmanianas

Notese que G} (E;a) = {T,M : M € M, (a, E)} es exactamente la Grassma-
niana G, (T, F) de p-planos de T, E. Veamos como pueden darse parametriza-
ciones locales del fibrado Grassmanniano G, (E)

La fibra modelo Gym = G, ,,, = G, (R™) es una variedad diferenciable de
dimensién p (m — p). Una p-étupla (X, ... X,) de vectores de R™ (Lind.) puede
describirse por las columnas de una matriz m X p de rango méximo p

11 e zlp
(X1,...X,) =X =

Tl Tmp
denotando por [X] € G}, m €l p—plano generado por X se tiene_
[X]=[Y] & 3A € RP*P no singular con XA =Y
escribiendo
5 N i1 - Tip R Tp+1,1 0 Tptlp
X:<§>c0nX: oo , X = : :
Tpr o Tpp Tl T

y suponiendo det X # (0 tenemos

(X] = ] con I = matriz identidad en RP*P

B
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Llamando k = m — p La aplicacién
R(m—p)xm 5 7 I G
>4 — 7 € Gpm

constituye una parametrizacién (no global!) de Gy, ,,. Otras parametrizaciones
andlogas se obtienen por seleccién de otros menores de rango méaximo.

Con este criterio, si © = (z1,...,T,;,) es un sistema de coordenadas locales
para F entonces es posible construir a partir de él, un sistema de coordenadas
(2, X) ,con X = (z;a) =1<i<m,1<X<m—pen G} (E) donde para
0€G,(TyE)esx(o)=x(a)y

a-Spam((aixl,...,%)l( XAEU) )>

Proposicién 6.2.3.1
a) Si f:S — E es p—variedad, entonces g'f : S — G} (E) es p—variedad.

b) Si f, f: S — FE son p—uvariedades, se tiene para k > 1,
R = T = 3 (o) = 3% (9'T)

Demostracién:

a) Por la proposicién 6.1.3 existen un sistema de coordenadas © = (z,7) de
Een torno a a = f(s) con & = (21,...,2p), T = (Tps1,-..,Zm) y (a) =0,y
otro u = (u1,...,up) en torno a s con u (s) = 0, de forma que las ecuaciones de

f son
T=u
f’{&?:ﬁ

Tomando las coordenadas (x, X) para G, (E) como en el apartado 6.2.3 se
; 1f. 1
concluye que las ecuaciones de g f: S — G, (E) en estas coordenadas son

g'f:

y por tanto g' f : S — G} (E) es p-variedad.
b) Tomando para f las coordenadas x = (Z,Z) de E en torno a a = f(s) y
las u = (ug,...,up) en torno a s del apartado a) al ser jlf = jlf se concluye

como en la proposicién 6.1.3 (ver también la figura) que las ecuaciones de f en
estas coordenadas es de la forma

=it

donde ¢ = ((y,..-,¢.), (c =m — p) es una aplicacién diferenciable R? — R* en

torno al origen, con
. ~ 0

Oug, =0

u=0
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Las ecuaciones en las coordenadas (x, X) y u de g f son

~ 9 ... 24

Tr=Uu Ouy Oup

g'f:{ F=Clw) ;eomDC=| 1 .
X =D¢ e .. e

ouy Ouyp

Por tanto
=i e =065 (DO =05 i (g'f) = 4 (g f)

En particular, hemos demostrado tambien que:

Corolario 6.2.3.1 B
Sean f : S — E, f : S — E p-variedades, tales que gif = gif y sea
(s

¢ : S — S un difeomorfismo [f (s) = [ (5)]-adaptado (segiin Definicién 6.1.4).
Entonces también ¢ estd [gsf f

f
95 (9" f) =g (9" F) = ik (9" F) =¥ (9" (o))

Corolario 6.2.3.2
Para k > 1 son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1) +1f — gs+1f
ii) g* (4'f) = g% (9" F)

g ] adaptado, es decir:

Demostracién: _
Sea ¢ : S — S un difeomorfismo [f (s) = f (5)]-adaptado. (segtin Definicién
6.1.4)
4 —
gEt =i TS
1} Prop 6.1.4
JEFLf = jh 1 (Fo )
1} Prop 6.2.3.1 b) 3
is (9'1) =32 (9" (T2 9)) = 3z (9" (F) 2 ¢)
1} Cor.6.2.3. 1
gs (9" f) = gk (9'])

Proposicién 6.2.3.2

La aplicacion GET (E) — GF (G} (E)) definida por g¥™' f — g% (g*f) (para
f:S — E | p-variedad) estd bien definida y sumerge candnicamente a gj;“ (E)
como subvariedad de g,’; (Qll, (E))

Demostracion:

La aplicacién GFt! (E) — GF (G} (E)) definida por g¥*!f — g¥ (g f) estd
bien definida ya que si g"t1f = gk+1f para otra f : S — E, entonces por la
Prop. 6.1.4.2 existe un difeomorfismo ¢ : S — S en torno a s, con ¢ (s) =3
verificando la propiedad GhHLf = gktl (?o ¢) y por la Prop. 6.2.3.1 b) es
3¢ (9'f) = 35 (9" (Foo)) = j¥ (4" (F) 0¢), y esto implica que g} (¢'f) =
95 (9" (F) 0 @) = g5s) (9" (1))

Probémoslo (para tantear) para la aplicacién G2 (E) — G} (G} (E)) definida
por g3 — g5 (9'f)

En lo que sigue los indices ¢, j varian de 1 a m. Mientras que «, 8 varian de
lap,ylos A pdelac=m-—np.
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A partir de un sistema de coordenadas (x;) = (z,Z) de E donde T = (z4)
z = (z*) en torno a a = f (s) puede construirse un sistemas de coordenadas

en G2 (E) de la forma <(xa,x)‘) (7)), (mg\éﬁ) <B>’ de manera que fijado un
as

sistema de coordenadas u = (u,) en S en torno a s respecto al cual f tiene por
ecuaciones

Ast g' f v g f se escriben

To = U,
e =t P =G ()
A «
g'f:d =0 a) ] g (82)
A _ 9¢ o Oug
o = Ao 9%
x&ﬁ T OunOug

Por otra parte, las coordenadas ((zq,2%) , (27)) de G} (E) permiten fabricar
por reiteracién coordenadas en g; (g; (E))7 que las denotamos por ((ya, y’\) , (y’\'y) , (y{y)),
de forma que para una inmersién F : S — G} (E) general con ecuaciones

Lo = Ug
F: = Cx (ua>
ZEg = C)\fy (u&)

las cuaciones de ¢g'F : S — g; (Q; (E)) sean:

Yo = Uq
yr = O (ua)
glF . yk'y = C)\'y (ua)
A 96y
Yo = 8ug
Ay 97y
yOé T Oue

Ya = Uq

y>\ = Cgc(uoz)
Ay — 96

9" (¢'f):3 ¥ T o (83)

A _ 96,

Yo = O,
Ay — 9%¢y
(e Ouq Ot

Asf teniendo en cuenta (82) y (83) las ecuaciones locales de la aplicacién G2 (E) —

G (G5 (B)), g2f — g} (g f)
(022 (1) 5 (#25) ) = (08Y) (7)) (27) 0z )

queda
A A, Ay A A

A by
ya:xavy :$7y :$77ya:xa7ya7:xa7
y los elementos g; (g; (E)) que son escamas de orden 2 se caracterizan por la
condicién
Mo,
Yy =y
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Este argumento se generaliza facilmente para un valor de k arbitrario, en
donde las ecuaciones finales de la transformacién GE+* (E) — GF (G} (E)) serfan:

A _ A AY _— A A _ A

Yo = T y = Yy = Ty Ya = Ty

Ay )\ A A Ay A
y(x _ SC ct y(xl...ak Yoo yal.“ock — Yooy

y efectivamente dan lugar a una inmersién (local).

6.2.4. Escamas y Grassmanianas

Veremos que el fibrado de contactode orden r+1, G5! (E) puede sumergirse
canonicamente en la Grassmamana de las escamas de orden anterior G} (G" (E))
gracias a la identificacion g* (¢" f) = ¢g"t1 f . La formalizacién de este hecho viene
establecida en el siguiente teorema:

Teorema 6.2.4
a) Si f:S — E es p—wvariedad, entonces g"f : S — G (E) es p—variedad.

b) Sean f, f: S — FE, definiendo p-variedades. Se tiene la implicacion
A= =i (g"f) = 4 (g f)

¢) Hay una inmersion candnica:
Gt (B) = ¢ (9" (B)
definida segin el esquema
9 = 9. (9" f)
para cada p-variedad f:S — E

Demostracién:

Se hace por induccién sobre r. La prueba del Teorema para r = 1 estd ya
concluida:

a) Ver Proposicién 6.2.3.1 a)

b) Ver Proposicién 6.2.3.1 b)

¢) Ver Corolario 6.2.3.2 para k =1

Supuesto probado el Teorema, para r > 1, probemos el Teorema para r + 1.
Tenemos

a) Si f: S — FE es p—variedad, entonces por la proposicién 6.2.3.1 a) es
gif: 8 — Qzl, (E) es variedad. Por la hipétesis de induccién y la proposicién
6.2.3.2 se tiene que ¢" (¢'f) = g""'f : S — Gt (E) — G (Q; (E)) es
variedad. _

b) Sean f, f: S — E, definiendo p-variedades. Tenemos:

GrE2f = T2 f
|} Prop. 6.2.3.1 b)
e (g f _j:+1 (g f)
| Hip. Induc.
i (90) =3t (o7 (4F))

| Prop.6.2.3.2

i) = it (7F)



6 APENDICES. 81

c) Por la hipétesis de induccién tenemos para 1 < k < r lainclusién g&+1 f —
9: (¢"/)
Gyt (E) = Gy (G (B)), 9571 f — 9 (")

que da lugar, por la proposicién 6.2.2 a la inclusién

Gy " (G5 (1) = Gp* (G (9’c (E)))
a* (@) = gt (o (6°F))

Por la Prop. 6.2.3.2 tenemos

gr k+1 (gk( )) N gr k (glp (gk(
= (") = gt (o (4°F)

lo cual significa que la imagen de la inclusién (84) cae en G711 (GF (E)) y se
tienen asi la cadena de inmersiones canénicas

Gt (B) = G, (G, (B)) = -+ = G~ (G, (B)) — - = G, (G, (B)) (85)

(84)

E)))
)

definidas segun el esquema
9 =gl (9 ) == g () e =g (97 )
Nuevamente por la Prop. 6.2.3.2 tenemos

G, (B) = G, (G, () (86)

Aplicando e(85) en el paso inicial g'f : S — G! (E) y teniendo en cuenta
(86) se tiene:

Gy (B) G+ (G} (E)) < 63 (G} (G (B)))
_“{_>g7‘ k(gk+l(g1< ) — -~-(—>gl(gr(gl( ))

y por composicién queda una inmersion G52 (E) — G} (Gr (G} (E))) con g7 T2 f —
gl (gr (glf)) =g! (g”“f), (la dltima igualdad justificada de nuevo por la Prop.
6.2.3.2), y tenemos ya la inmersion:

G2 (E) = G, (6,71(E)), 972 — 95 (9771 S)
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6.3. Acciones y fibrados homogeneos
6.3.1. Accién. Tipos de accidén.

Un grupo G actda (por la izquierda) sobre un conjunto X, si hay definida
una aplicacion

AGxX3(Azx)— AAz)=Aze X (87)
verificando las propiedades habituales

a) (AB).x = A.(B.z), para todo A,B€ Gy todoz e X

b) e.x =z, para todo z € X, siendo e € G el elemento neutro del grupoHay un
homomorfismo natural también denominado A, del grupo G sobre el grupo
X! de biyecciones de X que hace corresponder a cada A € G, Ag € X!
con Ay (z) = A.x para todo z € X.

Accién fiel. La accién se dice fiel si el elemento neutro e € G, es el unico
elemento del grupo que deja fijos todos los elementos de X. En este caso y solo
en este caso, A es un monomorfismo que permite identificar G con un subgrupo
de X!

Accién libre. Se dice que la accion es libre si el elemento neutro e € G es
el tinico elemento del grupo que deja fijo algiin elemento de X, es decir, Jx,
Arx=Bx=— A=10B

Accién transitiva. Diremos que la accion es transitiva si para todo x,y € X,
existe A € G con A.x =y..

Accién trivial. Un punto x se dice G-estacionario si G.z = {z}. X¢ denota
el conjunto de puntos G-estacionarios. La accioén es trivial si X& = X.

Accién diferenciable. La accién se dice diferenciable en el supuesto de que
G sea un grupo de Lie, y X sea una variedad diferenciable, y la aplicacién (87)
sea diferenciable. La aplicacién A : A — A4 define entonces un homomorfismo
de G en el grupo Difeo(E) de difeomorfismos de E. El grupo A\G = im\ es
un grupo de Lie canénicamente difeomorfo al grupo de lie G/Ker\ mediante la
aplicacién (denotada también por A) A: G/KerA > AKerA — A4 € G.

Representacion lineal. Si X =V es espacio vectorial y Ay € GL(V), para
todo A, se denomina a A : G — GL (V) representacién lineal. Si x : V' — R™
es un sistema de coordenadas lineales de V, entonces \* : G — GL (R™) es la
representacion lineal en coordenadas inducida por las coordenadas x, es decir

A% (xv) = Aa (v).

6.3.2. (G-espacios.

Tenemos ahora una accién fija A : G x X — X como en (87). Se dice
entonces que X es un G-espacio y es diferenciable (6 topolégico) si la accién es
diferenciable (6 topoldgica).
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Orbitas y espacio de érbitas. Fijado z € X llamamos a
Gaz={Az:AecG}

orbita de x. Denotamos por G\ X al espacio de las drbitas

Subconjuntos G-invariantes. Un subconjunto £ de X se llama G-invariante,
si Ax € €, para todo A € G y todo x € £. Es decir G.€ C €. Nétese que en-
tonces tenemos una accién restringida G x € 3 (4,z) — Az € £,y G\E CG\X

Grupo de isotropia. El grupo de isotropfa de un punto z € X , es el sub-
grupo G, de las transformaciones de G que dejan fijo el punto x, es decir:

Gy, ={AeG: Az =1z}

Nétese que si A € G, es tal que A.z = y entonces G, = AG, A, y todos los
grupos de isotropia de una misma 6rbita FEG\X son conjugados.

Subespacios tipo G/[H]. Un subgrupo H de G, es de isotropia si lo es para
algin x € X. Denotamos por [H]. (o simplemente [H], si se sobrentiende G) a
la familia de todos los subgrupos de G conjugados con H.

Cabe pensar en el conjunto Xy de todos los elementos de X cuyo grupo
de isotropia (respecto a la accién (87)) es G-conjugado con H. Se denomina
a Xg) subespacio de [H]- isotropfa de X. Nétese que X[p] es necesariamente
G-invariante.

Si X = X se dice que X es un G-espacio tipo G/ [H]

6.3.3. (G-variedades.

Supoéngase ahora que X es un G-espacio diferenciable, bajo la accién (87).

Secciones locales. Una subvariedad W de X, se llama H-seccién local de la
accion si

1. H es grupo de isotropia de cada punto de W (es decir G,, = H para todo
weW)

2. W corta transversalmente a lo mds una vez a cada érbita, es decir:

(Gw)NW = {w}

T (Gaw)NT,W = {0} } NweW

Observese que entonces G.W = {A.w: A € G,w € W} es una subvariedad
G-invariante difeomorfa a G/H x W mediante el difeomorfismo:
G/H xW > (AH,0) - G.W

Notese que si W es una H-seccién de X , y W; es subvariedad de W entonces
Wy también es H-seccién de X.
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Subespacios fibrados homogeneos?? Una subvariedad G-invariante £ de
X se llama subespacio fibrado homogeneo, si £ estd contenido en algin sube-
spacio de isotropia X[z y para cada punto e € £ existe una H-seccién O de la
accién tal que G.O es abierto de €. Se dice entonces que O es una H-reduccién
(local) de £. Nétese que en este caso la aplicacion

G/H xO> (AH,0) » Ao€e &

define una reduccién (o trivializacién) local.

Definicién de G-variedad. Se dice el G-espacio diferenciable X es una G-
variedad si para cualquier subgrupo de isotropfa H de G , X[z es un subespacio
fibrado homogeneo.

Proposiciéon 52 Si G es un grupo de Lie compacto, y X es G-espacio diferen-
ciable, entonces X es G-variedad.



6 APENDICES. 85

6.3.4. Fibrados homogeneos.

Técnicamente, un fibrado homogeneo tipo G/ [H] es una G-variedad &, cuyos
grupos de isotropfa son todos conjugados con H. Recuerdese que denotamos por
[H] a la familia de subgrupos G-conjugados con H.

Sea G x &€ 3 (A,x) = Aa(x) = Ax € £ una accién diferenciable por la
izquierda del grupo de Lie G sobre la variedad diferenciable £, y H subgrupo
cerrado de G. Diremos que es un G-espacio tipo G/ [H] si todos los grupos de
isotropia estan en [H]. En estas condiciones, fijado un H € [H], una subvariedad
O de &, se llama H-reduccién local de & si es H-seccién local de la accién y
G.O es abierto de &, es decir:

1. H es grupo de isotropia de cada punto de O (es decir G, = H para todo
0€0)

2. GO ={A.0: A€ G} es un abierto de £.

3. O corta transversalmente a lo mds una vez a cada 6rbita, es decir: (G.o)N
O ={o},y T, (G.o)NT,O = {0} para todo o € O

Se prueba entonces que la aplicacién
G/H x O > (AH,0) — Ao€&

es un difeomorfismo local.

Finalmente se dice que £ es un fibrado homogeneo con isotropia [H| (breve-
mente un G/ [H]-fibrado homogeneo) si se ha dado una accién de G en &, que
hace a & G-espacio tipo G/ [H], y

4. Por cada punto zg € &, existe un H € [H] y una H-reduccién local O de
la accién, tal que zg € G.O

Nota 53 Si G es compacto, un G-espacio tipo G/ [H], entonces es necesaria-
mente G/ [H]-fibrado homogeneo.

Proposicién 54 Sea £ un G/[H]-fibrado homogeneo, y A € G. Entonces si
O una H-reduccion local, A.O es una AHA -reduccion local. En particular,
fijado o € &, existe una Gy,-reduccion local O con o € O

Proposicién 55 Sea £ un G/ [H]-fibrado homogeneo y O una H-reduccion lo-
cal. Entonces la aplicacion

c:GO—-0,z— (Gx)NnO
es una submersion. Ademds la aplicacion
¢:G/Hx0O>3(AH,a)—A.a € G.O (88)
es un difeomorfismo, y
O>50— GoeG\E
define una parametrizacion local sobre el espacio de orbitas G\E dotado de la
topologia final para la aplicacion

£33z GreG\E

En particular, el espacio de drbitas G\& tiene una estructura diferenciable,
que hace diferenciable a la la proyeccién canénica Ag : € 2 x — G.x € G\E .

Por tanto el fibrado homogeneo £ tiene estructura de fibrado con fibra tipo
G/H base B = G\&, y grupo G. Nétese que cada fibra de £ tiene estructura
natural de espacio de Klein.
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6.3.5. Referencias.

Se definen en el contexto de una H-reduccién O de un G/ [H]-fibrado homo-
geneo £. Si £ = G.0O, a partir de la acciéon G x € — &, el espacio £ se ve como
un fibrado sobre O con proyeccion

c:€3zx—0(x)=GxnNOeO (89)

y con fibras tipo G/H: Cada fibra 0= ! (0) = &, = G.0, 0 € O es un espacio
punteado de Klein de grupo G e isotropia H.

Referencias en un punto. Una O-referencia con origen en z € £ es un
elemento u € G tal que u.o () = x. Asi el producto cartesiano G x O describe
el conjunto de todas las referencias con origen en &, y tiene estructura de fibrado
principal de grupo H respecto a la proyeccién

Gx0—-G.0O=¢&, (u,0) = u.0

que hace corresponder a cada referencia su origen. Denotamos por O (£) = GxO
visto como tal fibrado.

Noétese que en el contexto de un espacio punteado de Klein se tiene o (E) =
o(EY=Gxo

Referencias méviles. Una O-referencia mévil, es una reduccién (en un abier-
to U de &) del fibrado de referencias O (£) y consiste entonces en una aplicacién
diferenciable u : Y — G con la propiedad para todo z € U

u(z).o(x)=x

Naturalmente, existe un teorema de existencia de O-referencias mdéviles u
en torno a cada punto z € X con un valor predeterminado v = u(z) € G en
el punto z. Este teorema, equivale justamente a admitir que G x O = O (€) es
fibrado principal de base £ y grupo H.

6.3.6. Homomorfismos

Consideremos la categoria de los fibrados homogeneos de grupo fijo G. Un
homomorfismo entre dos de ellos, digamos £ y & es una aplicacién diferenciable
¢ : £ — & de forma que para todo A € G, el siguiente diagrama es conmutativo:

b _

S

&
Aa l XA
£
Nétese que ¢ (G.x) C G.¢ (), por tanto el homomorfismo ¢ : £ — & da
lugar a una tinica aplicacién diferenciable denotada también por ¢ : B = G\& —
G\& = B, que hace conmutativo el diagrama

>\G >\G
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En estas condiciones, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 56 Fijado o € £, Para toda H-reduccion local O de € con ¢ (o) €
O, existe H € [H] con H C H, y una H-reduccion local O de £, con o € O,
y O CO de forma que la representacion analitica local 3 ¢y : G/Hx O —
G/Hx O de ¢ respecto a © y @ (ver(88)) es

(AH,a) — (AF, ¢a)

Naturalmente la composicién de homomorfismos es homomorfismo.

6.3.7. Subfibrados y secciones

Un subfibrado del G/ [H]-fibrado homogeneo &, es una subvariedad £ de €
que es invariante por la accién del grupo G. Esto significa que con la accién
inducida G x &€ — &, £ es también G/ [H]-fibrado homogeneo, y la inclusién
i : &€ —& es monomorfismo de fibrados homogeneos La proposicién 56 (pag
87)aplicada a este caso nos dice que si O es una reduccién de € entonces O = £N
O, si es no vacio, es una reduccién de €. De hecho, si @ es una subvariedad
arbitraria de O, entonces €& = G.O es subfibrado de €.

Reciprocamente si O es una H-seccién de € , entonces O es una H-reduccién
de G.O = & que es un subfibrado de €. Se denomina a @, un H-corte de &.

6.4. Variedades en un fibrado homogeneo.

Estamos en el contexto de una H-reduccién O de un G/ [H]-fibrado homo-
geneo £. Si £ = G.0, a partir de la acciéon H-regular G x £ — &£, el espacio £
se ve como un fibrado sobre O con proyeccion o : €3¢ — o (x) =G.xNO € O
y con fibras tipo G/H: Cada fibra 0~ (0) = G.0, 0 € O es un espacio punteado
de Klein de grupo G e isotropia H. Se supone que f : S — £ es una p-variedad.

6.4.1. Referencias modviles.

El conjunto de las referencias O (f) a lo largo de f, es técnicamente el pull-
back O (f) = f*(O(€)) = {(u,s) € Gx S:u"l.f(s) € O} por f, del fibrado
de referencias O () ~ G x O (ver epigrafe 6.3.5). Es decir O (f) = UsesO (f, s)
donde para cada s € S es

O(f,s) ={(u,0) e GxO:uo € f(s)}
~ {(u,s) € G x {s}:u"".f(s) € O}

Nétese que O (f) ~ {(u,s) € G x S:u™'.f(s) € O} C G xS,y tiene por tanto
estructura natural de fibrado principal O (f) — S sobre S, con fibra el grupo
H.

La aplicacién o : E—O induce osf = o (f(s)) que define a of : S — O
como los invariantes iniciales de f. Se verifica la identidad

u.osf=f(s),siueO(f,s)

En el contexto de un espacio punteado de Klein se tiene o (f) = o (f)

Una referencia mévil a lo largo de f es una reduccién (local) u del fibra-
do O(f) — S de referencias en f. Es por tanto esencialmente una aplicacién
diferenciable u : S — G, tal que o(s) = u(s)"!.f(s) € O para todo s € S.
Denotamos por I' (O (f)) la familia de tales referencias.
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6.4.2. Forma de Darboux de una referencia movil.

Se denomina forma de Darboux de una referencia movilu : S — G, u €I’ (O (f))
a la derivada de Darboux de u:

Qu=u"Qg € Q' (S, g)
Sabemos por (7) que si A € G entonces Au e TO (Ag0 f) y
Qau = Qu
Sin embargo, cuando A € H es uA€T'O (f) y se verifica
Qua = Ady-1Qy (90)

En efecto, fijado & € TS se tiene

Qua (§) = (Raow) Q) (€)

=u" ((Ra)" Qq) (¢)

= Ad -1 (¢ (0s€))
= Ad 4104 (€)

Mais general si K : S — H es diferenciable entonces
Quk = Ok + AdK—l (Qu) (91)
En efecto, partiendo de la identidad

w.£ =u(s).Qy (&)

se tiene:

(WK),§ = (w&).K(s)+u(s) K
- <> Qu () K (s) + <> () O (6)
= u(»)K(s) (K(s) K (s) + Qi (€) )
- < ><><<AdK71>Qu<s>+QK<s>>

6.4.3. Derivacién de referencias a lo largo de curvas

Una referencia a lo largo de una curva diferenciable a : I — &, viene a ser
una aplicacién diferenciable

u:l — G tal que u(t).o(a((t))) = a(t) (es decir u(t) es una referencia
en «(t) para el espacio de Klein G.o («(t))). La derivada de Darboux de u es
Qu = u*Qg € Q' (1, g) que tiene el siguiente significado geométrico:

u' (t) =u(t) .Qy(t)
) = Qu(0/0t],), y u(t).Qy(t) se interpreta segin la
& —Ag=(L A). 5

Ou (t) =Qu(t) + b

donde g es el dlgebra de Lie de G y h la de H. En estas condiciones, el
resultado fundamental es el siguiente:

donde Qy, (t) = Q(u’ (¥)
accion G x g — TG, (A,
Denotamos
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Teorema 57 Sea u, una referencia a lo largo de o : I — &, yo (t) = o (a ((t)))
Entonces:
o (t)=u(t).Out)+ul(t).o (t)

en particular, si v es otra u (to) = v (to) para cierto tg € I, entonces Qy (to) =

Qy (to) (mod b)

Demostracién. Para cada t € I, « () estd en el espacio de Klein F () =
G.a(t), con origen en o (t) = o (a ((t))), ¥

7m(t):G—=E({t), A— Ao (t)
es la proyeccion correspondiente. Notese primero que para t fijo:
7(1), Qu(t) =Qu(t) +beg/h=TouE(t) CTowé

y Lo anterior asi como los célculos que siguen para un t = ¢ arbitrario utilizan
libremente resultados del epigrafe 1.1.2:

o) = T ()0 6) = (t0) 0 (t0) +u o) o (o)

Analicemos el valor del primer sumando

11/ (to) .0 (to) = W(to) 11/ (to)

-

Esto prueba nuestra afirmacién m

6.4.4. Forma vertical de una referencia fija de una variedad.

Se supone ahora que f : S — &£ es una p-variedad, y sea u € T'O(f),
u : S — G una referencia mévil a lo largo de f. La forma de Darboux de
Q4 € Q' (S, g) de u admite la siguiente interpretacion geométrica:

Sea 3 : I — S una curva diferenciable. Entonces uof3 es una referencia a lo
largo de o= foB: 1 — £y se verifica

Quog () = Ny (B' (t)) es decir (uoﬁ)/ (t) = (uof) (t) .Qu (6/ (t)) (92)

Se denomina forma vertical asociada a u

Qu (mod[]) =0, € Q' (S, 9/[])

Fijada una referencia u € O (f, so) fija estamos interesados en probar que
O, estd bien definida, con ayuda del siguiente resultado :

Proposicién 58 Sean u,v € TO (f) referencias moviles a lo largo de f, en-
tonces: o
Ady-1,04 = 0Oy

en particular, si v =u(s) = v (s) en algin punto s se tiene Oy|, = Oy|, ¥ se
denomina O, f a este valor comin.
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Demostracién. Pongamos v = uK con K :5 — H diferenciable. se tiene
por (91) que Quk = Ok + Adk-1 (Qy). Pero Qk toma valores en b, y la férmula
anterior médulo h queda

Ouk = Adkg-1 (O4)

[ ]
Denotamos entonces

Ouf = Oy (5)

cuando u, € TO (f) con u(s) = u 'y se denomina O, f forma vertical de la
referencia adaptada w.

Nétese que ©,f € A (T.S,g/bh) solo depende de la referencia fija u €
O (f,s). Sin embargo dada u € 'O (f), para cada s € S se tiene la igualdad

Ou(s)f = Ou(s) (93)
ademds se verifica para todo K € H:
Ouk [ = Adg-1 (Ouf) (94)
Denotando
duf =ds (N f) 1 TuS — Ty 4 (95)
se tiene la identidad
w. (duf) = dsf (96)

Se llega la siguientes conclusion:

Proposicién 59 Si f: S — & es p-variedad, s € S, £ € TS yu € O(f,s) se
verifica la identidad

(duf) (&) = (Ouf) (€))g,5 + (o). &

De forma algo mas imprecisa (eliminando s y £), siu € T'(O(f)) se tiene la
descomposicion:

duf =0Ou+d(cf), con Oy = Qy(modbh) (97)

Demostracién. Tomando u € T'O (f), con u(s) = u, un procedimiento
geométrico para el cdlculo de O, f |£ para £ € T,S es el siguiente:Tomemos

B : I — S una curva diferenciable con ' (0) = £. Entonces
Oufle = 2 ((uep)’ (0)) (mod h.)

Si en el teorema 57 (pdg 89) tomamos a = f o f, es Ouon (0) = Ouf (§), ¥
o (0) = £, 0’ (0) = (of), &, por lo que se tiene

fi& = M), Ouf (§) + (M), - ((0£), €)

[
Notese que ysi K € H,y u € O(f,s) entonces uK € O (f,s) y Adk deja
invariante h. Por tanto induce Adg : g/bh — g/b, y se verifica (véase (90))

Ouxf = Adr O.f (98)

Corolario 60 Fijado s € S, yu € O(f,s), entonces Osf = u.O, f no depende
deu € O(f,s) y se tiene la identidad:

dsf =Osf +u.(ds (0f)) : TsS — T(s) (€) (99)
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Demostracién. Pongamos v = uK con K € H. Entonces:

0.0,f = (uK).Ouxf = (uK)Ady Of
= wAdg Adg .O.f
= u.0,f

para obtener la tltima férmula, multipliquese ambos miembros de (97) por
u~! teniendo en cuenta (96). m

fof = (Au), Ouf (E) 4+ (Ay), ((0F), &)

& ()

J “u (ds (1))

@, = Qu(s) (modh).

V (E,0) = (a/n) < {6}

Corolario 61 Sean f, f: S — & dos p-variedades con f(sg) = 7(50),_, Yy
dso f = ds, f para cierto sg € S, y sea u € O(f,s0). Entonces o5,f =05y [ ¥y
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Figura 1:

se tiene _
®Sof = @Sof _
ds, (0f) = ds, (Uf)

En particular siu € O (f,so), entonces u € O (?, 50) Y Ouf = O.f.

Demostracién. Si u € O(f,s0), entonces f(so) = w.osf = f(s0), y
u~lf (s0) por tanto os,f = 05, fyu € O (f,so). Adem3ds usando el coro-
lario anterior

dsof = Osof +u.(ds, (0f)) = (100)
dsof = 650f + u. (dso (Uf))

pero estas férmulas expresan la descomposiciéon de ds,f = ds,f en los dos
sumandos que se corresponden con la suma directa

Ty & = Voo & u.T,0

siendo zg = f (so0) = 7(30)7 0 =0sf = 0s ? ;Y Va, = ker (dm00)7 donde
c:E3x—o0(x)=GaxNO € O es la proyeccion sobre la seccién (definida en
(89)). Por tanto los sumandos correspondientes en (100) coinciden. m

Nota 62 La descomposicion anterior es exactamente la trasladada mediante u
de
G/HxO=E,G/Hxo~G.0
/b x T,0 =~ T,E



