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1. Introduccion

Cuando me propuse dar una charla sobre la vida y la obra de S. Lie (1842 -
1899) en el seminario de Historia de las matemadticas, no pensé que encontraria
tanta riqueza de ideas. Y es que este matemético noruego empezé su carrera
cientifica con una geometria muy particular: la geometria de Lie. En 1868 en
una estancia en Berlin, conocié al joven F. Klein (1849 - 1925) quién conocia
la geometria de Pliicker. La amistad que surgié entre ambos fue muy fructifera
pues Lie descubrié la relacién entre ambas geometrias publicada en su tesis
doctoral, y Klein escribié su famoso programa de admisién en la Universidad
de Erlangen, donde senté las bases de lo que es y estudia una ”geometria de
Klein”.

Al mismo tiempo, el profesor Lafuente me ensené los trabajos de un sem-
inario sobre la clasificacién de las curvas en diferentes geometrias de Klein.
Observé que la geometria de Lie y la de Pliicker no estaban entre ellas y por
otro lado la técnica empleada de Wilczinsky [9] era un poco ”ad hoc”. Decidi
consultar algunas fuentes y encontré el lecture notes [1] dénde se apreciaba una
técnica mas refinada y sistemadtica: las referencias méviles de Cartan. Orientado
por el profesor Lafuente, fui aplicando esta técnica al estudio de curvas que nos
parecian mads interesantes, y rdpidamente la aplicamos al estudio de variedades
de mayor dimensién. Finalmente, apliqué estos conocimientos a la geometria de
Pliicker, que considero la parte més novedosa de este trabajo.

Una Geometria de Klein viene definida por un grupo de Lie G que actia
diferenciablemente sobre una variedad diferenciable F, de forma transitiva:

GxE — E

se denomina a E espacio base y a G grupo de transformaciones de la Geometria.
La accién de G sobre E, puede inducir de forma natural acciones

GxM — M
(A, M) A-M

sobre determinadas familias M de objetos deducidas del espacio E o de even-
tuales estructuras (diferenciable, métrica, conforme,...) sobre E. La propiedad
que define a los objetos de M es por tanto conservada por el grupo G y se de-
nomina propiedad o invariante G—geométrico. Ademds, cada vez que tenemos
una tal familia M, queda planteado un problema de clasificacién que consiste
en buscar unos invariantes de tal forma que cuando dos objetos M, M € M
tengan los mismos invariantes y sélo entonces, sean equivalentes (M ~¢ H), es
decir estdn en la misma érbita: existe A € G, tal que A.M = M. Podemos tomar
en particular M la familia de variedades sumergidas en £ Dos de ellas M y
M se dirén G-congruentes si existe una transformaciéon A € G, que lleva una
en la otra, es decir M = A.M. Nétese que dos variedades G-congruentes son en
particular difeomorfas y tienen por tanto la misma dimensién p. La dimensién
es por consiguiente un invariante G—geométrico y es por ello que los estudios
posteriores se dividen segin la dimensién de la variedad.

La teoria de G-geometria de variedades, consiste por tanto en estudiar aque-
llas propiedades de las variedades sumergidas en E, que permanecen inalter-
adas por la accién del grupo G. Y el problema de G-clasificacién de variedades
sumergidas en E consiste en encontrar los invariantes necesarios y suficientes
para determinar cuando dos variedades sumergidas en E son (o no son) G-
congruentes. Son ejemplos paradigméticos la geometria euclidea de curvas y
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superficies en el espacio, cuyos problemas de clasificacién tienen invariantes bi-
en conocidos.
Hay varias técnicas para encontrar unos invariantes completos en una geometria

dada:

1. las referencias méviles de Cartan [1]

2. los fibrados de escamas de Lafuente [3], desarrollando el método de las
ecuaciones reducidas

3. la ecuacién tautolégica de Wilczinsky [9], valido para el estudio de curvas

En este trabajo resumo la teorfa béasica del primer método en la primera
parte, y luego lo aplico a diversos ejemplos en la segunda parte. En todos ellos
aparece una tabla resumen de la informacién encontrada, explicada en la pdg.:12.
Ademss cada uno de ellos ofrece distintos aspectos de esta teoria que paso a
detallar:

1. En las curvas equiafines se encuentran los invariantes a partir de una
parametrizaciéon dada

2. En las curvas afines se relacionan los invariantes con los de Wilczinsky

3. En las curvas hiperbdlicas se encuentran las geodésicas y se comparan con
la del modelo clasico de Lobachesky

4. En las curvas de Mobius se corrige una errata de [2]

5. En las curvas proyectivas se ve que las cénicas son todas congruentes,
teorema que aparece en los libros de un primer curso de proyectiva pero
que aqui se obtiene de una manera mas elaborada

6. En las curvas de Lie se realiza el estudio en una geometria diferente de las
que aparece en la literatura

7. En las superficies euclideas se compara este estudio con la teoria cldsica
de referencias méviles y con las ecuaciones reducidas, apareciendo ambas
teorias en el apéndice

8. En las superficies equiafines se llega a deducir la equivalencia de este es-
tudio con el desarrollado por Spivak en [7] y recogido en el apéndice

9. En geometrfa de Pliicker se clasifican las superficies regladas de RP? |
las congruencias y los complejos; siendo este el aspecto mds novedoso de
este trabajo pues hasta la fecha no tengo constancia de estas clasificaciones
diferenciables aunque si existen desde hace tiempo desde un punto de vista
algebraico [11]

La tercera parte es el apéndice, donde he incluido extractos de otras fuentes
para clarificar y apoyar algunas conclusiones de la segunda parte. Es por eso
que a veces la notacién de estos capitulos es un poco diferente de la que he
empleado en las dos partes primeras, y algunos conceptos estdn poco o nada
explicados, pero referidos a trabajos de la bibliografia. Por tltimo he incluido
el alfabeto griego por que a lo largo de todo el trabajo he ido usando el orden
secuencial de las letras, cosa que ya se hacfa en tiempos de Euclides: contar
usando el alfabeto.



Quiero agradecer a D.Javier Lafuente la atencion prestada y las largas charlas
clarificadoras que me han orientado en todo este trabajo

Parte 1
Las referencias moviles

(Chapter head:)Preliminares
En esta primera parte se va a tratar de cuatro aspectos de la geometria local
de variedades en espacios homogéneos

1. El orden de contacto

Como punto de partida est4 el circulo osculador de una curva en geometria
euclidea, nocién que lleva al radio de curvatura, cuyo inverso es un invari-
ante. Se ve asi que la nocién de aproximaciéon de una variedad por otra,
ofrece informacién geométrica importante. Concretando, se tiene:

Definicién 1.0.0.1 Sea M wuna variedad m dimensional, f : S — M
f: 8 — M dos inmersiones de dos subvariedades p dimensionales.
f, f tienen orden de contacto al menos 0 en s € S, 5 € S cuando f(s) =

f(5)
Ji f tienen orden de_contacto al menos 1 en s € S, 5 €8 cuando f(s) =

f(3) yTsf(S) = Tsf(S) como subespacios de T'ys) M

Para generalizar estas definiciones y definir el orden de contacto superior,
se emplea el fibrado Grassmaniano de p planos tangentes de M, G, ,(M).
Cualquier inmersién h : N — M de una p variedad, induce una aplicacién
diferenciable Tp: N — Gy, (M) vy con esto, se puede redefinir
n T,h(T,N)
el orden de contacto al menos 1 en s € S, 5 € S cuando Ty(s) = T(s).
Ademis, como h = woT}, siendo 7 la proyeccion del fibrado Grassmaniano,
T}, es inmersion, por lo que se puede repetir el proceso y definir M *+1) =
Gy p(M®), my = dim M®)| THD = C N — M) =

0,1,2... siendo M© = M, T\ = h.

(k)
Th

Definicién 1.0.0.2 f,f tienen orden de contacto al menos k en s € S,
s €S cuando T;k)(s) = T}k)@)

Si f, f tienen orden de contacto al menosk ens € S, s € S pero no orden
k+ 1, se dice que f, f tienen orden de contacto k en s € S, s€ S

2. La congruencia de variedades

Ya en los elementos de Euclides se recoge el criterio de que dos figuras
del plano euclideo son iguales cuando hay un movimiento que mueve una
figura exactamente sobre la otra. El plano euclideo se generaliza por una
geometria de Klein; el movimiento en dicha geometria euclidea viene gen-
eralizado por el grupo de Lie que actia transitivamente; y la nocién de
igualdad sigue siendo la misma: dos variedades sumergidas son iguales
cuando hay un elemento del grupo de Lie que transforma una en la otra.
Esta nocién de igualdad se denomina congruencia. Concretando, se tiene:



Definicién 1.0.0.3 Sea M una variedad m dimensional,G un grupo de
difeomorfismos de M, f : S — M f: 5 — M dos embedding de dos
subvariedades p dimensionales. f, f son G congruentes cuando existe una

transformacion g € G / g(£(S)) = f(9)

Como f,f son embedding, se tiene que son G congruentes si y sélo si
existe una transformaciéon ¢ € G y un difeomorfismo F : § — S /

gOfZJ?OF:S—>M

Y es el teorema de congruencia (teorema 1.0.0.6) el que da unos criterios
algoritmicos, necesarios y suficientes para saber cudndo dos variedades
sumergidas son iguales. Mirandolo detenidamente, la igualdad radica en
tres conceptos:

a) la referencia de Frenet, que es una base del tangente de M en x € M,
adaptada en s € S a la variedad sumergida f : S — M, z = f(s),
de tal manera que otra subvariedad sumergida en M, con el mayor
orden de contacto posible con f en x, admite la misma referencia. Este
mayor orden de contacto es el orden de la referencia. Sin embargo, la
referencia de Frenet no se calcula explicitamente en los ejemplos, pero
sf su orden, que es lo que necesita el teorema de congruencia y que esté
reflejado en la tabla resumen de cada ejemplo. Pero como muestra
de que se puede calcular explicitamente la referencia de Frenet, estd
el ejemplo de las curvas en la geometria equiafin, donde se realizan
todos los cédlculos, y se ve claramente la dificultad de hacerlo.

b) la seccién de cierta accién, W, que estd calculada siempre. Sin embar-
go, la naturaleza de dicha seccién obliga a tratar variedades sumergi-
das que tienen todos sus puntos ”pertenecientes” a dicha seccidn.
Como ejemplo, las superficies en geometria equiafin que se consid-
eran, constan sélo de puntos planos, o sélo de puntos parabdlicos o
s6lo elipticos (donde los hiperbélicos se han excluido por brevedad),
pero no aparece el caso de una superficie con una zona de puntos
elipticos separados de otra zona de puntos hiperbélicos por una fron-
tera de puntos parabdlicos, por ejemplo. Es este el mayor defecto de
esta teorfa y por tanto el punto mds importante para ser revisado en
posteriores trabajos.

¢) los invariantes ky : S — R, que son funciones definidas sobre el
abierto de parametrizacién de la variedad sumergida f : S — M,
y dependientes de dicha parametrizacién de tal modo que dada otra
parametrizacién f : S — M que verifique que f o = g- f siendo
¥ S — S un difeomorfismo y g € G, se tenga que

kot =ky

Al igual que las referencias de Frenet, los invariantes no se calculan
explicitamente, salvo en el ejemplo de curvas equiafines, donde se ve
que en caso de necesidad es posible hallar en cualquier ejemplo los
invariantes en cualquier parametrizacion.

En resumen, estos tres conceptos si son algoritmicos en el sentido de
poder calcularse en cualquier parametrizacion, como se refleja en las cur-
vas equiafines, pero el esfuerzo necesario hace que sélo se calculen aquellos



que tengan una razén especial. Ademds el interés principal es saber cudn-
tos tipos de congruencia hay, que son precisamente las filas de la tabla
resumen de cada ejemplo, o bien identificar la variedad tipo de cada clase
de congruencia, integrando una distribucién sobre M, D(y) explicada en
el teorema de homogeneidad.

. La existencia de variedades con invariantes prefijados

Para encontrar una variedad que de lugar a unos invariantes dados, estos
deben de satisfacer las ecuaciones de estructura como se verd en el teorema
de existencia.

. Las simetrias de las variedades

Como ejemplo, las superficies de revolucién en geometria euclidea ad-
miten las rotaciones alrededor de un eje como simetrias. Encontrar estas
simetrias como subgrupos de G es el resultado del teorema de homogenei-
dad



Todos estos aspectos tienen dos enfoques diferentes aunque relacionados

1. Los problemas donde la variedad sumergida estd parametrizada, es decir
se consideran las inmersiones f, f : S — M y se calculan los invariantes
para f y f definidos todos ellos sobre S

2. Los problemas no parametrizados donde se consideran las inmersiones
f:S— My f: 55— M

La diferencia de estos problemas se ilustra considerando el contacto de orden
1 y la congruencia: _

En el primer problema f y f tienen al menos orden de contacto 1 en s € S
si f(s) = f(s), y Tsf = Tsf como aplicaciones lineales de TS — T,y M. Y son

congruentes si existe g€ G / f=go f como funciones sobre S.

En el segundo problema f y f tienen al menos orden de contacto 1 en s € S
yse€Ssif(s)=f(s),y Tsf(S) =Tsf(S) como subespacios de T't;)M. Y son
congruentes si existe g € G / f(S)=go f(g) como subconjuntos de M.

En este trabajo se consideran sélo los problemas no parametrizados, pero
en las curvas equiafines se calcula el parametro de arco, que daria lugar a un
ejemplo del primer enfoque: estudiar la congruencia de curvas parametrizadas
por longitud de arco. Y en las superficies euclideas se calcula la parametrizacién
geométrica con la misma idea de dar posibles ejemplos del primer enfoque.

(Chapter head:)Invariantes de orden 1

Partimos de una accién transitiva G x M — M que permite escoger
cualquier punto mg € M como origen y definir 7 : G — M como 7(g) = gmy.
Sea GGy el subgrupo de isotropia de mg, que permite descomponer g = mg @ go
siendo my un suplementario que salvo que G sea compacto, en general no es
Adg, invariante. Sea {E;};=1., una base adaptada a dicha descomposicién.
Con el siguiente diagrama donde 7 corresponde a la diagonal, se tiene que
{e; = Te1(E;) }iz1..m forman una base de Ty, M.

G Lo, (M
I m N\ Lo
G/GO ~ M

Se define ho(g) = {gx,., (€1); -+ gx,n, (em)} que es una aplicacién fibrada porque
who(g) = gmo, gmo = gkmo = gmo. A partir de ella se define

.M 8, R™
v (vi) / v =vig,, (&) gmo=m
Con respecto al producto del grupo, se tiene que ho(gk) = {gx,,., (ks,,, (€:))} =
{9 (P0,,€5)} = {0y (€5)P0,, } 10 que se abreviard como ho(g)py(k). Y también

k .
hi" (v) = (v;) siempre que v = vig.,, (K., (€i)) = V{gs,., (Po,,€5) = ViPo,, G, (€7)

que comparado con la definicién, queda v; = pojivg lo que quiere decir que
hd = po(k)hSF | siendo py: Go — GL(m,R)
k Bt | oy = Akl

Definicién 1.0.0.4 Una referencia de orden 0 en s es ug(s) € G / up(s)mo =

f(s)



Equivalentemente, 7(ug(s)) = f(s). El conjunto de referencias de orden 0,
Lo
Lo es el pullback de w9 :  wug T] 7y my = f*mo. Las secciones del fibra-
S
Gmp(M)
do asociado Ty T| s, proporcionan la informacién sobre la aplicacién

S
tangente de f de tal manera que T¢(s) = [uo(s), Ao(uo(s))] siendo

)\0 : LO — Gm7p
g he(Ts f(T:S5))

Esta aplicacién es equivariante: A\o(gk) = po(k) " Xo(9).

Lema 1.0.0.1 Sea g € G entonces Ao(g) = Mo(gg) estando referidas a f, Gf
respectivamente
Demostracion. Sea ho(g) = {gx,.,(€1), - Gun, (em)} = {vi} y ho(gg) =
... o)} Sean =T f(€) y7 = T(@FE) = T, (n), entonces
(n

hi(n) = (m) / = nvi
he' @) = (M) / 1 =", (v:)
peron =79, (n) =n7., (vi) de dondeT; = n;. No hay que olvidar que g,gg

son O-referencias de f, Gf. ®

Pero el resultado fundamental de toda esta teoria, til incluso para el célculo
préactico es el siguiente resultado: considerando {¢®} una base de T*S

Teorema 1.0.0.1 M\g(u(s)) = [ :vilz()s) ] i=p+1l.m a=1.p
«

Demostracién. T f(§) = Ty)7 Tsu (&) = Tuo)T TeLu(s) Tu(s)Lus)—1 Tsu (§) =

Tou=f

Tu(s)T TeLu(s) Q(T‘;u(f)) oLy )::u(s)o-r U(S)*mo Tet U*Qs(g) = U(S)*mo TeT (U*90+

u*wp)(§) = U(S)*moTeT (u*ez(f)Ez) = u*&z(ﬁ) u(S)*mOTeT (Ei) ho(u):{vz}

w0 (&) vi = 2% (s)p“(&)v; Luego hi(Tsf(£)) = (xfl(s)(ba(f)) y en general
en una base {{z} de TS se tiene que hy (T, f(TsS5)) = [24,(5)0%(€5)] = [24,(5)]
ya que ¢“(£5) € GL(p,R) y se puede considerar z,(s) = 6L Vi = 1.
se ve que la base {¢”} estd cambiando segin cambie v B

Las ecuaciones de Maurer-Cartan de G, imponen relaciones entre los in-
variantes ya que sobre Wy xi, = Fi(k;) para j € {l.uy} por lo que uj#’ =
> F!(k;)¢“. Derivando y usando las ecuaciones de Maurer-Cartan para df' se
obtienen relaciones entre los invariantes, sus derivadas covariantes y los coefi-
cientes de u*wy

Ahora se considera la accién

.p; es decir

Go X Gpmp 2= Gonp
k o po(k)(o) = Adgl,, (o)

y supongamos que existe una seccién Wy con dim Wy = pu,

Definicién 1.0.0.5 Una referencia de orden 1 en s, respecto Wy, es ui(s) € G

/ui(s)mo = f(s), Ao(u1(s)) € Wi
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Sea L, el conjunto de referencias de orden 1, es decir
Ly =g (W)

dando una subvariedad de Ly, que fibra sobre S, con fibra G; el subgrupo de
isotropfa de Wi por p,. Como Ao es constante en las fibras: si g € Ly k €
G1 entonces \o(gk) = po(k) " Xo(9) = Mo(9); Ao(u1(s)) no depende de la 1-
referencia empleada.

Definicién 1.0.0.6 Dada una carta en Wi ¢ = {wi}izl_m los tnvariantes de
orden 1 son

ki(s) = wi(Mo(ui(s)))

Teorema 1.0.0.2 Sean f : S — M ]?: S — M dos subvariedades de M
p-dimensionales, sobre las que se pueden construir invariantes de orden 1. f, f
tienen al menos orden de G—contacto 1 ens € S5 € S <= f,f estin en la
misma seccion Wy y tienen los mismos invariantes en s € S s € S

Demostracién. =) 3g € G / Gf y f tienen al menos orden de contacto 1
enseS3eS, es decir Ty¢(s) = T5(S). Sean ug(s), uo(s) referencias de orden
0. Entonces Gup(s) es una O-referencia de Gf(s) y se tiene por el lema anteri-
or que Tg¢(s) = [guo(s), Ao(uo(s))] mientras que T(s) = [to(5), Ao(to(5))]- Al

: Guo(s)k™" = To(3)
ser iguales 3k € Gy / { po0(F) Ao (0 () = Ao(Tio () de donde se deduce que
Ao(uo(8)), Ao(up(8)) estdn en la misma orbita y puede ser escogida una mis-
ma seccién Wi y unas l-referencias wuy(s), ©1(3) de tal modo que Ag(uy(s)) =
Ao(u1(5)) dando por tanto los mismos invariantes

<) Sean u;(s), u1(5) l-referencias / Ag(u1(s)) = Xo(u1(8)). Sea g =
u1(3)u1(s)~! € G. Entonces por el lema anterior T55(s) = [gui(s), Ao(u1(s))] =
[u1(5), Ao(ur(s))] = TF(s) es decir f, f tienen orden de G—contacto 1 en s € S
eSS m

(Chapter head:)Invariantes de orden 2

Supongamos que M; essubvariedad M; = G/Gi x Wi — Gy p(M)

(7 w) g, w]
de tal forma que Ty(S) C M;. Entonces se tiene una accién G x My — M,
que actia por la identidad sobre la segunda componente. Descomponiendo gy =
my @ g1 , readaptando la base {£;}i—1..4, definiendo {e; = T{c )71 (Es) Fi=1..m;
siendo m; = dim(mg + m;) y usando el siguiente diagrama

G x W, RN 075
| m xid { | 7
G/G1XW1 = Ml

se define hy(g,w) = {g*(z,w)(el)’ ""g*(aw)(em1)a (aw1)(§,w)a e (awul)(ﬁ,w)} que
da lugar a las mismas definiciones y con las mismas propiedades que en el

apartado anterior: ©1° G — GLOm+p,R)

k Ad|yyim, X Id
)\1 : L1 — Gm1+lt1,p
g W (T TH(T,8))

verificando también el siguiente teorema
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Iy
Teorema 1.0.0.3 A (ui(s)) = xt (s) i=p+1lm j=1l.py a=
K (5)
1..p

Demostracién. Partiendo de T (s) = 71((u1(s), Ao(u1(s)))) se tiene que:
T.T3(8) = Ts(mrour ) (§)&Ts(Aoour ) (§) = uit"(§) TeLu, Tem1(Ei)& dk? (€) (Ouw,)x, =
xt (s)p™ (&) (ul)*(g)AO)T(e)\o)Tl(El-)GB kja (s)o” (5)(6wj ) 10 que significa que hg“l’)‘o(ul)) (TsT¢(TsS9)) =
(@6 (5)0%(€p): i (5)9%(€5)) m

Observacién 1.0.0.1 las funciones k7, (8) no aparecen en los ejemplos prdc-
ticos debido a que no son necesarias para el cdlculo posterior

Las ecuaciones de Maurer-Cartan de G, imponen relaciones entre los invari-
antes ya que sobre W5 xl, = Fl(k;) para j € {p; + L.y} por lo que ujf’ =
> F!(kj)¢™. Derivando y usando las ecuaciones de Maurer-Cartan para df" se
obtienen relaciones entre los invariantes, sus derivadas covariantes y los coefi-
cientes de u*wq

Se considera también la accién

Gi X Guituyp R Gmytpyp
k o p1(k) (o) = Adk‘mo—l—n‘u (o)

y supongamos que existe una seccién Wy con dim Wy = p,

Definicién 1.0.0.7 Una referencia de orden 2 en s, respecto Wa, es us(s) € G
/ uz(s)mo = f(s), Ao(uz(s)) € Wi, Ai(uz(s)) € W2

Sea Lo el conjunto de referencias de orden 2, es decir
Ly = A{H(Wa)

dando una subvariedad de L1, que fibra sobre S, con fibra G2 el subgrupo de
isotropfa de W por p;. Como A; es constante en las fibras: si ¢ € Ly k €
G4 entonces \1(gk) = p;(k)"'A\1(g9) = A1(g); Mi(u2(s)) no depende de la 2-
referencia empleada.

Definicién 1.0.0.8 Dada una carta en Wo adaptada a Wy, ¢ = {w;}i=1..,, los
invariantes de orden 2 son

ki(s) = wi(Ar(uz(s))) @=py + 1.py

(Chapter head:)Invariantes de orden q
Para llegar a los invariantes de orden ¢ se construye sucesivamente

La subvariedad M,_1 = G/G4—1 x Wy_1

La aplicacién equivariante Ag—1 : Lg—1 — Gm,_,4p,_,p CUya expresién
I
en una carta de W,_; es xg(s) i =p+Llmg_1 j = lopg
k7,0 (8)
a=1.p

» La accién adjunta p,_y : Gg—1 X Gimg_y4p,_10 = Gmgortu,_yp

= Una seccién W, de dicha accién, cuyo subgrupo de isotropfa es G|
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= Las referencias de orden q, L, que dan lugar a los invariantes de orden q,
que a su vez determinan el G-contacto de orden q.

Al suponer que este es el ultimo paso, estas referencias se llaman de Frenet.
Para que sea asf sélo puede ocurrir de 2 maneras:

L. p, = td por lo que Wyy1 = Gty p ¥ Su subgrupo de isotropfa coincide
con Gg4. En este caso Lyy1 = L4 y las referencias de Frenet no son tnicas,
sino tienen dim G, grados de libertad, pudiendo aparecer nuevos mg, +
Mg — (mg—1+ /qul) invariantes de orden g + 1. Hay que notar que en la
prictica, no es la accién p, la que se mira sino el subgrupo de isotropfa
Gg+1, por eso cuando se ve que G411 = G, es porque se estd en el paso
q + 1, pero las referencias de Frenet son de orden ¢ y los invariantes de
orden g+ 1. Para distinguir esta situacién un tanto anémala, en las tablas
resumenes se ha indicado este iltimo paso con tilde: q/_—l\—/l

Go mo Ao ec.comp.  pg Wi Ly inv.orden 1
I G, my A1 ec.comp.  py W,y Lo inv.orden 2
q Gy my Ag  eccomp.  p, W1 Lqta inv.orden q+ 1
o id  Gmgpgp Lo mg+pg— (Mg—1+pg 1)
q+1 Ggr1 mgp1 Agp1 eccomp. pyiq W1 Lt inv.orden q + 2
Gy

2. G4 = Id En este caso la referencia de Frenet es tnica en cada s € S.
Sin embargo, el proceso al continuar proporciona una accién adjunta p,, :
Id x Ggyp,,p — Ggp,p due induce como se.cci(’)n- Wor1 = Gotp,p ¥
pueden aparecer nuevos g + fi, — (mq—1 + j,_1) invariantes de orden g+ 1
a pesar de que las referencias tengan orden g ya que L1 = Lq

Gy mo Ao ec.comp.  pg Wi Ly inv.orden 1
I G, my A1 ec.comp.  pg W Lo inv.orden 2
q—1 Gg1 mg1 A1 eccomp. p,_y Wy Lq inv.orden q
q G, my Ag  eccomp.  p, Wer1  Lgia inv.orden ¢+ 1
Id Gotpgp  Lg g+ 1y — (mg—1+pq_1)

Estos pasos se pueden repetir tantas veces como permita la clase de diferen-
ciabilidad de las variedades. Pero ya no surgen nuevos invariantes porque en el
primer caso las componentes z, quedan estabilizadas en i = m,, y en el segundo
caso en i = g. Lo que sf aparecen son las derivadas sucesivas de los invariantes
ya encontrados. Es por esto quesi f : S — M f: S — M son dos sub-
variedades de M p-dimensionales, sobre las que se pueden construir invariantes
de orden ¢ + 1, f, f estdn en la misma seccién W, y tienen al menos orden de
G—contacto g+lens € Sse S entonces tienen al menos orden de G—contacto
k para cualquier k. _

Mas todavia, si f, f son G congruentes 3g € G / gf = f. Entonces si u € L,
es una referencia de Frenet para f , por la propiedad de A,_; se tiene que
/\g_l(u) = /\Zfl(gu) luego @ = gu es una referencia de Frenet para gf = f v
despejando g = u~'4, es decir las referencias de Frenet dan la congruencia

Como resumen, se presenta en cada problema de clasificacién una tabla
donde cada fila corresponde a una clase de G-congruencia. Las primeras colum-
nas indican los pasos que se han dado; la columna "ref. F” indica el orden de
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las referencias de Frenet; la columna ”inv” proporciona todos los invariantes
escalares que determinan dicha clase de congruencia, y como subindice figura el
orden de cada invariante; cuando no aparecen invariantes es porque todas las
variedades de este tipo son ya congruentes; y por iltimo en algunos casos donde
hay una variedad tipo, se dice cudl es, integrando la distribucién D(y) explicada
en el teorema de homogeneidad.

(Chapter head:)El teorema de congruencia

Lema 1.0.0.2 Sea f(z) = h(z)g(z) : M — G entonces f*Q = g*Q4-Ad,-1 (h*Q)

Demostracién. Considerando T, f = T,L;, Tpg + Th Ry T h se tiene que
Q= th(Tth ng)+th(ThRg Tzh) = Tthg—lh—l Tth T.9+ TthgflhflThRg T.h =
TyLg—1 Tog+TyLg—1 ThyLlp-1Th Ry Tyh =TyLg— Typg+TyLg— TeRg Th Ly Tph =
g QU+ Ady-1(h*Q) m

Teorema 1.0.0.4 Sean u,u : S — G dos aplicaciones diferenciables de una
variedad conexa S en un grupo de Lie G.

Jg € G fijo | wu(s)=gu(s) <= u"Q=u"Q

Demostraciéon. =) 2 es invariante por la izquierda

<) G C GL(n,R) : entonces Q = g~'dg. Derivando la expresién u(s) =
g(s)u(s) se obtiene que u~tdu = u~tdg u+u"'du y queda claro que dg = 0 <
u*Q =u*Q

En el caso general se utiliza el hecho de que una aplicacién diferenciable
h : S — G es constante < h*Q) = 0 ya que ) proporciona una base del
espacio dual del tangente en cada punto de G. Supongamos por otra parte
que u(sg) = u(sp) = e ya que de lo contrario se considerarfan las funciones
u(s0) "tu(s) y u(so)~tu(s). Sean &,n € T.G los vectores tangentes en sg a las
curvas u(s) y u(s). Entonces £ — n € T.G es el tangente en sy a la curva
u(s)u(s) ™! luego h*Q) = u*Q—u*Q y aplicando la hipétesis se deduce el resultado
]

Teorema 1.0.0.5 Sea p € A'(M,g) una I-forma con valores en g sobre una
variedad conexa, simplemente conexa M

3f M — G/ [ Q=p = dp=—[p,¢]

siendo f 1nica salvo traslaciones a izquierda

Demostracién. =) Son las ecuaciones de Maurer-Cartan para (2

<) Localmente alrededor de un punto g € M :sea z9p € U C M un
entorno del punto. Usando la aplicacién exponencial se encuentra g : U — G
/ g(xo) = e, g*Q = p en xzp. Sea f(x) = h(x)g(xz). Si h verificase que h*Q =
Adgy(p—g*Q) = 1 entonces f*Q = ¢ por el lema anterior. ¢ verifica 1) ¢ (o) =0
2) di = —[1),¥]

1. Sobre U x G se considera el sistema diferencial exterior dado por la 1-forma
con valores en g : = w1y —m3€). Este sistema es completamente integrable
porque df = —[mi, wiy] + [75Q, w50 = —[0, 7] — 759, 0] = 0(0)

2. Sobre T(4,,e)U x G la ecuacién 6(xq) = 0 define T;,,U
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Con estas 2 condiciones se verifica el teorema de Frébenius por lo que se
puede encontrar una variedad integral maximal V' del sistema diferencial § = 0
que pasa por (zo,e). Como T(,, )V = Tize.e)(U x {e}) , V es el grafo de una
aplicacién h : U — @G, verificandose que 0 = (id X hom1)*0 = 71y — nih*Q de
donde h*Q) = ¢

Globalmente sobre M : se recubre M por abiertos U, sobre los que hay
aplicaciones fo : Uy — G / f2Q = ¢. En U, NUp sea gog = f3' - fs.
Como g5 = f30 + Adf[;l(fa_l*ﬂ) = fE+ Adfﬁ—l((I’U o fa)*Q) = fzQ+
Ad 1 (210" Q) = f59 = Ad 1 (F3(Adg, @) = f50- Ady g (f29) = [50-
Adg;g (f€2) Luego se cumple que QZBQ+Adg;[§ (¢) = ¢ lo que permite construir
un fibrado principal m sobre M con fibra GG, y una conexién w de tal manera
que las secciones locales o, relacionadas por ongag = 0g verifican oj,w = ¢. De
aqui se ve que w es plana y como M es simplemente conexo existe una seccién
global o / 0*(w — 7*¢) = 0, es decir que c*w = @. Definiendo j, : M — G a
través de o = 0,4 se deduce que f = {foja} estd bien definida sobre todo M.
Ademds f*Q = joQ + Ad;—1 (f3Q) = j5Q + Ad;—1(p) = ¢ porque ¢ = 0"w =
Adj-1(ofw) + 50 =

Corolario 1.0.0.1 Sean f: S — M f: S — M dos p-subvariedades del
espacio homogéneo M = G/Gy.

f, f son G congruentes < Ju € I'(mf),ue P(?TJ‘;) F:S — 8 difeomorfismo
Ju*Q = (wo F)*Q

Demostracién. =) 3g € G / gf = fo F : S — M. Luego si u es una
O-referencia de fentonces wo F es una O-referencia de fo Fyu=gtuoF)
es una O-referencia de f. Entonces v*Q = (wo F)*Q por ser € invariante por la
izquierda

<) Por el primer teorema, dg € G fijo / u = g(uwo F). Pero f = mpou =
moo (g(uoF)) = g(mpouoF) =g(folF) m

Teorema 1.0.0.6 El teorema de congruencia. (Cartan 1937)

fy f son G congruentes <= 1) sus referencias de Frenet son de orden q
2) corresponden a las mismas secciones W,

3) W:S— S difeomor fismo ] k* =Ko

Demostracién. =) por construccién de los invariantes
<=) Sean u, u referencias de Frenet de f, f. Por el corolario anterior,es su-
ficiente encontrar un difeomorfismo F': § — Sy K : S — G, tales que

(uK)*Q = F*i*Q)

Dada la descomposiciéon g = m @ g, se tiene que Q = 6 4+ w. De donde
(uK)*(0+w) = K*(0+w)+Adg—1 (u*(04w)) = K*w+Adg-1u*0+ Adg -1 u*w =
K*(wlg, )+ Adg-1u 0|+ Adg-1u"0]; +Adg-1u'w = K*(wl|g )+ Adg-1u"0],+
AdKfl’U,*Q|gq de donde se ve que actuando sélo sobre m nos queda:

(uK)*Q|,, = Adg-1u™0],
Por lo tanto, tener F, K es equivalente a tener dos condiciones

Adg-1u*0], = F*5*0
K*(wlg,) + Adg-1u*Qy = Fu*w
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Introducimos coordenadas de la siguiente manera:
La construccién de los invariantes ya ha establecido una base de G { Eq }q—1..¢

a
adaptada a la descomposicién g=md g, = >, m; g,
i=0

1.
1<a,b,c,de<g=dimG
1<4,7, k1 <mg=dimm me+1<\uv<g
1<a,8,7,6,e<p=dimS 1< A,B<p,=dimW,
1<¢<n n+1<e<p
2. ‘
N=0"0F, 0=00E w=0"0FE wlg =~ E,
3. ‘
[Ey, Eo) = ¢ By df" = —3cf,6" NO° ¢, =0
4.

Ad,E, = H'E,

Ademss Hngfcge Eq=HSH{|E,., E.] = [Ad4E,, AdyEy] = Ady[E,, Ey] =
ety AdgE. = cngg Ey
Y para g€ Gy Hi, =0

5.
d Adg = Adi adg~,
Partiendo de § = (G, wlg ) C (G,w) 2% GL(g) y de
TS — TG=Gxg
Z TK(Z)=(K,w(TK(Z))
donde TK(Z) = (K, K*w(Z)) =TLkg(K*w(Z)), se calcula: (d Adk)s(Z) )
g=K(s
(d Ady)(TsK(2)) = (TsK(Z))g(Ady) =Te Ly (K*w(Z)) (Ady) = %|0 AdCTeLgu(m(z»(t) =
%|0Adgcx*w(z)(t) = Ad, %|0Adck*w(z)(t) = Ady adg-.,(z). Entonces
también se deduce que adg+, = Adg-1dAdx = —dAdx-1Adg es de-
cir dAdg—+ = —adg+, Adg—1 lo que en coordenadas queda dH? =
_ b He¢ A
Chetlg K
6.

~a .
¢ = ((uK)"0)
Como p, en cualquier caso estd siendo una accién trivial, se obtiene una
matriz A no singular de orden p Vi, a través de: H;alc{1 = Agx% Resul-
~a
ta que esta matriz da el cambio entre ¢“ y ¢ : (uK)*0 = Adgx-1(u*0)|,, =
Adg— (u*0' ® E;)| = u*0'©H] E; = H] u*6'®E;. Luego b = (uK)0)" =
H u*0' = Heale” = Aladed = A%e°
7. Sea n € {0,1,2..p} el nimero méximo de invariantes de f indepen-
dientes sobre S. Sean {(y,(,,...,(, } dichos invariantes. Entonces k* =
h%(¢y,¢s, .-, C,,) para algunas funciones h. Por la tercera hipétesis, tam-
bién existe la misma relacién funcional entre los invariantes k®. Asi, {(;,..,(,,}
son independientes, (. = ( 0¥, y k* = h*((y,..,(,,) para las mismas fun-
ciones h.
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8. Siempre se puede suponer que {d¢,,dCy, ..., dC,,, ", ..., #’} son una base
del cotangente T™S. Entonces si d(. = (..,#" las n primeras columnas de

(Cc.q) forman un menor invertible. Al ser las funciones ¢, (., invariantes,
se obtiene también que d{. = ¢ w%‘} para cualquier referencia de Frenet
u. Luego {d(;, dC~2, ey %Cn,§;+l, s ap} también foEman una base de T*S.
Andlogamente d(. = (. ,¢ . Pero como (., = (., o9 también las n
primeras columnas de (C_,,) son linealmente independientes, por lo que

~ ~ ~ ~n+1 ~p . ~
{d¢y,dCqyy .y dC, & ..., ¢ } forman también una base de T*S.

Con esto la demostracién prosigue intentando expresar en coordenadas las
dos condiciones anteriores. Por un lado Adx-1u*0|, = hg u*0'QF; = H] 21,¢°®
E; = Angﬁ'(ba ® E; mientras que F*u 0 = F*@JB¢ ) ® EJ Si F' preserva
los invariantes, es decir k® = k® o I’ entonces F *fjﬁ = xé Por otro lado,
K*(k* @ E\)+ AdK—lu*Q|gq = (K*k*+ H) u*0*) ® E\ mientras que F*u*w =

F*u*0* @ E\. En resumen

Al =F3’ ke =FioF
K*k* + H) u*0* = F*u**

Luego F, K deben ser soluciones del sistema diferencial exterior:

d —3" =0
F*u 0 — H) u*0® — K*x* =0
sujetas a la condicién: k% = ko F
_ En la variedad S7 x S x Gy ™" sea X2PTnt9mma = {(5,3,9) / ((s) =
C.(5) }. Sobre ella se definen las 1-formas

5) — Hj(g) w*0°(s) — 7 (g)

Sea D = {n* =0, = 0} una distribucién sobre X. Demostrando que dim D =
P, que proyecta sobre TS en cada punto y que es involutiva, se tendrfan definidas
F, K con la propiedad que (_(s) = (_(F(s)) de donde k* = k% o F.

Entonces:

{ i An(“:f@)—@a(S)
& =u*0"(s) —

1. dimD=p

{€™} son linealmente independientes por serlo x*. {n°} también son lin-
ealmente independientes como se vio anteriormente. Por tltimo, {n°} de-

penden de los anteriores: de la igualdad d(. = ¢ w%‘l y poniendo la matriz
(Ce.a) = (a,b) siendo a el menor invertible, se tiene que

~1 ~n—+1

gy
: = a71 . — ailb :
&;n an &;P

Anslogamente sobre S. Pero sobre X, ¢ = Eg, (Cen) = (Zg;a) de donde
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~1 ~1

7]1 ¢ ¢ ,nn+1
2 el B Il B el B

) \a ) \& v

Luego D estd determinado por p —n + g — m, ecuaciones independientes,
por lo que su dimensién vale 2p —n+g—mg— (p—n+g—my) = p.

P

~n+1
2. Sean {eq,...,ep} {€1, ..., €p, } las bases duales de {d(,, d(,, ..., d(,,, ¢ " ey}
~ ~ ~  ~n+1 -~
{dCy,dCys .y dC 8} Sea v = v, € TS y a partir de él, se
define ¥ = v*¢, € TxS y w = (W*0*(D) — H)} u*6°(v))E) € g4, entonces
(v,7,w) € Dy 5,4) ¥y este vector proyecta sobre TS

3. D es involutiva: {dn®,d¢*} = 0 médulo {n®, &1}
Sobre X, 7, =zt b = H u*0", i* =00 — H) u*0"

a) dé = u*do™ = —Sc U WO N0 = -5 Tl fAE”—c;g xlﬁ EB/\
a0
daa = d(H{ u*0") = —c?\‘jHj xlﬁ KNG+ H® u*do' = —c?\‘ij xlﬁ KA
o’ — THc), *(9b/\u*t9c = —CA]HJ xﬁ KA @P — Hiacék xjﬁxﬁ N
¢’ — HPe Z)\ $/3 o7 Aurf
dn® = (—5¢5; xﬁmj HBHV akal —&—c/\JHJH)‘ zhab+1Hec o whak) ¢° A
O+ (—ey HY alya) —c; Hah) ¢° N 0™+ (c nggﬂg aS+HEC, 2)) 6N
w 0™ mod{n®™, M
Para qﬁ‘s/\u*9>‘ : se amplia el rango de los indices debido a los miiltiples
ceros que hay, y sale ¢, HY H xfs—i—Hf‘cj-/\ wy =5 HE ah+cl\ H x§ =
M s + e Hf af =0
Para ¢° AU*0* —C%\Hf xiﬁxé —cA]Hjxé = —chah Ajab— c)\jA’ng =
—c?/\Agx% — c‘/{‘iAB:E% = 0 porque xﬁ = 55 por la eleccién de las ¢“
Para ¢° A ¢° : —2 o HiH] wia, +c/\JHjH)‘ :cé:c +1HeC, alak

—3c2 HkH] a?(;a? —CJAHJHk ziak écZkHO‘ ziak —5% HkH] a?(;ac —
;")\ILI}CHIA m5ac +icd HY ac(;xk —Lco HeHY abal +1c] HE abal
—%c%ng‘ ohal + clea zhal =0

b) Se demuestra anslogamente dé* = 0 médulo {n®, >} sin necesidad

de utilizar ninguna propiedad adicional, aunque la siguiente férmula
ayuda a los cédlculos: zd Hfu*0' = H!u*0" médulo {n®,&*} porque
zd H *g! —Hfu*@i = x{@a —Hfﬂl?%qf)ﬁ = xg¢¢a —wﬁ;Agdﬁ = w%.}(céa -
~a

¢ ) =aln®

(Chapter head:)El teorema de existencia: ecuaciones de estructura

Sea S C R? un dominio conteniendo el cero, 0 € S’ € .S C RP, S un abierto
intercalado, {¢', ..., #*} una base de T*S, k*, 2%, funciones diferenciables sobre
S, de tal manera que z!, = Fi(k!,...,k"a) donde F! son funciones determinadas
por Wy C Giips,
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Teorema 1.0.0.7 3 f: S" — M un embedding de una subvariedad p dimen-
sional de M, sujeta a la seccion W, con un conjunto de invariantes de ordenes
<q {k',...,k"a} siy sdlo si

do™ = —cj., x%xfy N 8 <~
2., — 2l 5 = (. — TGCh) x%x% p<a

Demostracién. =) Sea u una referencia de Frenet para f, de tal forma que
uw " = z%¢" teniendo ademds que u*0” = ¢ o lo que es lo mismo z = §7.
Derivando y aplicando las ecuaciones de Maurer-Cartan du*0® = —%cgcu*Qb A
u*6° de donde sale las primeras ecuaciones. Para p < a se sigue d(z%¢*) =
-3l x%xfy & NP dal AP + xtde® = -3l x%xfy ¢ A ¢7; usando las
primeras ecuaciones xi;ﬁqﬁﬁ A¢Y = salcy x%xi &P AP — L, x%xfy &P A
luego (x2.5 — 3a%cf, ahat + 3cf, a%ae) ¢° A ¢7 = 0. Entonces x4 — 2%, =
—zdcy, x%xfy +cg, xbﬂxfy de donde se siguen las segundas ecuaciones.

<) Sea ¢* = 2¢" por supuesto con z = 65, ysea = ¢’ ®E, € AL(S, g).
Por la hipétesis, dp = —2¢ A ¢ por lo que existe u : S’ — G / u*Q = . Sea
f=T1owu:S — M. Construyendo los invariantes de f se ve que son parte de
los ¢, que al depender de las kK estas forman los invariantes. m

Observacién 1.0.0.2 En la teoria de curvas p = 1 no existen ecuaciones de
estructura

(Chapter head:)El teorema de homogeneidad

Teorema 1.0.0.8 Sea f : S — M un embedding de una subvariedad p dimen-
sional de M, sujeta a la seccion W, con un conjunto de invariantes de ordenes
< q{k',..,kta} y sea k : S — RMa la aplicacion cuyas componentes son los
invariantes; y sea y € RMa un valor regular de k, y Y (y) = k=1 (y) una sub-
variedad de S. Entonces existe un subgrupo cerrado (Gy)o C H(y) C G de tal
manera que f(Y(y)) es G congruente a una subvariedad abierta de T(H(y)) es
decir

dge G/ gf(Y(y) CT(H(y))

3]
HCH( =51 #1m0)

TYCyN

Demostracién. Sea v una referencia de Frenet de f, u*0" = 2! ¢%, con
28 = 67, Entonces !, = Fi(k',..., k") son constantes sobre Y (y) C S.



19

Sea D(y) la distribucién invariante a izquierda de G definida por

D(y) = {6' = zi,(y)0"; k0% =0}
Obsérvese que 7 = 1..p no define ninguna ecuacién, y que como n es el max-
imo ntimero de invariantes independientes sobre S, entonces rg(k3) = n. En
definitiva hay m, — p + n ecuaciones independientes por lo que dim(D(y)) =
g+p—my—n. Ademds Y (y) es una subvariedad de codimensién n. Sin =0, lo
que significa que no hay invariantes o que todos los invariantes son constantes,
entonces Y (y) = S.

Sea L, C G la subvariedad de referencias de orden ¢ de f. Hemos visto que el
fibrado L, — S tiene como fibra u(s)Gq(Aq(u(s))) Vs € S. Pero k : S — R*a
son las coordenadas de A, respecto del sistema de coordenadas elegido en W,
por lo que L, restringido a Y (y) trivializa, es decir L,(y) = Y (y) x G4(y).

L,(y) es una subvariedad integral de D(y) y por lo tanto sus traslaciones a
izquierda siguen siendo subvariedades integrales por cualquier punto de G. Pero
dimLy(y) = dimY (y) +dimGy(y) = p—n+g—my = dimD(y) luego D(y)
es involutiva, es decir es una subalgebra de Lie de g.

Sea H (y) el subgrupo de G, cuya dlgebra de Lie es D(y). Entonces H(y) y sus
traslaciones a izquierda son las subvariedades integrales maximales de D(y). Por
tanto, H(y) contiene la componente conexa de la identidad de G,4(y). Y como
también L,(y) es una subvariedad integral, existe g € G / gu(Y (y)) C H(y).
Entonces gf(Y(y)) = gru(Y (y)) = 7(gu(Y (y))) = 7(H(y)) =

Observacién 1.0.0.3 Realmente hay que calcular H(y)/Gq(y) puesto que es
lo que mueve a my

Parte 11
Problemas de clasificacion

(Chapter head:)Curvas en geometria equiafin

ref. F. inv.
I 11, 1 rectas
IIb 111 3 R4

El grupo de Lie G = SL(2,R)®R? actiia transitivamente sobre R? y se
escoge como origen el punto my = (0,0). Hay dos clasificaciones: una general
que utiliza Adg-1u*6|, ; y la segunda en coordenadas, que usa (uK)*Q|

1. Invariantes de orden 1
a) Su grupo de isotropfa es Gy = SL(2,R) que permite tomar mgy =
6! ( é +62 (1) . Una O-referencia verifica que u$0' = z¢ ui6* =
y¢ y siendo kg = A € Gg la accién adjunta actia de tal modo que

sobre la Grassmaniana [( ; )] = A1 {( :; ﬂ de donde se con-

sideran las secciones Wy = K 8 ﬂ y Wy = [( é )] . La primera

no se puede obtener porque ug(t)mo = f(¢) y f es una inmersién. La
segunda seccién consta de un solo punto en la Grassmaniana, por lo
que no hay invariantes de orden 1.
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b) Dada una curva a(t) = (z(t),y(t)) C R? una O-referencia viene dada

w={r(3 )}
)

y como { uif' =2/(t) dt u$0® =y/(t) dt mirando al apartado la

/
se escoge kg = {( ;j, Z ),( 8 )} € Gy con 2'b—y'a =1, de tal

modo que se obtiene una 1-referencia

wmn{( D)

2. Invariantes de orden 2

a) El estabilizador de Wy es G; = {( 8 aél )} C Gy que per-

. 0 0
mite tomar m; = w? 10

wi0'=¢ w6’ =0
wiwt = ¢

. Las 1 referencias verifican pues

y siendo k1 € 7 la accién adjunta actia de

1

tal modo que sobre la Grassmaniana resulta 0 de donde

a3x

se consideran las secciones Wy, = {x = 0} Wy, = {x = 1} que al ser
puntuales indican que no hay invariantes de orden 2

b) uiQ = (uoko)™Q = k§Q + Ady—1 (ugQ) = kg 'dko+ Ady-1(ug®) =
bx” —ay”  ba' — ab 1 .
{( o'y — x?'J’y’ 2V —yd ) , ( 0 )} de donde se tiene que

{ Wil =dt ui* =0
2 _ 1,11 1",

wiwi = (2'y’ —2"y’) dt

y mirando al apartado 2a se deduce que al elegir

S e c 0 o
1= 0 (2'y — x"y’)1/3 ) €t

se consigue una referencia de orden 2:

— a;’” : cx' + a(z'y" — y'z" 1/3
Us = urky; = (+'y 7;’ e / ( 100 1" />1/3 ) ( ’ )
wy—aryi s Y +b(2"y" — z"y") Y

3. Invariantes de orden 3

a) Hay dos posibilidades
1) El estabilizador de Wa, es G2 = Gy

2) El estabilizador de Way, es Go = {( (1) 11) )} C G que per-
mite tomar my = p ( (1) _01 > . Las 2 referencias verifican pues
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w0t = ¢ uz0® =0

usw? = ¢ y siendo ko € G5 la accién adjunta actia
U = TP
1
de tal modo que sobre la Grassmaniana (1) de donde
z—0b

se considera la seccion W3 = {z = 0} y por tanto tampoco hay
invariantes de orden 3
b) Mediante la formula u3Q = (u1k;)*Q = kTQ+Adk;1 (uiQ) = ky dky+
uif' = (2'y” — 2"y dt uz0® =0
Ad, 1 (ui9) resulta { usw? = (z'y” —a""y')/3 dt
' usp = (ba" — ay” — c(a'y” — y'a")2/? — LU

3 x’y”*l‘ y/
y mirando al apartado 3ait se deduce que al elegir

b //_ 1 1" B B - 1 !’ ///_ s
k‘g = {( 1 (m/y/w/,zgy/)us C(z/y” xlly/)1/3 é(z?y’l///,mfy/)zx/s > ( 8 )} c
0 1 ’

(G5 se consigue una referencia de orden 3:

7 1" ’ //7 m,_ 1 71 ’ ’ ///7 ", 1
z ' (a'y" —a"y ) — g2’ (a'y" —a™y')
Tl — g, \1/3 T —p11q,7)5/3 x
us = u2k2 = (z'y I, v') sy (I//y/ 11 Y ) 1o mnr 5
y @y -2y ) gy @y —ay) y
(x/y//_x//y/)l/s (x’y’/—x/’y’)5/3

4. Invariantes de orden 4

a) Elestabilizador de W5 es G5 = I que permite tomar mz = w% < 8 0

—_
N——

uwi0 = ¢ ui0® =0

*, 2
La 3 referencia verifica pues UL ¢ siendo por tanto
u3 ul— 0
* —
UZW; = KQ

k un invariante de orden 4: la curvatura equiafin

b) Mediante la férmula anterior se obtiene el valor de uw3 que propor-
ciona el valor de la curvatura equiafin en coordenadas:

y —a'y y' —ay 5
K(t) = 3 (2'y" — :E”y/)4/3 + 3 (2'y" — x’/y’)4/3 + 9

", 1 1,111 ", 1 1", 11 1, 011\ 2
1 =z 4 x )

(xmy/ — 2y
(x’y” _ x”y/)7/3

De la referencia de Frenet se puede obtener un pardmetro de arco 7

identificando la primera columna vy con el vector tangente a la curva:

v1 =% = o/ L de donde & = (z'y” —2"y')!/3. Se calcula también
dt

que las ecuaciones de Frenet para esta referencia son:
dvy | T
o2 k 0 )
obteniendose el mismo valor de la curvatura.

Como aplicacion del teorema de homogeneidad, se calcularan las curvas de
curvatura constante de esta geometria, entre ellas las geodésicas.
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Sea D={0* = 0, w? = 0", p = 0, wh = xO'} una distribucién sobre G =
SL(2,R)®R? siendo  una constante. Aqui, g =5, n =0, p=1, m, = 5, luego
dim H = 1 siendo H el subgrupo de Lie cuya érbita que pasa por (0,0) da la

curva en cuestion.
0 1
i=en {(7V5 )0 (o)1}

Como en el producto semidirecto la exponencial viene dada por exp(4,v) =

o0 .
A Al D . e .
(e?, E mv) y dado que la accién empieza en (0, 0), sélo es necesario calcular
1=

la entrada (1,1) y (2,1) del sumatorio. (1,1) = 1+ > k" - %(\/_t +

@n+1)!
antl senh(\/k n 20l 2 )22
Z:(\/;f)+1 ) = \/(_\t/_t) 2,1)=%t+>k (;n+2 =l 4y \/;fwz ) =
2n 2
L( ‘/;t +> \(/2_7:/ +2+ ) = COSh(;/t_t y al aplicar la accién queda la curva

{ Z‘(t) _ senf\L/(E\/Et)
y(t) _ cosh(ft)—l

y para las geodésicas queda

{ w(t) =t
y(t) =5

(Chapter head:)Curvas en geometria afin

ref. F. inv.
I 11, 1 rectas
1, 111 IV, 3 parabolas

I% 4 K5

Se considera R? con origen en mg = (0, 0), sobre el que actua transitivamente
el producto semidirecto GL(2, R)®R? de dimensién 6.

1. Invariantes de orden 1

El subgrupo de isotropfa de mgy es Gy = SL(2,R) que permite tomar
my = 0" ( (1) > +6? < (1) > . Una O-referencia verifica ujf0' = z¢ u$h* =
yo y siendo ky = A € G la accién adjunta actia de tal modo que sobre

la Grassmaniana K ;i ﬂ = A1 K f/ ﬂ de donde se consideran las

secciones Wy = {( 8 )} y Wy = {( (1) )} . La primera no se puede
obtener porque ug(t)mo = f(t) y f es una inmersién. La segunda seccién
consta de un solo punto en la Grassmaniana, por lo que no hay invariantes
de orden 1.

2. Invariantes de orden 2
a b

El estabilizador de W1 es G1 = {( 0 d

) / ad # 0} que permite tomar

W' =¢ ulf?® =0

uja =z

m; = a( (1) 8 ) Una 1-referencia verifica {
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siendo k1 € G; la accién adjunta actia de tal modo que sobre la Grass-
1
maniana resulta 0 de donde se consideran las secciones
2d—1
a x
Wae = {& = 0} y Wa, = {x = 1} ambas unipuntuales por lo que no hay
invariantes de orden 2.

3. Invariantes de orden 3

a) El estabilizador de W, es G5 = G4

b) El estabilizador de Way, es Go = {< 8 abQ > / a # 0} lo que permite

ubf' = ¢ ush® =0

tomar my = 3 ( g ? ) Una 2-referencia verifica usa = ¢
uyf = x¢
1
y la accién adjunta proporciona (1) cuya seccion Wy =
x—a"2b

{z = 0} no da lugar a invariantes de orden 3

4. Invariantes de orden 4

ElestabilizadordeW3esG3:{< 8 c?2 > /a#O}ym;»,z*y( 8 (1) )

ui0' = ¢ ui6* =0

* J—
Una 3-referencia verifica Zi% -~ g y la accién adjunta pro-
8=
uzy = ¢
1
0
porciona 1 que admite dos secciones Wy, = {z =0} y Wy, =
0
a’x

{z = 1} unipuntuales por lo que no hay invariantes de orden 4.
5. Invariantes de orden 5
a) El estabilizador de Wy, es G4 = G3

b) El estabilizador de Wy, es G4 = I por lo que my = § ( (1) (2) ) . Una
wif' = ¢ uf0* =0

Uy = @
4-referencia verifica uiB=0 siendo & la curvatura
Ko,
uyy = ¢
us0 = Ko

affn, invariante de orden 5.

Para calcular las curvas de curvatura constante, se integra la distribucién
D={0>=0,a=0"8=0,v=0" 6§ =kb'} sobre GL(2,R)OR?; y siendo
g=6,n=0,p=1,m,; =6, sale que dim H =1 siendo H el subgrupo de Lie
cuya 6rbita que pasa por (0,0) da la curva en cuestion.
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meer (3 )n (o)1)

Y siendo B = < T ;ﬂ , dicha curva viene dada por la ecuacién A(t) =
z(t _ t _ 1
< yEti ) = BT - I)( 0 ) = (- DET < 0 > = g (e -
I) E’; . En el trabajo de Wilczinsky (9) dada una curva en R? A(t), y
siendo p = — \i” :,‘| q= |C4,/ i/l| K=q- %/ — %, su curvatura afin viene
dada por
1 p K’
=R 3w

y para la curva en cuestién se obtiene que p = 3k, ¢ = 262 -1, K = —1y
finalmente » = —k

(Chapter head:)Curvas en geometria hiperbdlica

ref. F. inv
I 1 %)

Como espacio hiperbdlico se considera H? = {(x,y,2) CR? / 2? +y* — 2% =
—1, z > 0} que es una hoja del hiperboloide de 2 hojas; y como origen se toma
mo = (0,0, 1). El grupo de Lie que actia transitivamente es O(2, 1) de dimensién

0 a b
3 y su dlgebra de Lie viene dada por o(2,1)={| —a 0 ¢ | /a,b,ceR}
b ¢ 0
1. Invariantes de orden 1
cos ¢ —senp 0
El subgrupo de isotropia de mg es Go = {| sen¢ cos¢ 0 |} que
0 0 1
1 0
permite tomar my = « 0 +3 1 | . Una O-referencia
1 1

verifica que uja = z¢ ujf = y¢ y la accién adjunta actia de tal modo

que sobre la Grassmaniana {( v )} = ( cos g seny ) {( v )} de
Y —sen @ cos @ Y

donde se consideran las secciones Wy = [( 8 )] y Wy = [( (1) )] . La

primera no se puede obtener porque ug(t)mg = f(t) vy f es una inmersién.
La segunda seccién consta de un solo punto en la Grassmaniana, por lo
que no hay invariantes de orden 1.

2. Invariantes de orden 2

El estabilizador de W7 es G1 = I que permite tomarm; =~ [ —1

0
uja=¢ uif=0
uyy = Ko
un invariante de orden 2: la curvatura hiperbdlica.

Las 1 referencias verifican pues { siendo por tanto K
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En esta geometria, las geodésicas son las imédgenes bajo la accién del grupo,
de la curva (senh t,0, cosh t)

Para la comparacién de este resultado con el obtenido cldsicamente, hay que
fijarse en otros modelos de dicha geometria:
1. El modelo de Beltrami:
H% = {(x0 : 21 : x2) € RP? / 22 + 22 — 22 < 0}

{PGL(3,R) / deja invariante la cénica x3 + x — x5 = 0}

2. El modelo de Poincaré:

HL ={2€C/ |z| <1}

ol =l

{p< OB‘ ) / aa— 3B =1} c PGL(2,C)

3. El modelo de Lobachesky

HZ ={2€C/Imz>0}
PSL(2,R)

y sus correspondientes relaciones:

H2 — H2B —_— H%, — H%
(2,9,2) (x:y:2) Ty —

Entonces en la geometria de Lobachesky, las geodésicas resultan las imagenes
bajo PSL(2,R) de la curva mz que es un resultado bien conocido
(Chapter head:)Curvas en geometria de Mobius

ref. F.

I II fﬁa 2 rectas
115, 1v 4 K5

Se considera el conjunto M2 = {(t : z: y : 2) € RP® /| —t? 422 +y2+22 =0}
y el origen mg = (1 :1:0:0). El grupo de Lie que actua transitivamente es
la componente conexa de la identidad de O(3,1) de dimensién 6 y cuya dlgebra

0 a b ¢
.. a 0 u v
de Lie viene dada por 0(3,1) = { b —u 0w / a,b,c,u,v,w € R}
c —v —w 0
1. Invariantes de orden 1
2 2
L 8+ d) B+ )
p>=1 2 2y P+l 2 2
El subgrupo de isotropia de mg es Gp = { 77 T 5(c+d7) 20 S(c® +d%)
c —c
d —d



26

plc cos o +d sen @) p(—c sen o+ d cos @)

plccos p+d sen ) p(—c sen o +d cos p) } que permite tomar mo —

cos ¥ —sen @
sen @ cos
1 1
0 0 . .
al g + B 0 . Una O-referencia verifica que
0 1

uja = ¢ uif = y¢ y la accién adjunta actia de tal modo que sobre la

Grassmaniana K ; )} = (ﬁ < cosg  senp ) + 8(c* —d?) ( —cos ¢ sen > _

2p —sen ¢ cos sen @ cos ¢

pdc sen g cosy >> K x } de donde se consideran las secciones
cos ¢ —sen y

Wy = {( 8 )} y W = {( (1) )} . La primera no se puede obtener porque

ug(t)mg = f(t) y f es una inmersiéon. La segunda seccién consta de un
solo punto en la Grassmaniana, por lo que no hay invariantes de orden 1.

. Invariantes de orden 2

El estabilizador de W, es (G; obtenido de GGy imponiendo las condiciones

2p2%de
V(p?(2+d?=1)—1)%+4p>d? (1+p?)
p2(?—d?—1)—1
V(0 (2 +d?—1)—1)%+4p2d? (1+p?)

sen @ =

cos ¢ =

y por tanto de dimensién 3. Esto permite tomar m; = .

1
vja=¢ uif=0

: la accién adjunta
upy = ¢ Y !

y las 1 referencias verifican pues {

1
actuia de tal modo que sobre la Grassmaniana resulta 0
2
Tty (& + pd)
de donde se obtiene la seccion Wo = {z = 0} que al ser puntual indica
que no hay invariantes de orden 2

. Invariantes de orden 3

El estabilizador de W5 es G2 obtenido de G; con d = 0 = sen ¢ = 0
£l pe2 2l 2 5 )
2 2 2

2p
p>—1 2 PP+l 2
cos o =1 es decir G = {| "2 T §e B -8 pe O by di-
c —c 1 0
0 0 0 1
1
. 0 1 .
mensién 2. Entonces my = 0 0 0 y una 2-referencia ver-
1 -1
* * 1
usa=¢ u3B =0 0
ifica ¢ u3y=20 y la accién adjunta sale 0

u30 = ¢ 2
p2+17p202x
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de donde se obtienen dos secciones W3, = {z = 0} y W3, = {& = 1}
unipuntuales por lo que tampoco hay invariantes de orden 3

4. Invariantes de orden 4

a) El estabilizador de W3, es G5 = G4
b) El estabilizador de W3, se obtiene para ¢ = /1 — p% es decir G3 =

p 0 Vpr—1 0
o3 L Ve

} de dimensién 1. Se consid-

——
A
[V
I
—
)
N
|
—
—_
()

p P
0 0 0 1
0 usja=¢ uzf=0
. 1 . . usy =0
erams =€ 1 y una 3-referencia verifica wiS = ¢
0 use = xQ
1
0
Al aplicar la accién adjunta sale 0 cuya Uunica
1
p2$ + 1 _ p2

seccién es Wy = {x = 0} por lo que no hay invariantes de orden 4

5. Invariantes de orden 5

1
El estabilizador de Wy es G4 = I. Luego my = ¢ ! 0 y una
0
uja=¢ u;f=0
uyy =0
4-referencia verifica upd = ¢ luego k es la curvatura de la
use =0
u;C = K¢
geometria de Mobius y es de orden 5.
(Chapter head:)Curvas en geometria proyectiva
ref. F. inv
I 1I, 1 rectas
I, II1 1V 'V, 4 conicas

W VI 6 K7

Se considera el conjunto RP? y el origen mg = (1:0:0). El grupo de Lie
que actua transitivamente es SL(3, R) de dimensién 8 y cuya dlgebra de Lie estd
formada por matrices de traza nula.

1. Invariantes de orden 1
El subgrupo de isotropia de mg es Gop = {A € SL(3,R) / as; = az; = 0}

0 0
que permite tomar mg = a| 1 0 + 6 0 . Una 0-
0 1 0
a §T
referencia verifica que uja = ¢ ujf = y¢ y siendo kg = 0 A €
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G la accién adjunta actiia de tal modo que sobre la Grassmaniana < ; } =

AL x de donde se consideran las secciones Wy = 0 y
Yy 0

Wy = {( (1) )} . La primera no se puede obtener porque ug(t)mo = f(t)

y f es una inmersién. La segunda seccién consta de un solo punto en la
Grassmaniana, por lo que no hay invariantes de orden 1.

. Invariantes de orden 2
El estabilizador de Wy es G; = {A € SL(3,R) / a21 = a3z1 = az2 =0} C

0
Gy que permite tomar my; =~y 0 . Las 1 referencias verifican
10
uja=¢ uj @ boe
pues = 1 ysiendoky = 0 d e € G1 la accién
uyy = ¢
0 0 f
1
adjunta actia de tal modo que sobre la Grassmaniana resulta 0
d3z

de donde se consideran las secciones Wa, = {z = 0} Wa, = {z = 1} que
al ser puntuales indican que no hay invariantes de orden 2

. Invariantes de orden 3

a) El estabilizador de Wy, es Gy = G4
b) El estabilizador de Way, es Go = {A € SL(3,R) / a1 = az1 = aza =0, asa =1} C

0
(G1 que permite tomar my = § 1 . Una 2-referencia ver-
—1
usa=¢ u30 =0 a b
ifica usy = ¢ ysiendo ko = | 0 1 € Gs la
usd =z 0 0 at
accién adjunta actia de tal modo que sobre la Grassmaniana resulta
1
? de donde se considera la seccién W3 = {z =0} y
alz—e

no hay invariantes de orden 3.

. Invariantes de orden 4

El estabilizador de W5 es G5 = {A € SL(3,R) / ag1 = ag1 = agz = as3 =0, azx = 1}
usa=¢ uijf =0

0 Ko
yms =e 0 1 |]. Una 3-referencia verifica ui’y =9
use = xo

y siendo k3 = € (3 la accién adjunta actia de tal mo-

o O e
O = o
o
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— o R

do que sobre la Grassmaniana resulta de donde se
0
2 —
a “x+ca

considera la seccién Wy = {x = 0} y no hay invariantes de orden 4.

1

5. Invariantes de orden 5
El estabilizador de Wy es G4 = {A € SL(3,R) / ag1 = az1 = aga = agg = a13 =0, azy =1}
uja=¢ ujf=0

0 1 uyy = ¢
ymy =( 0 . Una 4-referencia verifica u;0 =0
0 uje =0
wiC = v
a b 0
ysiendoks=1| 0 1 O € G4 la accién adjunta actia de tal modo
0 0 at
1
0
que sobre la Grassmaniana resulta (1) de donde se considera
0
a3z
la seccién Ws, = {x =0} y W5, = {z = 1} y no hay invariantes de orden

5

6. Invariantes de orden 6

a) El estabilizador de Wi, es G5 = G4

b) El estabilizador de W5b es G5 :{A c SL(3,R) / ag1 = A31 = A32 = A23 = A13 = 0, a11 = Q22 = i
uia=¢ uif =0

1 usY =9
yms=mn -1 . Una 5-referencia verifica uid =0
0 uge =0
uz( = ¢
usn = ¢
1 6 0
y siendo ks = 0 1 0 € G5 la accién adjunta actia de tal
0 0 1
_ . -
0
1
modo que sobre la Grassmaniana resulta 0 de donde se
0
1
x—b

considera la seccién Ws = {z = 0} y no hay invariantes de orden 6.

7. Invariantes de orden 7

El estabilizador de W es Gg = I que permite tomar mg = £ 0
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uga=¢ ugB =0
ugy = ¢
ugd =0
Una 6-referencia verifica uge =0 siendo x un invariante de
ugC = ¢
ugn =0
gt = rg

orden 7: la curvatura proyectiva.

(Chapter head:)Curvas en geometria de Lie

ref. F. inv
I, II III, 2
i 1v, 3
v, V 5 Ko
I1I, 1V 4 Ky Ts
11, 1v 4 Ky Ts
I, II 1III, 2
I, 1v. v VI 5 Ko
I. II 1III, 2
IIIb A% 4 R4,T5

Se considera la cuddrica de RP* Q = {(a : 51 : 55 : 53 : b) € RP* /
a? + s? + s3 +s3 — > = 0} con origen mg = (1 : 1 : 0 : 0 : 0) sobre la
que actia la componente conexa de la identidad del grupo de Lie G = O(3,2)
de dimensién 10. Su dlgebra de Lie viene dada por matrices de la forma g =
0 ©1 22 = wn
1 0 vy ys a4
{ 22 - 0 ys 5 |}
r3 —Ys —Ya 0 Te
-t xs x5 z6 O

1. Invariantes de orden 1

Ll+c+d>—et)+5 p—5 — L1+ +d*—€?)

L+ +d*—e®) — 5, p+£f§ﬂ+€LHFf¥)
= Gj={ c —c
d —d
€ —e

plev1+v2cos v+ dvV1 + v2sen p — ev)
plevV1 + v2cos ¢ + dv1 + v2sen p — ev)
V1+v2cos ¢
V1+vZsen ¢

v

(vacos p—V1+v24w2sen ¢ + Juwsen o+V14+v2+w3cos
P 1402 V1402
(vacos o—V1+v2+w2sen ¢ + Juusen o+V1+v2+w3cos ¢
P V1+o? V1402
vwecos p—v1+v2+w3sen ¢
1+v2
vwsen o+vV1+v2+w3cos ¢
V1402
w

—ew)

—ew)
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2 ) _ ) 2
vV 14+v24w2cos p—wsen @ +dv\/1+v +wZsen ptwcos ¢ e\/m)

p(C 102 1402
vV 1+v2+w3cos p—wsen ¢ + dv\/1+v2+w256n ptweos ¢ e /1 +’U2 +’UJ2)

p(C V1+tv2 V102
vV 1+v2+w2cos p—wsen }
14+v2
vV 1+v2+w2sen p+wcos ¢
Vito?
V1402 +w?
0 01 0 0 0 0 01 0
0 0
E My = « 1 =+ ﬁ 0 +
0 O 1 O
0 0
0 0 0 0 1
0
vy 0
0 (0]
—1

- (Wjo=wd W=y upy =20
= La accién adjunta restringida a my queda:
(1+v?) cos ¢ (1+0?) sen ¢
vw cos ¢ —V1+v2+w? sen o vw sen o+ 1+ v2 + w3cos
—w senp +vvV1+v2 +w2cos o w cos o +vvV1+v2+wrsen p
vV 1+ 02 T
wv1 +v2 Y
V14 021+ 02 + w? z
Como se verifica que 72 + 72 — 22 = (1 +v?)(z? + y? — 2%) hay tres
secciones unipuntuales: W1, = {[(1,0,0)]} que a través de la accién
produce todos los hiperboloides de una hoja, Wy, = {[(1,0,1)]} que
produce el cono, y Wi, = {[0,0,1)]} que produce los hiperboloides
de dos hojas. No hay invariantes de orden 1.

SIEIECT
I

2. Invariantes de orden 2

a) Wla
§(1+C2+d2*62)+$ p— o —L(1+c2+d>—€?) pc
B+ +d?—e®)—5; ptog,— 5L+ +d>—¢€*) pe
IG?: C —C 1
d —d 0
e —e 0
p(dv1+w? —ew) p(dw—ev1+w?)
p(dvV1+w? —ew) p(dw—ev1+w?)
0 0
V14 w? w
w V1+ w?
@) 0
I 0 —V1i+w? —w +e 0 w V14 w?
V14 w? 0 0 —w 0 0
—w 0 0 Vi+w? 0 0

[ uia=¢ wif=0 ujy=0
Wb =26 uic=yo



Sl

3

1

0

0

IT#  —w
v VITw

)
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d

€

T
Y

)-(¢)

» Wo =1(1,0,0,0,0)] por lo que no hay invariantes de orden 2

b) Wi
gﬂ+§+ﬁ—¥ﬂj?p—$—§ﬂ+§+f—¥)
Sl+P+d>—e€®)— 5 ptg,— 51+ +d°—¢?)

] G‘? = C —C
d —d
e —e
plev1+v2—ev) pd p(ev —ev1+v?)
plevli+v2 —ev) pd plcv —ev1+v?)
V140? 0 v
0 1 0
v 0 V14 02
) 0
0 -1 0 0 0 O
=m=0 10 0 |T€ 00 1
0 0 O 0 1 0
[ uia=¢ uif=0 ujy=0
uid =x¢ uje=yo
1
0
. 1
1 V140v? —v x+ pd
p(v+Vito?) —v V1+ 02 y — pd

= W5 =1(1,0,1,0,0)] por lo que no hay invariantes de orden 2

C) ch
L1+ +d>—e?)+ 5 p—#—g(l—i—cQ—&—dQ e?)
Sl+c+d>—e€®)— 5 ptg— 51+ +d*—¢?)
| | G? = C —C
d —d
e —e
plccos p+d sen ) p(—c sen p+d cos ) —pe
plccos p+d sen ) p(—c sen p+d cos ) —pe
cos ¢ —sen ¢ 0
sen ¢ cos 0
0 0 1
O 0
0 0 1 0 0 O
"m=0 000 |T° 00 1
1 0 0 0 1 0
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0
0
. 1

cos ¢ sen @ T — pc
—sen @ cos y— pd

» Wy =1(0,0,1,0,0)] por lo que no hay invariantes de orden 2

D =

3. Invariantes de orden 3

CI,) Wla W2
§(1+02)+% p—% £( %) pe 0 0
S(1+c*) —5, ptg— 50+ pe 0 0
» G = c —c 1 0 0
0 0 0 V1+w? w
0 0 0 w V14 w?
0 00 10 00 0 01
0 0 010 0 00 01
smy=(| 0 00 0 0 |+n 0 00 0O
1 -1 0 0 0 0 00 00O
0 0 0 00 -1 1 0 0 0
usa=¢ uzf=0 uzy=0
. usd =0 ube=0

uC =29 uyn = Yo

oo oo

1 14+ w? w x

(0 e ) () )

s Hay 4 secciones puntuales: W3, = [(1,0,0,0,0,0,0)], W5, =
[(1,0,0,0,0,1,1)], Ws. =[(1,0,0,0,0,1,0)], W54 = [(1,0,0,0,0,0,1)],
por lo que no hay invariantes de orden 3.

b) Wy, Wy
S+ =)+ p—g 51+ =€) plev1+ 02 —ev)
§(1+62—62)—2Lp p+2—1p—§(1+62—62) plev/1+v2 — ev)
Gy = c —c V1422
0 0 0

—€ (%

e
plcv —ev1+v2?)

0

0 plev—ev1+0v?)

0 v

1 0

0 V1402
0 00 10
0 00 10

sme=C| 0 00 0 0

1 -1 0 0 0
0 00 00



usa=¢ u3f =0 uyy=¢

usd =0 ube=0

uyC = T
1
- [(17 Oa 1) 0707 mx)]

» W3, =[(1,0,1,0,0,0)], W5, = [(1,0,1,0,0,1)], por lo que no hay

invariantes de orden 3.

C) ch W2
S1-¢) g pod-b1-c) 0
81-e*)—g, pts,—4(1—¢€) 0
" G = 0 0 cos
0 0 sen @
e —e 0
0 0 cosp seny 0
0 0 cosp seny 0
s my=(| cosyp —cosp 0 0 0 |+
sen © —sen @ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 seny cosp 0
0 0 sen¢ cosp 0
n| senp —sen ¢ 0 0 0
cos p  —cos ¢ 0 0 0
0 0 0 0 0

usa =0 uzf=0 uzy=¢

usd =0 ube=0
Uy = xh uzn = Yo

0
0
1
. 0
0
1 cos o  sen @ x
|\ preos2e ( —sen @  cos @ ) < Y )
= W3, =1[(0,0,1,0,0,0,0)], W3, =[(0,0,1

invariantes de orden 3

4. Invariantes de orden 4

a) Wi, Wy Ws,

L GgZGg

)
|

wa=¢ wF=0 ujy=0

usd =0 ube=0
u¢ =0 uzn =0

b) Wia Wy Wi

51+ +q -

81+ —5, p+
. G2 = c
0
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0
0
—sen @

cos ¢
0

y Ly 767 1’ O)] luego no ha.y

% -£(1+ cz) pc 0 0
2, —5(1+¢c*) pc 0 0
—c 1 0 0

p*+1  pi-1

0 0 5 5,72

0 pi-1 pitl

2p2 2p2

—pe
—pe
0
0
1
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wa=¢ wB=0 ujy=0
usd =0 ule=0
us( =¢ uzn=¢
uzl = x¢
= [(1,0,0,0,0,1,1, ;)]

. W4a = [(1a05050707 1a 150)] ; W4b = [(1707070a05 17 17 1)}

¢) Wi, Wa Wi, y al mismo tiempo se considera el caso Wy, Wa Wiy

porque tienen el mismo estabilizador:
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2 2
1 _co
2 ¢ . 8 8
T -7 ¢
" Gy = c — 1.0 0
0 0 010
0 0 0 0 1
1 0
1 0
mmg=¢ 0 +¢ 0
0 1
0 1
uze=¢ uzf=0 uzy=0
uzd =0 uie=0 .
= N b _ siendo € =0, 1
uzC = uzn ==
uz = ¢ uzL=yo

[(17 07 07 07 07 5757 r—c, y)]
Wy =1[(1,0,0,0,0,¢,2,0, )] que es una seccién unidimensional,

lo que implica que k es un invariante de orden 4, la curvatura.

d) Wi, Wy Ws,

[ ] G3 = G%
uyr=¢ uzf=0 uzy=¢
. usd =0 ule=0
wsC =0
e) Wi, Wao Ws,
4
B+ —e)+k pok s letiec
4
L1+ —e?) - 2% p+ 2_1,; — L1142 —¢?) s (Hel))“*e
4
[ ] G3 = c —c 1;;)%
0 0 0
_ 4
_ 4( +e)fe—
0 P 02; c—e
0 —p*(cte)Fe—e
12pg4
0 ;p2
1 0
0 Ligt
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= m3 =7 1

1
usd =0 ule=0
uzC = ¢
uzn = o
. [(17 0,1,0,0, 17P(=’E - p(C-l- 6)))]
» Wy =1(1,0,1,0,0,1,0)]
) Wie Wa Ws,
[ ] G3 = G%
use =0 w3H=0 usy=0¢
] usd =0 use=0
us¢( =0 u3n=20
g) Wic Wy Way,

2 2
2‘;2 S, 00 —¢
-5 1+5 0 0 —e
=Gi=| 0 0° 10 0
0 0 01 0
e —e 0 0 1
0 1
0 1
= mg =¢ 1 +¢ 0
_1 O
0 0

Ga=0 wh=0 upy=¢
usd =0 ule=0
us¢=¢ ujn=>0
uil =zd ujL=yo
[(0,0,1,0,0,1,0,z — e, y)]
Wy =1(0,0,1,0,0,1,0,0, )] siendo k un invariante de orden 4:
la curvatura.

5. Invariantes de orden 5

a) Wia Wa Wz, Wa,
IG4:G§

usa=¢ uif=0 ujy=0
u30 =0 ule=0
usC = ¢ uzn=¢

u3§ =0
b) Wie Wy Wi, Wy
2 2

IG1:

OO(‘.}[\J|
o
SO, O O
o= OO O
_0 o o O
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wa=¢ uiB=0 ujy=0
upd=0 uje=0

. ui=¢ uin=¢
up€ = ¢
UL = xrp

» [(1,0,0,0,0,1,1,1,2 — c)]
« W5 =1(1,0,0,0,0,1,1,1,0)]

C) Wie Wo Wi, Wy y Wiq Wo Wiq Wy
L G4=I

wia=¢ uiB=0 ujy=0
upd=0 uje=0

] u; =¢cp uym==%od siendo € = 1 en el caso 3c y
ué =0 ujl= kKo
UZA =T

€ =0 en el caso 3d; y 7 la torsién, invariante de orden 5.
d) Wi, Wo Wi Wy

1 g
sty 5-3 5 0 5
p_ L P + = c 0 c
2 2p 2 2p ,, P,
s G = c —c %‘p@— 0 17;'3—
0 0 0 1 0
1—p* 1+p*
- 2p2 0 2p2
0 1
0 1
rmy =< 0
0
-1 1 0

uja=¢ uif =0 upy=¢
upd =0 uje=0

. uyC =¢
ugn =0
uyé = xd

[(1,0,1,0,0,1,0, 55 (2(1 + p*) +1 = p?))]
= W5 =1[(1,0,1,0,0,1,0,0)]

e) Wie Wo Wy, Wy
| ] G4 = I
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-m4:>\ 0

1
wia=0 wf=0 ujy=¢
upd=0 uje=0

] u;(=¢ uyn=0 siendo 7 la torsién, invariante
i =0 ujL=kKo
UGN = T¢
de orden 5.

6. Invariantes de orden 6

a) Wia, Wa Wz, Wy, Wi
L G5 = I

-m5:)\ -1

uta=¢ uif=0 uivy=0
uid =0 ufe=0

* *
u = Ur == . . .
50=9¢ usn=0 siendo k la curvatura, invari-

usé = ¢
uit =10
UEA = K@

ante de orden 6

b) Wiy, Wo Wy, Wy Ws

1 0 ¢ 0 ¢
0 1 ¢ 0 c
» Gl = c —c 1 00
0 0 0 1 0
—c ¢ 0 0 1
1
1
M5 =10 —2

uta=¢ uif=0 uiy=¢
ufd =0 uie=0

] il = ¢
uin =0
usé =0
usL = ¢

[(1,0,1,0,0,1,0,0,z)] que es la identidad. En este caso, hay un
invariante de orden 6.

(Chapter head:)Superficies en geometria euclidea
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ref. F. mno.

I ﬁa 1 plano
ﬁb 1 r9 = cte esfera
1. III, 3 T9 minimales
Iy ﬁ?a 2 7o cilindro

IIIb 3 7’2,t2,1’3,y3

Se considera R? con origen en mgy = (0,0,0), sobre el que actua transitiva-
mente el producto semidirecto SO(3, R)®R? de dimensién 6.

1. Invariantes de orden 1

G3 = {A € SO(3,R)}

1 0 0
mo=6" 0 |+6* 1 |+6°( 0
0 0 1
{USHI =zlo uyf? =a22¢" uifP =2t i=1,2
T T vy
73 13 =A"! 3 a3

Wy = [( 0 I 0 ﬂ No hay invariantes de orden 1

2. Invariantes de orden 2

Gi ~{B € O(2,R)}
-1 0
m =« 0 + -1
1 1
{ wift = ¢t uif? = ¢ uwi* =0
uja = 6" +yo? uif =yo' +2¢
patibilidad dadas por la primera fila, obligan a tener la matriz simétri-

(1)
y =z

I
0 0

|B|BT<$ y)B
y z

Wy, = 0; Wap, = I /r > 0 invariante de orden 2; Wa,. = ( - S ) />

5 donde las condiciones de com-

0
r 0

0 invariante de orden 2; Wy = ( 0

) / |r] <t invariantes de

orden 2.

3. Invariantes de orden 3

a)

Waq =0
n GQ:G%
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pl 1 xp2 2 xp3
uja=0 uif=0
= Integrando dicha distribucién sale un plano
b) Wop =11 /7 >0
» G~ SO(2,R)
L[ uift=0" wif?=¢" i’ =0
uio = ro! uif = rg?

= Integrando dicha distribucién sale una esfera de radio r

QWQ:<3a2>/r>O

r = cte

.(gz{u7i(?é)}c@
—1
=mpy =7 1
0
usd' =o' up? = ¢ u3h® =0
] uso = —r¢! usf = re?
uzy = 2¢' +yg°
1
0 0
. —-r 0 siendo C' € GY
0 r
Cl(z,y) C
s W3, = {(0,0)} sin invariantes; Ws, = {(z,y) / y > 0} — {(0,0)}

y aparecen 2 invariantes de orden 3.
r 0
d)ng—<0 t>/r|<t

] Gg =4] C G%
-1
mmpy =7 | 1
0

uift = ¢t ui0® = ¢ uz0® =0
. uso = r¢1 usf = t¢2

usy = x¢' + yo

I

0 0

r 0 siendo C € GY

0 t

Cl(z,y) C

= W3, = {(0,0)} sin invariantes; W3, = {(z,y) / y > 0} — {(0,0)}
y aparecen 2 invariantes de orden 3.

4. Invariantes de orden 4

CL) W2c W3a
n G3 = Gg

= Las ecuaciones de compatibilidad imponen que r» = 0 lo que
quiere decir que este caso no existe.
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b) Wae Way
| | G3 = I
uift = ¢t ui0® = ¢ uz6® =0
. uso = —7‘(]51 usf = r¢2

uyy = z¢' + yg’
= Las ecuaciones de compatibilidad quedan:

1= —2yr

ro = 2xT

rP=a+y*—z2+y,
c) Wag Wi,

uift = ¢t ui0® = ¢ uz6® =0
] wio =0 uif =te?
ujy =0
= Las ecuaciones de compatibilidad quedan: » =0; ¢; =0 por lo
que sélo hay un invariante de orden 2.

= La integracién de la distribucién anterior, proporciona un cilin-

dro
d) Waq Wi
n Gy=1
uift = ¢t ui0® = ¢ uz6® =0
 { wa=rd uif=t¢’
uyy = z¢' + yg’
= Las ecuaciones de compatibilidad quedan:

dot =z ¢ A @2
d¢* =y ¢' A ¢

ro=ux(r—t)
t1=y(r—t) (1)
rt=—(224+y*)+ 22—y

= La matriz de Cartan queda:

0 —z¢' —yo® —r¢’
o' + yo? 0 —t¢?
rot tg> 0

La manera de reconocer los invariantes del caso Wyy Wj;, es utilizando el
método clédsico del apéndice A, donde se tiene que w3 A wj = K &' A ¢ siendo
K la curvatura de Gauss. Aplicando esta férmula a la matriz de Cartan resulta
que K = rt. Asimismo, de ¢' A w3 — ¢ A wd = 2H@' A ¢? resulta que la

curvatura media vale H = “*. La ecuacién de Gauss es dwi = —wi Awj y
al sustituir los valores de la matriz de Cartan sale la tercera ecuacién de 1. La
dw} = —w3 A w?

ecuacion de Mainardi-Codazzi es que en este caso salen las

3__,2 3
dws = —wi A\ wy
dos primeras ecuaciones de 1.

Reciprocamente, entrando con la matriz de Cartan del caso Wsy Wiy en el
método de las ecuaciones reducidas del apéndice A, se encuentra que:
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T t
b0—§ b1:§
1 1 T 1 1
Co — 61"11 C1 = 5']"’2 = 5(7’ —t) Cy = §t,1 = %('I" — t) C3 = 6t72

y la tercera ecuacién de 1, que es la ecuaciéon de Gauss como se acaba de ver, da

lugar a la ecuacién 33 y las dos primeras ecuaciones de 1, que son las ecuaciones

de Mainardi - Codazzi segiin se acaba de ver, dan lugar a las ecuaciones 32
(Chapter head:)Superficies en geometria equiafin

ref. F. nv
I ﬁa 1 plano
I, III, ﬁ/a 3 cilindro parabdlico
1V, 1% 4 K5 cilindro
I, 1v v, 4 K5
Vi 5 K4, T5, Pg
I, I, v 3 K4 = cte cuddricas de revolucion
111, 3 K3, T4, Py
I, III, IV 3 K4
IIIb 3 R3,T4, Py

Se considera R? con origen mqo = (0,0,0), sobre el que actia transitivamente
G = SL(3,R)®R?

1. Invariantes de orden 1

« G ={A€eSL(3,R)}

1 0 0
sme=0"[ 0 | +6*| 1 |+6*[ 0
0 0 1
. {USHI =zlot wi0? =22¢" wi0® =123¢" i = 1,2 donde no se
han impuesto condiciones de compatibilidad.
i T Ty
. 73 13 =A1 3 a3
iy T3 S

s Wy = [( 0 I 0 )} No hay invariantes de orden 1

2. Invariantes de orden 2

sas—g P b | /BeGLRR)

0 0 B
0 0
M = 0 —l-ﬂ 0
1 ) 1

. { uif' = ¢' wit? =4 w6’ =0
ujo = 2ie' + 236" wip = 240" + 3¢’
de compatibilidad dadas por la primera fila, obligan a que z} = z3

donde las condiciones
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1
0 0 ) .
. R Notese que se tiene una estructura
Bt (40 )
Ty T
4 4
i x
conforme dada por ( gc‘?ll x% >
I 0 ! 0
s Wh, = 0 0 caso de puntos planos, Wa;, = 10
0 0 0
1
caso de puntos parabdlicos, Wy, = 0 0 caso de pun-
1
L 0 0 . 1
tos elipticos, Woy = 1 0 caso de puntos hiperbdlicos.
0 -1

Ninguno de ellos tiene invariantes de orden 2.

2. Puntos planos
3 Invariantes de orden 3
n Gy = G(l)
L uitt=9¢" wi®=¢* wuit®=0
wia=0 ujf=0
3. Puntos parabdlicos

3 Invariantes de orden 3

a 0 c
s Gi=| b a3 d
0 0 a2
1 1
smy=7v| 0 +6 -1
0 0
uif' = o' ui0? =¢* wuih* =0
. usa = ¢* uif =0
uyy = 256" uis = x]¢' +ale?
I
0 0
1 0
- 00
a%,acg 0
az] + 3bxl — % a%xg

» W3, = {27 = 27 = 0} caso de puntos cilindricos, Ws, = {z] = 0,
x5 =1} caso genérico
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3.1. Puntos cilindricos

4 Invariantes de orden 4

a 0 0
s Gi=| b a3 d
0 0 a?
1
B M3 =¢€ 0
0
it = ¢t ui® =¢> uif® =0
wjo=¢' uiB=0
. usy=0 wu30=0
ufe = 250!
- ; -
00
10
. 0 0
00
00
i a’z§ 0 |
s Wi = {af =0}, Wiy = {a§ = 1}

5 Invariantes de orden 5

CI,) W4a
IG4:G§
uwift =o' wi0® =¢° uif® =0
. wjoo=¢' uif=0
uzy=0 u3d=0
uze =0
b) W
100
s2=| b 1 d
0 01
1
Im4:C —3
2
wift = ¢t uif® = ¢ ui6 =0
wio=¢' uif=0
] u;y=0 wuwj0=0
uie = ¢!
uj¢ = oo’

= La accién adjunta sale la identidad, por lo que hay un invariante

de orden 5: k = 9.

3.2. Caso genérico

4 Invariantes de orden 4
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B M3 =€ 0 +C -3
0 2
uif' = ¢t ui0® = ¢ uz0® =0
o =¢' uiB=0
U%'}’ B 2¢12 U§6 - ¢2 1 2
uje = afol + 220" uiC =i’ — ¢

1

N O = O
= O O OO

0

2§ +dex +4d — 2 22

] -1

» Wy = {2f = 0} que es una seccién unidimensional porque x} estd
libre, por lo que aparece la curvatura x como invariante de orden 4.

5 Invariantes de orden 5

1 0 c
» Gi=| ¢/2 1 */4— ke | Este subgrupo de isotropfa depende
0 O 1
del valor de la curvatura.
0
=My =1 1
0
uif' = ¢' wio? =4 ui6® =0
ujo = o' u;f =0
] uyy = 20" uzd = ®? y ademds, las condiciones de
uje =2k¢> uil =Ko —¢°
uin = z1°¢" — (K% + $K,1)¢°
compatibilidad imponen que k3 = —4k
_ I .
00
1 0
00
. 2 0 Esta accién
0 1
0 2k
K —1
i x%o + %KQC— %FLCQ — K13 —K2 - %/i,l — 3kc ]
se entiende mejor poniendo x = x1°, y = —(k? + %f@,l), porque en-
tonces resulta { =Ly 3% — grc?
Yy =19y — 3kcC

= Ws, = {k = 0} que es una seccién unidimensional y a pesar de que
este invariante deja de aparecer, hay otro que vuelve a ser nombrado
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K pues es la curvatura para este caso, de orden 5; W5, = {(z,0)}
siendo k # 0, de donde resulta la torsién 7 como invariante de orden
5

6 Invariantes de orden 6

) W5a

" Gy
01 =o' wifP=¢* uif® =0
Wi =¢' uiB=0
) W

wjy =2¢" ujd=¢’
wie=0 uj(=—¢
ujn = ko'

s Gs=1
0 0 2
sms=¢( 1 0 -2k
00 0

uif' = ¢! uit® =¢° w6’ =0
uia = ¢' uif =0
*a, 1 < _ 2
" ute 12’; /;ég ¢ ul Cu 5:5 I;;S pe cumpliéndose ademds que
uin =1¢'

uwiE = (52 + I —kp)d’ + pg’
K1 = —2kK>
{ Ko = —4K
= Dado que el subgrupo de isotropia es la identidad, aparece un
nuevo invariante p de orden 6
: - do' = —2¢' N ¢
= Las ecuaciones de compatibilidad quedan { d6” = (35 + p)o* A &2

2r9 4T To T
p71+/€p72+(m,2+5/€)p+p2— e +—+(a> +(;>2

)

4. Puntos elipticos

3 Invariantes de orden 3

cos p —sen @

s G3=| senyp cosp d | Estesubgrupo de isotropfa determi-
0 0 1

na una meétrica riemaniana de la estructura conforme anteriormente
obtenida. Se denotard <, > .

1 1 1
smy=~| 0 +0 -1 +e€ 0
0 0 -1
uif' = ¢ wi0? =¢? uif* =0
uso = (bl 1u§,6) = (;52 ,
usy = (225 + 325)¢" + (221 + 2%)o
usd = xl¢"  use =P’
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1
0 0
1 : 7 7 8 8
= 2+ 3T 247 siendo x = x|, y = x4, z =z, t = x5
Ty
i Z ot
y sus transformados:
z —3cos p +4cosPp  —sen ¢ + 4sen pcos’p 0 —sen o + 4sen pcos?¢
g | | sen ¢ —4sen pcos’p —3cos o + 4cos3p sen @ —4cos p + 4cos3p
z | 0 0 cos sen @
t 0 0 —sen ¢ cos ¢
T 0 0
Y —sen ¢ cos @ c
z + —cos © —sen @ ( d )
t sen ¢ —cos ¢

s W3,{(0,0,0,0)} que van a dar cuddricas de revolucion, Ws, = {(z,0,0,0)}
que es el caso genérico y consta de un invariante s de orden 3

4.1. Cuadricas de revolucion

4 Invariantes de orden 4

cos ¢ —senp 0
s Gi=| sengp cosp 0
0 0 1
1 0
= M3 = C 0 + n 1
0 0

uif' = ¢t ui0® =¢* uz0® =0
wjo=¢' uif = ¢
usy =0 u3d=0 uje=0
1 2
ui = 23°¢  uin = 23°¢
cién constante debido a las condiciones de compatibilidad.

siendo ademds x° una fun-

» Como la accién adjunta sale la identidad, x1° es realmente el tinico
invariante de orden 4, denotado k para evitar confusiones con los
tipos de superficies posteriores. Como es constante, en funcién de su
signo aparecen las siguientes superficies de revolucién, integrando la

k>0 hiperboloides de 2 hojas
distribucién correspondiente: < k=0 paraboloides
k<0 elipsoides

4.2. Caso genérico

4 Invariantes de orden 4

s (33 ~ Z3 puesto que el estabilizador de W3, es ¢ = d = 0 pero
» = {0°,120°,240°} Analizando el caso G3 = I se obtiene lo siguiente
1 0 -1
= M3 = C 0 + n 1 + f 1
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w0t = ¢t uz0® =¢* uif® =0
uja=¢' ujf = ¢’
. uiy = —26¢°  uid = ko' uje=0
uiC = (6k* +2k1 +5kp+ T2+ p2 —To+ p,1)¢1 + (3kT — K 2)@?
usn = (kT — k)¢ + (% —kp+p* = T2+ p )07 uzE =76 + pg®
siendo 7, p dos nuevos invariantes de orden 4

= Las ecuaciones de compatibilidad son:

d¢1 = T¢1 A ¢2 (2>
dp? = (k4 p)p* N ¢°

(p1—T2)1 =3KT 2+ 5K 2T — 6572 — 277 1 + 6K%p+
+66p% 4+ 3K,1p — 2pp 1 + kP — K22 5
(p,l — 7)o =18k + 1267p + 5K 1T + 3KT 1 — 27T 2— (3)
—Tkop — 16Kk 2 — 2pp,2 — 5/<ap’2 —2K,12 — K21

= La matriz de Cartan queda:

ko' —7¢' — (26 + p)¢”
T¢14—1p¢2 B 2¢1
¢ ¢

(6% +2k1 +5kp+T2+p2 —To+ p’l)qf)l + Bk — H’Q)Q[)Q
(BkT — K 2)" + (T2 — kp+p* — T2+ p )¢
0

La matriz de Cartan C verifica (dE1,dE2,dN) = (E1,E2,N) C siendo
{E1, B3, N} una referencia equiafin sobre la variedad M sumergida en R? :
{E1, B>} son campos tangentes a M ortonormales respecto de <,>, y dN :
TM — TM . Estas ecuaciones establecen una conexién V sobre la variedad
que no proviene de la conexién de R3. Para determinarla, de

0=FE,(< Ej,Ey, >) =<Vg,Ej;,E, >+ < E;, Vg, E;, >

VElEl =—< VElEQ,El > Fo
VE1E2 = < VElEQ,El > Fy
VE2E1 = < VEQEl,EQ > Fy
VE2E2 =—< VEQEl,EQ > Fy
hecho de que los campos E; son duales de las formas ¢’ se deduce que si se
escogen campos X = x1F1 +x2Fs Y = y1 7 + y2 F> se tiene que:

se obtiene que . Por otro lado, usando el

L. d¢"(X,Y) = X(< E,Y >)— Y(< E;,X >)— < B, [X,)Y] > = <
VxE,Y >4+ < FE,VxY > — < VyF,X >— < E,VyX > —
< El,[X,Y] > =< VxEl,Y > — < VYEl,X >= —< VEIEQ,El >
(3?1212—3?22/1)

2. o' NPP(X,)Y) = < E1,X >< EbY > — < EY >< E5, X > =
T1Y2 — T2Y1

3. Y son precisamente las ecuaciones de compatibilidad (2) las que determi-
nan que — < Vg Ey, By > =71



4 PUNTOS ELIPTICOS 49

Andlogamente se deduce que < Vg, E1,Ey > = k + p. En definitiva los
simbolos de Christoffel quedan

It = Ity =7
Iy =-7 I, =0
I3 =0 IS =k+p
Iy=—(k+p) T3,=0

La conexién inducida por R® sobre M viene dada por la matriz de Cartan:

dE1 =k ¢' @B +7 ¢ ' @ Bs+p > @Fr+ ¢ @ N

dEy =T ¢' @B — (26+p) * OB — £ ' @ B2+ ¢* @ N
es decir VxY =
21(Er(y1) + 16 — v2m) By + 21 (i 7 + Er(y2) — 26) B2 + 21n N

+
z2(E2(y1) — y2(26 + p))Er + 22(y1p + Ea(y2)) E2 + 2ya N

y comparada con VxY =

r1(E1(y1) — yo7)Er + 21 ()17 + E1(y2)) B2

z2(Ea2(y1) — y2(k + p)) Er + z2(y1(k + p) + Ea(y2)) B2
se deduce de la formula VxY = VxY + S(X,Y)+ < X,Y > N que
S(X,Y) = k((z1y1 — z2y2) 1 — (21y2 + 2291) E2)

siendo S : D(M) x D(M) — D(M) una aplicacién C*(M)— lineal, que
equivale a un tensor S € D3(M) el cual en componentes queda

=2 =2 —2 —2

Su=0 Sp=—-k Sy=-Kk Sp=0
resultando un tensor apolar es decir C'S = 0, simétrico y totalmente simétrico.
Observacion 4.2.0.4 FEstos datos han sido calculados con una eleccion de ¢ =

0°. Mirando cdmo actia el subgrupo de isotropia Gs ~ Zs para otro valor de p,
se obtiene otra matriz de Cartan y los siguientes resultados

Iy, =0 %, =7 cos ¢+ (k+p) sen ¢
Tl = —(r cos g+ (5+p) sen ¢) T =0
ri, =0 %3, =—7 sen ¢+ (k+p) cos ¢
Iy =7 sen ¢ — (k+p) cos ¢ i, =

=1 =1 =1 =1

S =kcosp Sy =—ksenp Sy =—ksenp Sy =—KcCosy

=2 =2 =2 =2
S11 =—ksenp Sy =—kcosp Sy =—kKcosep Sy =kKsenyp
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Independientemente de la eleccién del valor de ¢, con los datos anteriores
ya se pueden relacionar los elementos del teorema 11.0.13.1 con los invariantes
recién obtenidos:

J = 2k?
H=—(k1—Ta2+p,+36"+2kp+7°+p°)
K = (65" +2k1+5kp+724+p> =T 2 +p 1) (T° —kp+p> =T 2+p 1) — BrT — K 2)?
y finalmente, las ecuaciones de compatibilidad (3) es exactamente la ecuacién
d[C(divII @ IT) — div(divII)] =0
Con todo ello se deduce que el teorema 1.0.0.7 es equivalente al teorema

11.0.13.1
(Chapter head:)Geometria de Pliicker

5. Introduccién

P3 P
{rectas} NN ¥4
interseccion ortogonal
haz eliptico
hiperbdlico
parabdlico recta
regulus 3 rectas alabeadas conica =4 N
sup. reglada curva

bundle j ? T — plano

congruencia lineal 2 — cuddrica
CONgruencia 2 — super ficie
complejo lineal ¥4 N He
complejo 3 — super ficie
L fi P — P homografias P> — P°
omograyiasy ps ., ps’ preservan %
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Dada una recta de P? generada por 2 puntos r = (a;) + (b;) i = 0.,3 se de-

fine un punto de P° L = (I;j);<; definido por l;; = ZZ ZJ (Coordenadas de
i 05
0 0 0 O 0 1
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0
~ T =
Grassman) Estas coordenadas verifican (I;;) 0 01 0 0 0 (lij) =
0 -1 0 0 0 0
1 0 0 O 0 0

ay Qa2 as ag

b by by by = 0 luego la imagen de una recta estd sobreX?*. Ademds
ayp Gz a3 a4
by by bs by

se ve ficilmente que si 2 rectas tienen un punto en comin, sus imagenes son
puntos conjugados de Y:r=a+b,rs=b+c setiene

ayp a2 as a4
by by b3 by
by by b3 by
ci C2 C3 (4

0= =LIYL,

Pliicker, en 1865, fue quién realmente introdujo dichas coordenadas, pero de
la siguiente manera:

(lij) = 1 (Pk)
1

0 I

de tal forma que ¥ = < I 0

) (Coordenadas de Pliicker) Histéricamente,

rT=p+rz
Yy =0+ 8z
que el grado de una ecuacién algebraica de ellas permaneciera invariante bajo
transformaciones proyectivas. Lo consiguié tomando en cuenta, ademds de los
pardmetros p,r, 0, s el pardmetro n = ps — or. A la luz de esta teoria se ve que
en efecto las coordenadas de Pliicker de I son (r:s:1:0:—p:n)

Reciprocamente, dadas las coordenadas de un punto de P® en X4, L, se le
asocia los puntos de una recta de P3, a, mediante

Pliicker buscaba una descripcién de las rectas [ = de tal forma

0 p+ b5 Dpe ag
—Pa4 0 p3 —p2 a | _
—Ps5  —P3 0 m a
—Ps P2 D1 0 as

Esta aplicacién es la inversa de la aplicacién anterior por lo que se tiene una
biyeccién entre las rectas de P? y los puntos de ¥4

De estas férmulas se ve que las coordenadas de Pliicker de una recta [ =
(P, ) se pueden interpretar como: p’ la direcciéon de [, ¢ = @ x p el momento
de [ siendo (1, @) € I un punto propio de I. Ademés si a = (ag, @), b = (bo, ?) €
P3 7y = (uo, @), T2 = (vo, V) € P se tiene que



5 INTRODUCCION 52

— —
a+b = (aob—boﬁ,ﬁx b)
T NI = (U X 7,’&0? —Uoﬂ))
a-+1 = (d¢,~aqd+ax7p) adl
N = (7'?,—UO?+6)X?) Zgﬂ'l
Con esta terminologia se puede ver otra vez que si 2 rectas [ = (?, E’) r o=
(7°,78") se cortan, son puntos conjugados de X% : sea 5 = @ X 7 con a =
— —
a-q =0 — — — =
1,d 1 1 = Tp(dx
(1,7a) er, comoaelsecumpe{_?+a>xﬁzo uego p s p-(a
)= T-(pxd)= —-7-¢, P-5+ g7 =0, ITSr =0.En el caso de que
—
se corten en un punto impropiose tieneque p =7 , ¢ = a xp, s = b xp,

p =
paraa €l,ber. Entonces I"Sr=7p-5+¢-p =0

La muerte le sobrevino a Pliicker en 1868, cuando el joven Klein estaba
doctordndose con él en la universidad de Bonn. Tuvo la tarea de escribir la
iltima obra de Pliicker,” Nueva geometria del espacio” y se dié cuenta que sobre

los complejos podria diagonalizarse ¥4, Escogiendo para los célculos

P - 1 0 0 0 0 o
Do 0 0 1 —i 0 0 T
ps | [ o 0o o 0o -1 —i To
pa || =i -1 0 0 0 o0 T3
Ps5 0 0 -1 —i 0 0 Ty
D6 O 0 0 0 1 —j s

se tiene que ¥ = —2] (Coordenadas de Klein)

5.1. Superficies reglada

Un haz parabdlico de rectas estd formado por las rectas que pasan por un
punto a, y cortan a una recta que no pasa por a, r =< b,¢c >= b+ ¢ . Las
coordenadas de Pliicker de las rectas del haz quedan A(a+b) + u(a + ¢) es decir
forman una recta que ademds estd contenida en ¥*. Reciprocamente, una recta
totalmente contenida en ¥4 estd generada por 2 puntos de £* que provienen de
2 rectas que se cortan. Dichas rectas generan un haz parabdlico cuya imagen
por V¥ es la recta original. En resumen, cada haz parabdlico estd asociado a una
y s6lo una recta de ¥* y reciprocamente, cada recta de ¥* proviene de un tinico
haz parabélico de P3.

Un regulus R es el conjunto de rectas que cortan a 3 rectas alabeadas r;.
Luego ¥(R) =< ¥(r;) > N4 que es una cénica ya que el plano < ¥(r;) > no
puede estar contenido en ¥4 por ser las rectas alabeadas.

Una superficie reglada S es una curva parametrizada en ¥*. Cuando & =<
a(u),b(u) >= Av)a(u) + p)b(u), (X:p) € P a(u) y b(u) se llaman curvas
directrices. También se puede tener S = r(u) € X%

TratupS =< Aa + pb, \a + b, Aa + jib >

Se define:
generatriz  singular rg(a,a,bb) =2 rg(r,r) =1
regular torsal  rg(a,a,b,b) =3 reyt
no torsal rg(a,c.z, b,b) =4 r ¢ 34, rg(r,;‘, .7“.) =3
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donde las equivalencias en las definiciones se deducen de la igualdad Y o=

a,a,b,b

Sobre una generatriz torbal hay un tnico punto singular de la superficie
porque rg(Aa + pb, A+ ,ub )\a + ,ub) rg(a,b, A+ ub) 'y como es torsal se
puede tener por ejemplo que b = aa+ Bb+ ’ya sin ninguna dependencia en v.
Por tanto rg(a,b, \a + ,ub) = rg(a,b, (A +yp)a) encontrsndose un tnico valor
de v tal que A + yu = 0 para el que el plano tangente degenera en una recta.
Este punto se llama punto cuspidal y se puede calcular como r N 7. Y salvo este
punto, los planos tangentes sobre una generatriz torsal son el mismo pues queda
TluwmS =< a, b,c.L > sin dependencia en v. Este plano se llama plano torsal y se
puede calcular como r + r.

Sobre una generatriz no torsal no hay puntos singulares y los planos tan-
gentes se pueden calcular como E;(r) y forman una congruencia parabdlica
de r N 7. Ademds como U(S) es una curva en %4 se tiene el regulus R =
0sc(¥(S)) N X* que genera una cuddrica ® C P?, la cuddrica de Lie, que tam-
bién estd generada por otro regulus R’. Las propiedades de los reguli son dos: 1)

U(R), T(R') son cénicas en planos X— conjugados 2) R R’ son las direcciones
asintéticas de S

5.2. Congruencias

dim(my +m3) =4 dim(m1 N7a) =0

) -1
3 dim(m NT) = 1

dim(T, +72) =4 dim(T, NT2) =0

dim(r +7) =

r—/H

5.3. Complejos

Un complejo lineal £ se define como (L) = $*N H¢ siendo He el hiperplano
conjugado de & € P5.

Si f ¢ 24 sea § = (?, ?) = (E23,E31,Elg,E()l,EQQ,Eog) que induce una
matriz antisimétrica E7 = —F. Como |E| = i(gng)Q, se tiene una polaridad
nula =.

E(a)=Fa=a+¢

2() = %(5 SO — (£750)¢
Eh)=ETh=hn¢

En este caso £ consta de las rectas nulas de la polaridad, es decir las que son
autoconjugadas respecto de =

Si € € ¥*, L consiste en todas las rectas que cortan a &.

Un complejo cuadratico C es el definido por una ecuacién algebraica de 2°
grado en las coordenadas de Pliicker.

Ejemplos:

1. £y



5 INTRODUCCION 54

Es el complejo lineal definido por € =(0:0:1:0:0: 1) por lo que sus
ecuaciones son %4 N {ps + ps = 0}. Como €7 S¢ = 2 se tiene asociada una
polaridad nula de ecuaciones Z(I) = (p1 : p2 : —p6 : P4 : D5 : —Pp3). Las
rectas de dicho complejo satisfacen la ecuacién Pfaffiana xdy—ydx+dz =0

2. Cp,

Es el conjunto de rectas que cortan a los puntos circulares-esféricos. Sus
ecuaciones son

i) 1 0
X1 Ul U1 2 2 2
P =« +5 v +v5 +v3 =0
Hp) Uz V2
z3 us U3

y en coordenadas de Pliicker ¥* N {p? + p3 + p3 = 0} por lo que es un
complejo cuadratico. Dichas rectas satisfacen la ecuacion diferencial da? +
dy? + dz* = 0 por lo que se denomina el complejo minimal

5.4. El grupo de Pliicker

El grupo de Pliicker son las homografias de P> que dejan invariante ¥* :
P= {pA € PGL(6,K) /| ATX A = pX}. Por lo tanto las filas de A representan
6 rectas, cada una de ellas cortando a otras 4 y a si misma, por lo que forman
un tetraedro. Como grupo de Lie, dim P = 15v donde v = 1,2 segiin K = R, C
Por otro lado, dada una homograffa de P3 f = pC si a’ = f(a) y ' = f(b),

Loal a; b Cik il
= v s v b ==

a; aj :
!/ /
aj b

I Es decir, se induce una homografia sobre P° f y puesto que

oo

. ;o
se tiene que [;; =

>

k<l
f manda rectas en rectas, f = pB € P de tal manera que la fila ij de B son
las coordenadas de Grassman de la recta generada por las filas ¢ y j de C,
luego son rectas de un tetraedro cuyos vértices son las filas de C. Si partimos
de una homografia en el dual f : P> — P3* f = pC, esta induce la correlacién
F : P— P de tal manera que F(a +b) = F(a) N F(b) En coordenadas:

ah - ah x ay o \“'( d d x
0 3 )\, — 0 o\ _ _ 0o 01 o a3 2\ _
by -+ b 1 by Y by bl Z3

o ( ~he —ls T2 de donde
lo1 162 l63 T3

Cik  Cil
Cik  Cjl

/ /
12 13
0 16y
I
23
l/13 -1
recta cuyas coordenadas de Grassman son ;,12 = 1 1
03
—log -1
164 1
~ N A
luego se tiene inducida f € P de tal manera que f = pAB Pero como |[A] = —1,

f no estd en la componente conexa de la identidad de P.

l

ij
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6. La clasificacién de superficies regladas de P?

I 11,
II,

11,

IIr 1v v,

111 1V

Vi
Va
Vi

Vi,
VI
VI,
VI

VI

VII
VII

ref. F.  inv
1 haz parabdlico
5
7 Kg
7 Kg
6 K6, T7
4 requlus
5 K¢

7. La clasificacién de congruencias

Iy

1,
T,

I1.

I,

11,

11y

11,
Iy

117

117

171,

111,
ma
11,
11,
171,

171,
111
111

v,
IV,
1V,
v,
IV,
1V,
v,
IV,

v,
IV,

\3
o

T
eo!

WWWHW WWwNn Wk W s WWhkwwe~o

nu

Ry
R5,T5

Ka
R5,T5

K3, (Ti)4 1= 155

K3, (Ti)4 = 1.,4
K4,T4

54'77-57p5
K3, (Tl)4 1= 1.,5
k3,73, (p')a 1=1.6
K2, (Tl)g, (pj)4 1= 1.,5,j = 1.,3
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8. La clasificacién de complejos

ref. F. nv
1 ﬁa 1 singular
I, III IV, V, 4
‘/b ﬁ 5 K6
v, Vv VI, 5
VI, 6
VI, 6
IV, V. VI, 5
VI, 6
VI, 6
II. III, 1V 3
I, 1V 4 kg ()4 (pP)si=1.3,j=1.9
Parte III

Apéndice
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(Chapter head:)Superficies Euclideas

9. Preliminar

9.0.1. Geometria euclidea

Considérese el espacio de Klein E = R? con grupo estructural G = ASO (3, R)
formado por matrices reales de la forma

10 a a%
(G§A):( ),a: a? A= (A1, A3, A3) A = a?
a A o o

donde a € E'y (A1, Az, A3) forman base ortonormal positivamente orientada,
es decir A'A = id, det A = 1. Visto asi, G es un subgrupo cerrado de Lie de
GL (4,R), cuya regla de producto es

(a; A) (b; B) = (Ab+ a; AB)
(a; A)~' = (Aila;Afl)

Los elementos = de F, son ternas ordenadas de nimeros, que serdn consid-
erados filas o columnas dependiendo del contexto.
El grupo G actua fiel y transitivamente sobre E de la forma

(a; A) . = Ax + a, para (a;A) € G,z € FE

y la matriz (a; A) € G, puede considerarse una rotacién euclidea (o movimiento
directo de F) de E con ecuaciones respecto al sistema de referencia canénico

(=)=(e 2) ()

Si fijamos como punto base o = (0,0,0) € E, podemos interpretar (a; A) =
(a; A1, Aa, As) como un sistema de referencia (cartesiano), con origen (a; A) .o =
a En particular la matriz identidad (o; I) es el sistema de referencia canénico.

El grupo de isotropfa de o es

Go={(0;A): Ae SO(3,R)} = SO (3,R)
la dltima igualdad se obtiene al identificar

(0;A) = A

9.0.2. Accién sobre la Grassmaniana de 2-planos.Gs 3

El 4lgebra de Lie g de G estd formada por matrices tipo

g:{(§|X): ( 2 )0( ) con € € R?, Xt—l—X:O}
y dlgebra de Lie gg de G es
go = {(01X) : X" + X =0}

con complementario

mp = {(5|0) 1€ Rg}
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que es invariante por la accién adjunta de G en g:
Ado,n) 1€, X] = (0, 4) (§1X) (0, 4) 7" = [Ag, AXA™!]

Siz € E,y¢eR? denotamos &, = (z,£) € T, E al vector ¢ apoyado en .,
de manera que
T,E={¢, :{ R}

Se identifica my = T, F = R3, cuando escribimos
(€0)=¢,=¢

y se identifica por tanto también G (E,0) = Ga (T,E) = Ga (mg) = Ga 3.
La accién de G, sobre T, E es la natural dada por la multiplicacién matricial

GO X TOE - ToEv (Aaf) - Aé
y en general la accién G x TE — TFE viene descrita por

(CL; A) gx = (Aé.)Ax-&-a

La accién de Gy sobre Gi (E, 0) esté descrita por

A.[€,m] = [AE, An] = [A(&,7)]

y es transitiva ya que en particular A.[I1, 5] = [A, As], y todo plano de R3
admite una base ortonormal (Aj, As).
El plano

1 0
O1 = [Il,IQ] = 0 1
0 0

nos sirve por tanto como referencial de orden 1.
Nétese que en general la accién de G sobre Ga (E) viene descrita por

(a; A)[&, 1], = [A (€M) Agta

9.0.3. Forma de Maurer-Cartan

Finalmente analizemos la forma de Maurer-Cartan Qg € Q! (G, g):
Fijado (a; A) € G es

T(a;0)G = {(a; A) (§|X) = (A{AX) : X' + X =0}

y por definicién Qg (A¢|AX) = (£]X). tomando coordenadas candnicas (en
GL (4,R)) y restringiendolas a G quedan

o', 7 G — R, 7' (a;A) = ', 7} (a; A) = 4]
con estas coordenadas es

0 = [0,9] = [(#1)" dz, («1)" (da})]
©f =Y afda®, QF =Y afdah € Q' (Go)

)

Como Qg toma valores en g se concluye que QY4 = 0, por tanto Q; = —Q{
Una interpretacion de la forma de Maurer-Cartan es la siguiente
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Si(a(t),A(t)) € G, t e I es una referencia movil a lo largo de la curva
a (t), entonces

(@' (t), A" (1) = (a(t), A(t) Qc (a’ (), A" (¢))
que se puede desdoblar en

d (t) = SO0 (t) A; (t) con ©F (t) = O (d (), A'(t))
A'(#) = A()Q(#) con Q(t) = Q (A (1))

Mis general, si F' : S — G es una aplicacién diferenciable, F' (s) = (a (s), A (s)),
entonces la derivada de Darboux de F' es

F*Qg = (Olw) € Q' (S, g)

donde 6', wi € Q! (5) tienen la siguiente interpretacion

do = Y 0'A; (4)
dAj = Zw?Ak

en donde da, y dA; son las diferencialesde las aplicaciones a, 4; : § — R3
Tomando F' =id : G — G queda

da=>"0O%A,; (5)
dA; =" Q;?Ak
9.0.4. Ecuaciones de Maurer Cartan.

Las ecuaciones de Maurer-Cartan se obtienen por manipulacién formal de
(5) al imponer: d?a =0, y dzAj = 0 el resultado es el siguiente:

A0’ + Y Qi N O ©)
AV + 3 QL AQE =0

Naturalmente estas ecuaciones se transforman por pullback en
o’ + 3w A ejk: 0
3 X3 J—
dw’ + > wi Awi =0

cuando se toma F : S — G.

9.0.5. Referencias adaptadas.

Es nuestro propdsito establecer en esta geometria un teorema de clasificacion
de superficies f : S — FE segun distintas versiones y compararlos.

Una referencia de orden cero a lo largo de f es U : § — G aplicacion
diferenciable con U (s) = (f (s),U (s)). Si U*Qg = (flw) € Q* (S, g), se tiene
por (4)

i = > 0'U; (8)
av; = > Wkl

y podemos conseguir #% = 0, si tomamos (Uy(s), Us(s)), generando f, TS, para
todo s, o de forma equivalente

U(s). (10, 1) = [U () (10, 22l = (U1 () U ()] = FuTS
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. Por tanto 6° = 0 es el criterio de las referencias de orden 1 o (1-adaptadas).
La primera de las ecuaciones (8) se escribe ahora para cada s € S, £ € TS

f£=0" () Ui () + 67 (&) U2 (5) (9)

lo que indica que f, (01, 92) es base dual de (U, Us).
Por otra parte el vector U3 = N o f siendo N el vector normal unitario a
M = f(S5). La segunda de las ecuaciones (8) se escribe en forma matricial:

0 —w? —wd
1 i
(dUy,dUs,dUs) = (Uy,U,Us) | wi 0 —wi (10)
wd Wl 0

10. Meétodo clasico.

10.0.6. Aplicacién de Weingarten.
La primera de las ecuaciones (7), do’ + > wé» A6 =0 aplicada a 0° = 0, da

WA FWINGP=0

y aplicando el lema de Cartan se concluye que existen funciones [;; : S — R
diferenciables con [15 = l3; de forma que

3 1
wl l11 l12 9
= 11
(4)=(a ) (%) w
La segunda de las ecuaciones (7), dw? + Y wj, Awh = 0 da ahora para i = 1,
j=2:
dw? = —w3 ANwi = —K0' N 6? (12)
donde K = (K o f) = det () es independiente de la referencia 1-adaptada,
v Kpr o M — R es la llamada curvatura de Gauss que solo depende M. De hecho
(I35 (s)) es la matriz, de la aplicacién lineal (llamada aplicacién de Weingarten)
—dN : Tf(S)M — Tf(S)M en la base (Ul, Ug)s.
En efecto, para & € TsS, se tiene

2
Iy 1 o'

— (Ula UQ)S 11 12 )
b 2 )\ 07 ),

10.0.7. Formas Fundamentales.

N = —a© =00, ().

Sea gg el producto escalar ordinario de E = R3. Si f : S — FE es una
superficie, M = (f : S) entonces

2

[rgp=gr =Y db' @db’ (13)
1

es la Primera Forma Fundamental y transforma a S en una superficie riemanni-
ana abstracta. Ademds si N es campo normal unitario a M, la aplicaciéon —dN :
TtsyM — TysyM induce por pullback un tensor —f*dN = Ly € %1 (S), que
da lugar al endomorfismo simétrico Ly (s) : TsS — T,S, para todo s € S, que
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es la aplicacién de Weingarten. El tensor covariante simétrico gy —equivalente a
Ly es

hy=gr(Lp,e)=> 100 @67 (14)

y se denomina Segunda Forma Fundamental, y viene determinada salvo el signo

10.0.8. Teoremas de congruencia: Versién 1

La solucién al Nivel 1 del problema de clasificaciéon de superficies euclideas
viene dada en el siguiente.

Teorema 10.0.8.1 Sean f,f: S — E son superficies. Entonces:
1. Si existe (a; A) € G con f =a+ Af entonces g5 = 97 Y £hy = £hy

2. Sigr= g7 Y thy = :I:hT, supuesto S simplemente conexo, existe (a; A) €
G con f=a+ Af.

Demostracion. 1. Si f = a+ Af , entonces a partir de una referencia mévil
adaptada a f, U (s) = (f (s),U (s)) s € S se construye U (s) = (f (s),U (s)) =
(a;A)U(s) = (a+ Af(s),AU (s)) que es referencia adaptada a f.y resulta
U0 = (flw) =T Q = (0]w) las igualdades (13) y (14) .aplicadas a f y f
garantizan g¢ = g3, y hy = hy.

2. Supuesto que hy = h? (eligiendo adecuadamente las normales N y N)

como gy = gy, podemos construir (91,02) con
2 . .
gr =97 = Zd&l ® db*
1

de forma que f, (91,92) sea base dual de (Uy,Us) y f. (01,92) es base dual
de (Uy,U3). y las correspondientes referencias méviles U = (f, Uy, Uz, N o f),
U= (7, U,Uy,No 7) sean referencias méviles. Sea U*Q = (0|w), U= (§|w)
De momento tenemos # = 6. La Hipétesis hy = h? implica por (14) que
(Lij) = (i) y por (11) se concluye w? = @?. Finalmente la identidad de mas
adelante (15) da lugar a wl = w3, por tanto w = w, U*Q) = U Q. Por el Teorema
Fundamental, se concluye que existe (a; A) € G, con U (s) = (a; A) U (s), y en
particular f =a+ Af. m

La solucién a Nivel 2 pretende responder a la pregunta siguiente:

Supéngase (S, g) superficie riemaniana abstracta, y sea h € TJ (S) un tensor
2-covariante simétrico en S. ;Que condiciones deben verificar g y h, para que
exista f: S — E superficie tal que g = gy y £h = £hy ?

Observacién 10.0.8.1 El punto crucial es que los datos g y h son suficientes
para reconstruir una (Olw) € Q' (S, g) que en el caso g = g5 y h = hy coincide
con el pullback U*Qq para cierta referencia mowvil adaptada a f.

En efecto, supuesto S paralelizable, podemos elegir 6*,6° € Q! (S) con g =
Z? db* @ do'. La expresion de h serd de la forma h = Zlijé?i ® 607 con ljs =

l21, y la igualdad (11) permite determinar w3 = —wi y w3 = —w3. Nos falta

atin conocer w? = —wh = MO + X\o0?. Usando dos primeras condiciones de

integrabilidad (7) tenemos:

ot = —0> ANw? =\ (01 A 6%)
do* = 0" ANw?=Xs (0" A 6?)
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de donde se despejan A1, Ao y por tanto w? que simbdlicamente podemos es-

cribirlo como: )
aer
wl=-—ws = E e 929 (15)

Por aplicacién directa del Teorema de integrabilidad, se tiene:

Teorema 10.0.8.2 Supdngase (S, g) superficie riemaniana abstracta, simple-
mente conexa, g = Z? do' ® db' y sea h € %9 (S).La condicion necesaria y
suficiente para que exista f : S — E superficie tal que g = g5 y £h = £hy es
que la 1-forma (0|w) € Q' (S, g) construida en la observacion 10.0.8.1 verifique:

1. La ecuacion de Gauss: dw? = det (1;;) (91 A 02)
2. Las ecuaciones de Mainardi-Codazzi:

dw$ + w3 Aw? =0
dw3 — w3 Aw?=0

Por supuesto, es posible que datos iniciales diferentes (g, =h) y (§, :I:E) sobre
S, verificando las condiciones 1 y 2 proporcionen soluciones respectivas f : .S —
Evy f:8 — E que den lugar a la misma clase de superficie, es decir, existe
(a; A) € G con

fo¢ =a+ Af para cierto difeo ¢ : § — §

La solucién del problema a Nivel 8 exige fijar las parametrizaciones geométri-
cas en torno a cada punto construidas a partir de una familia mds restringida de
datos iniciales sobre discos de R? de forma que cada germen geométrico [M, a]
de superficie proceda de un unico dato, o en todo caso, disponer de un criterio
algorftmico computable para reconocer cuando dos datos dan lugar al mismo
germen..

Todo esto requiere la presencia de las referencias adaptadas al segundo orden.

10.0.9. Referencias de Frenet

Sea f: S — E una superficie. Para cada s € S —dN (s) : TyoyM — Ty M,
es un endomorfismo simétrico en el plano vectorial euclideo T’ (5 M. Por élgebra
lineal elemental, se concluye que —dN(s) tiene autovalores reales k' (f (s)) =
k3(s), k2 (f (s)) = k3 (5) y existe una base ortonormal (U (s), Uz (s)) de Ty M
con —dN (U; (s)) = k% (s) Ui (s).

Observacién 10.0.9.1 Nétese que k', k? son funciones de M con wvalores
reales, y ademds definen (salvo un signo) invariantes escalares euclideos, y se
denominan curvaturas principales. Asimismo U; (f (s)) = U; (s) define sin am-
bigtiedad un campo de vectores en M. Son los campos unitarios principales, y
{xU;,£Us} constituye un invariante euclideo.

Si k} (s) # k7 (s) Vs, diremos que M es genérica.

En este caso la eleccion de la normal N, adecuada permite exigir

k?’ < k‘} que

se transforman ast en autenticos invariantes euclideos (con signo incluido).
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Si M es genérica, es posible elegir U; (s) diferenciablemente y construir
U=(f,U1,Us,Us = N o f) que se denomina referencia de Frenet. La derivada
de Darboux U*Q¢ = (0|w) se llama forma de Frenet, que vale entonces:

ot 0 —w? —k191
0=\ 6 |,w=| w? 0 —k262 (16)
0 kLo k367 0

(se denomina a esto matriz de Frenet) ya que por (11) es

(2)-( %) (%)

10.0.10. Parametrizacion Geométrica.

w

Fijemos S una bola abierta de R?,con coordenadas (sl, 82)2

Proposicién 10.0.10.1 Sea M una superficie del espacio afin R3 y sean Uy, Uy
campos tangentes a M, definidos sobre un cierto abierto de M y linealmente in-
dependientes en algin punto a del mismo. Entonces existe una parametrizacion
©:S—M, en torno a a de forma que U; o ¢ = f;0¢/0s" siendo fi, fa

R* funciones diferenciables (81,82)

Aplicando la proposicién anterior a los dos primeros vectores (Uy, Us) de una
referencia de Frenet, U = (Uy, Ua, Us) definida en un entorno de un punto a €
M, se deduce la existencia de una parametrizacién ¢ : S. — M con ¢ (0,0) = a,
y

gy = grds* ® ds? +ggds ® ds?

hy = kLgids' © ds' + k2 gyds? ® ds? (17)

ya que en la matriz U*Q¢g = (f|w) de la referencia de Frenet U = (¢, U1, Ua, Us)
se tiene ' = \/Edsi para ciertas aplicaciones diferenciables g; : S, — RT.
Llamamos a ¢ parametrizaciéon adaptada por a.

Sip:S. — M es otra parametrrizacién adaptada entonces las ecuaciones
del cambio de coordenadas serfan:

y de la identidad
B(¢" (s',5%) 0% (s',5%) = 0 (s",57) (18)

se deduce

2
g 0
asl Z:: ? (19)

Finalmente del hecho de que dp/ds’ y dp/05" sean proporcionales a U; se
concluye que

99" 0¢°
952 dst
y por tanto
¢' (s',5?) = ¢" (") .con ¢' (0) = 0. (20)

Por otra parte, este tipo de cambio de variable permite obtener todas las
prametrizaciones @ : S, — M adaptadas por a.
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Lema 10.0.10.1 FEziste una parametrizacion adaptada ¢ : S — M por a, de
manera que (ver (14)) se tenga

gi(0,5%) = g; (31,0) =1 (21)

Demostracién. En efecto partiendo de una parametrizacién adaptada ¢ :
Se — M por a, y en vista de las férmulas (19) con la restriccién (20) podemos
hacer el cambio de variable 5 = ¢' (s*) para obtener @ (5',5%) verificando (18)

y se tiene
N\ 2
09"\ _

por lo cual,‘para conseguir g,(0,s?) =7, (81, 0) = 0 basta tomar

6" (s1) = [ g1 (5,0) "2 ds
0 (%) = [ g2 (0,5) /% ds

]

Se dice entonces que @ es una parametrizacion geométrica de M por a (breve-
mente ¢ es PG por a).

Si ¢ es PG por a € M, entonces ~¢ definida por

~ 1.2 1 2
¥ ( S ) = (_S y —S )
es también una PG por a, y se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 10.0.10.2 Sea M superficie genérica y a € M. Si ¢, 1 son dos
PG por a, entonces o bien b = ¢, o bien ¥ = "¢ en la interseccion de los
dominios.

10.0.11. Teoremas de Congruencia: Versién 2.

En lo que sigue, todas las superficies se consideran genéricas. supongamos
(M,a) y (M,a) superficies punteadas.

Podemos preguntarnos primero cual es la condicién necesaria y suficiente
para que las funciones diferenciables g1, g2 : Sc — R verificando (21) y k', k? :
Se — R con ’k2’ < k' definan un germen geométrico.

En este caso, tomando h; = kg1, hy = k2g;tenemos sobre S,, las formas

g = g1ds' @ ds' + gods® @ ds?
h = hids' @ ds' + hods® ® ds?

y se aplican las condiciones de compatibilidad dadas en el teorema 10.0.8.2.. Se
obtiene entonces:

Teorema 10.0.11.1 Sean g1,92 : S. — R wverificando (21) y k', k? : S. — R
con |k2\ < k' funciones diferenciables. La condicién necesaria y suficiente para
que exista ¢ : Sc — E PG de ¢ (S:) por ¢ (0,0) con g, = g1ds’ @ ds' + g2ds* ®
ds?, hy, = k'gids' ® ds' + k?gads® ® ds? es que se verifiquen las relaciones
(condiciones de integrabilidad):

a) La ecuacion de Gauss

2,/9192 | 0s® \ /9192 0st \' /9102
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b) Las ecuaciones de Mainardi con H = % (kl + k2), hi=k'g1, ha = k%go

o)

h

1 Oy
ds2 T Qs? 23
VBB )

Observacién 10.0.11.1 Los datos iniciales del teorema pueden reducirse a dos
funciones g1, g2, verificando (21) y otra k' . La ecuacion de Gauss (22) permite
calcular la Curvatura de Gauss K = k1ks en funcion de g1 y g2, y "despejar”
k? = K/k*. Por otra parte las ecuaciones (23) también se escriben

K 8521 _ 2 ( 1)291
d9s2 (( 23)22 ) ,
F) 1¢) k g2
K% = 951

Nos preguntamos si hay algin procedimiento algoritmico para saber si a y
@ admiten entornos congruentes.
Una posible respuesta la proporciona el siguiente resultado:

Teorema 10.0.11.2 Sean [M,a] y W, E] dos germenes euclideos de superficies
en E, con ¢ :S. — M, y % :S. — M las correspondientes PG de M y M
por a, y a respectivamente. Pongamos g, = Zgidsi, 97 = Zﬁidsi. FEntonces
[M,a] = W,E], st y solo si

1. D=9, 0= "¢ enSs para cierto 6 < e.

2. Supuesto por ejemplo © = ¢ en Ss, se debe verificar (en Sg) :

91 =701, 92 =G, ks = k&

11. Meétodo de las ecuaciones reducidas.

11.0.12. Accién sobre las escamas de segundo orden

Tal y como se vi6 en el epigrafe 9.0.2, la accién de
SOB)=Gy={A4,=(0;A4): A€ SO3)} C G
sobre Ga 3 ~ Go (mg) ~ Gy (T,E) = G3 (E, 0) es la natural,
A X1, Xo] = [AX1,AX5], A€ SO3), [X1,X2] € Gas

y resulta ser transitiva. Se habfa fijado w! = o' = [I1, I3] como origen, y el
grupo de isotropfa de o' resulta ser

O(2)=G1:{A1: (0,(61 o )) :AeO(Q)}

asf una referencia U (s) = (f (s),U (s)) de orden 1 en la p-variedad f: S — E
debe verificar U (s) . [I1, I2] = f TS, que equivale a que U (s) = (U1 (s), Ua(s)),
genere f,TsS.

Desde el punto de vista de los fibrados de escamas, esto se ve asf:

Para cada [ = (I1,ls) € R? se considera la parametrizacién ¢, : R? — E de
la grafica de la funcion z = {; (z,y) = l1z + lay, dada por

Cl (.’E,y) = <x7y7Cl (.’E,y))
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y la aplicacién
RQ . gl (E, 01)
! 95 G
define una parametrizacién local de G! (E, 0) que asigna a o' coordenadas (0, 0).
Observacién 11.0.12.1 FEn lo que sigue, y para descargar notacion, suprimi-

mos el subindice 2 de G& (E) para denotar los fibrados de escamas de superficie
de orden superior, que serd en su ausencia sobre entendido.[3]

Ansglogamente para cada ¢ = (q1, g2, q3) € R? se considera la parametrizacién
Cq R2 - E
(o (@,y) = (,9,¢, (z,9))
de la grafica de la funcién z = ¢, (z,y) = @122 + 2¢22y + g3y, Identificando

»)

Cq(w,y)Z(:v,y)q< “; >

Si ¢, = ¢ + ¢, la aplicacién

queda

RZxR?* — G?(E,o0)
(Lg) — 9%C,

define una parametrizacién local de G3 (E,0), en un entorno de o'. En estas
coordenadas la proyeccién G3 (E,0) — Gi (E,0) viene dada por la proyeccién
canoénica

R? x R3—=R?, (1,q) — 1

Por tanto, la aplicacion
R3 — g2 (E701) y 4 — go

define una parametrizacién global de G2 (E ( )
La accién G1 x G2 (E, 01) — G2 (E 01) puede entonces describirse asi:

Dada la escama gggﬁ de coordenadas ¢, y A € O(2), para calcular A~ 1.9055,
hacemos sustitucién formal en la igualdad Z = (7 (%,y) de 7,7, % por

(A 0 *
“\ 0 deta Y
A

de forma que si ¢ son las coordenadas de A_l.ggé son ¢ = (det A) A'GA. Por
tanto

v < g

A.gggq gogq con 7 = (det A) AgA' = +£AqA"

Formalmente por tanto debemos analizar la accién
0(2) x R* — R?, A.q = (det A) AgA" (24)

bien conocida del dlgebral lineal.
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Una seccién de la accién (24) viene dada por

. 0
w2 :{(%1 T2>:|r2|<r1}

que se corresponde para Q(Tl ry) = riw? + roy?

02 — {gg (E(m,m)) s re| < 7‘1}

Una escama o € G (E), se dice genérica si Ao =0 = A= 1 donde [ € G
es el elemento neutro. Sea

Gen (QS (B))={o€ g,’; (E) : 0 es genérica}

Resulta ahora que la familia G.0?? es la familia de escamas genéricas de
orden 2. Obsérvese ademds que:

R1) No existen escamas genéricas de orden inferior a 2, es decir:

Gen (91 (E) =2

R2) Las escamas genéricas de orden 2, G.0** = Gen (Gi (E)), forman un
abierto denso del espacio total G2 (E) de escamas de orden 2.

Por esto decimos que la geometria afin euclidea es (2-)regular de orden 2.

Una superficie f : S — F se dice genérica si g2 f es genérica para todo s € S,
y se denota por F., de superficies genéricas de F, que constituye una familia
regular.

11.0.13. Caso genérico.

Fijado un punto f (s) de una superficie genérica M = (f : S) sumergida en
E, queda determinada una tnica referencia de Frenet

U(s) = (f(s);Ur(s),Ua(s),Us(s)) € G

con U (s)_1 gif =g (\P(Tl(s),rz(s)o, para (r1 (s),7r2 (s)) € W22, con

\IJ(T177’2) (ZL’, y) = 7”1:[:2 + 7“292

Todo lo anterior podemos replantearlo admitiendo que hay una funcién difer-
enciable ¢ = ((s,X,Y) con valores reales definida en un entorno de Sx (0,0)
en SxR?, tal que en las coordenadas (X (s),Y (s),Z (s)) respecto a U (s), la
superficie M se ve como la grafica de una funcién de la forma

Z(s) =C(s,X(s),Y (s)) (25)
y verifica para todo s € S.
0= C (8,07 0) = CX (87 Oa 0) = CY (Sa 0,0) = CXY (Sa 0; 0) (26)

se consideran entonces las funciones diferenciables b;, ¢;, dj, : S — R definidas
por:

2bo = (xx (5,0,0) 2b1 = Cyy (5,0,0)
6COZCXXX (570,0) 601:CXXY (8,0,0)
6C2 = CXYY (S 0, 0) 603 = CYYY (8, 0, O)

24dy = Cxxxx (5,0,0) -+ 24d3 = (yyyy (5,0,0)
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por tanto, Z = ((s5,X,Y) = X+ b Y%+ coX3+ 1 X2V + XY+
63Y3—|- d0X4—|— d1X3Y—|— d2X2Y2+ d3XY3—|— d4Y4 —|— e

Las funciones b; c¢; son en realidad f*b; = b; o f, f*c; = c¢j o f. y pueden ser
consideradas, funciones en M, y constituyen de hecho un sistema de invariantes
escalares. Probaremos que se trata de un sistema completo de invariantes, y
determinaremos las relaciones de integrabilidad.

Para ello tomemos un punto fijo P de M, con coordenadas (z (s),y (s),z (s))
respecto a U (s). La idea clave, es que entonces se tiene para todo s la identidad:

P=f(s)+(U(s),Ua(s),Us(s)) | y(s)

y diferenciando ambos miembros se obtiene por ser P un punto fijo:

T dx
Ozdf+(dU1,dU2,dU3) Yy +(U1,U2,U3) dy
z dz

Usando ahora las férmulas (9) y (10) podemos escribir (Uy, Uz, Us) .

o dz 0 —-w? —w} x
0 |+ dy |+ wi 0 —wi y =0 (27
0 dz wd o wl 0 z

Por otra parte, como P € M, a partir de (25) se concluye que para todo s
se verifica la identidad:

z(s) = C(s,2(s),y (s)) (28)

A partir de aqui, fijamos s € S, y sean (z (s),y (s), 2 (s)) = (x,y, z) las coor-
denadas de P respecto al sistema de referencia U (s). También fijamos una curva
a(t),enS, con a(0) =s,y o (0) = & € TS. La igualdad (27) particularizada
en & € T3S da:

dx = —0'+wly + wi( (s,%,y)

dy = -0 —wix + w3 (s,x,y) con (29)
dz = —wix — Wiy

dx = dz (£) = (z o) (0)

dy =dy (), dz = dz(§) (30)

UJ; :w§ (g)a C(t,x,y)ZC(a(t),X,y)

diferenciando y aplicando a ¢ ambos miembros de (28) queda: —w3ix — wiy
:Ct (07 X, Y) + CX (57 X, Y) dx-+ CY (57 X, y) dy = Ct (07 X, Y) + CX (S, X, Y) (_01+w%y + w?C (57 X, Y))
+¢y (s,%,y) (—02—w%x +w3( (s,x,y)) y al mover P en M, se concluye que
la igualdad es vélida para todo (x,y) de un entorno de (0,0) € R2. Derivando
los dos miembros de (11.0.13) respecto a x, particularizando para (x,y) = (0,0)
y teniendo en cuenta (26) queda

—w} = 4 (0,0,0) — {x x (5,0,0) 0"

pero nuevamente por (26)

d d
= — t = — =
Ctx (0’ 07 0) dt o CX (a ( ) ’ Oa 0) dt o 0 0
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ademds de la definicién de by se concluye w?$ = 2b, (s) @*. Dado que el resultado
vale para todo s y todo £ € T3S, se concluye:

w? = 2by6"

Procediendo de forma andloga con las derivadas sucesivas de (11.0.13) hasta el
orden 3, se obtienen, segin se indica, las siguientes condiciones:

[z] wil)’ = 2hy0"

[y] WQ = 2b,0°

zy) [ wf= 5250 + 206

7332} db() = 3009 + 6192

y?] | db = CQal + 3c36° (31)
_x?’} deo = ciw? — 203w? + 4do0* + d16?

°] | des = —cow? — 2b1w2 + d30" + 4d,0°

[22y] | dey = (=3co + 2¢2) w? — 2bobiwd + 3d, 0" + 2d267

_y2:13- dey = (303 — 261) w% — Qboblw‘;’ + 2d291 + 3d392

Las ultimas condiciones se pueden desglosar en componentes sobre {91, 92} obte-
niendose:

co = 3bo1
c1=boy
’ 32
Cy = 51,1 ( )
c3 = $b1
do b Sy - L b
0,11 0 4 bO — b1
1 bo 2b1 1 b0.2
dy = sho s — 22001 _ 1 bo,i — 2b :
1= g0 =y 3021+ (01 1’1)b0—b1

bo,1b1,1 — 267 263 5 — b1,2bo .2

dy = 4bob? + by 22 + = 4b3by + by 11 +

bo — by B ’ bo — b1
b1 1 b1,1b0,2
ds = =b 202 — b L py gy 4 2202
3112+3( 0,2 — I’Q)b()—bl 31,21—&-{)0_131
;1 b1,

1
dy = —=by 22 +b] + ———
Y sabiendo que la diferencial segunda ya es cero, queda
o = bo 191 A 62
o = 520" N O°

Las igualdades encontradas para d; y d3 resultan ser identidades; no asf para
ds que resulta:

bo,1b1,1 + b1,2b02 — 2(b3 5 + b7 1)

4bobi (bo — b1) = bo 22 — b111 + b
o0 — b1

(33)

Observaciones:
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1. Las condiciones [z] y [y] expresan que 2by y 2b; son exactamente las cur-
vaturas principales ki y ko establecidas en la observacién 10.0.9.1, y de-
terminan w$ = 20", y wi = 2b,6°.

2. Suponiendo que
rango {dby, db1, dcy, dcy, dca,des} = 2 (34)

las condiciones (31), permiten calcular 0' y 62, conocidos by, b, co, ¢1, Co,
c3. En efecto, las condiciones [:E2] y [yﬂ se escriben:

dbo o 300 C1 91
( db1 ) o ( Co 303 ) < 92 <35)
lo que permite en general despejar de aqui o', y 62, cuando rango {dby,db, } =
2. Pero en todo caso la condicién [zy] da

2 C1 1 C2 2
= 0
w7 — + — 0 (36)

Esto nos permite escribir el resto de las ecuaciones como combinaciones de
0' y 6% y depejarlas de dos de ellas en virtud de la condicién (34). Queda
asf determinada toda la matriz de Cartan (16). Esto demuestra con ayuda
del Teorema Fundamental que en efecto {by, b1, c1, c2} constituye un
sistema completo de invariantes.

3. Supongamos que sobre S nos dan funciones by, b1, co, c1, c2, c3, que ver-
ifican las condiciones auténomas y la (34). Podemos reconstruir entonces
una matriz de Cartan (16) usando las definiciones dadas por [z], [y], [zy].
Probaremos que se verifican las ecuaciones de Maurer-Cartan. Por el teo-
rema Fundamental quedaria determinada entonces salvo congruencias una
Unica superficie f : S — F que da lugar a tal sistema de invariantes.

Por un lado las igualdades ya garantizan las ecuaciones de Mainardi-
Codazzi
dwd +wi Aw? =0, dwd — Wi AW? =0

En efecto, se tiene por ejemplo

% (dw:f +wi A w%)
= d(bo0") + b1 (0° Aw?)

(dbo A" + by A dO") — by df*
= —c10" N0+ (bg —by)dO' =0

Tambien se verifica autométicamente la ecuacion de Gauss dw? = —w$Aw3
que ahora se escribe:

dw? = —4boby (0" A 6?) (37)
En efecto, diferenciando ambos miembros de la condicién [xy] queda

(dby — db1) Awi + (bo — b1) dw?
= dey A0+ des A 6% + c1dBt + cod?
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Sustituyendo ahora dbyg, dby, dey, deg por sus valores en (31), y usando que-
da

((360 - 62) 91 + (Cl - 363) 92) /\w% + (b() - b1> dwf
= (*300 + 202)0)% A 01 + 4b0b%91 A 02 +
(3¢5 — 2¢1) w? A O — 4b2b10" A 62

dejando ahora solo en el primer miembro el sumando que interesa queda:
(bo — b1) dw% =

2 09l 2 p2 _ E+3\ 1, 2
Cowi N\ 0 cawi A 0° + | 4bgby (bl bo) + b b 0" NO
0o— V1

Finalmente, de (36) se concluye

2, 2
LGt %,

A 6?
0 — b1

cow? AT — W NO* =
que al sustituirlas mds arriba reproduce la férmula de Gauss (37).
En consecuencia, las condiciones de integrabilidad, se reducen a las condi-
ciones auténomas extraidas de (31), y la condicién de rango (34).

(Chapter head:)Superficies equiafines

En la referencia bibliografica [7] (pg 193) se encuentra el siguiente teorema
expresado siguiendo la notacién de [8]:

Sea M una 2-variedad orientada, conexa, simplemente conexa,(o lo que es lo
mismo, las funciones siguientes son locales) con una métrica riemaniana <, >€
DY (M) y un tensor simétrico y totalmente simétrico S € D}(M) que verifiquen

cS=0

d[C(divII ® IT) — div(divII)] =0

siendo C' la contraccién métrica y 1T € D§(M) métricamente equivalente a S.
Con esta construccién existen:

1.
2.

4.

Jec*(M) [/ J=3CUIeII)

H e C>®(M) |/ dH = C(divII ® II) — div(divII) que en coordenadas
resulta

(divIT)i; = 95, +T%, S0 TS — F%gfm

dH; = g™ [(divI])imSh; — O (divIT)im + T (divI ) + TV, (divIT)y]

T € DIM) |/ T = divS — H E, siendo E, € Di(M) el tensor de
evaluacién, con lo que H = —%C’T

KeC®M) /| K=detT

Teorema 11.0.13.1 Hay una inmersién f : M — R3 tal que <,>= f*T
IT = f*IT siendo I, ZZ la primera y segunda forma equiafin de f(M) como
subvariedad de R3
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(Chapter head:)Alfabeto griego
El alfabeto griego empleado es el siguiente:

a alfa n eta I mu T tau
B beta & i v nu v ipsilon
v gamma 6 theta o omicron ¢ fi

0 delta ¢ iota T pi X ji

€ épsilon Kk kappa p rho P pSi

¢ szeda A lambda o sigma w Omega
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