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Resumen

Una conexiodn lineal V en una variedad diferenciable M asigna de forma natural
a cada curva regular v : I — M una ley de derivacién V7 /dt : X(v) — X(v) so-
bre los campos a lo largo de . Se denomina conezxidn (a lo largo de ) inducida
por V.

Supoéngase ahora que la conexién V es compatible con la G-estructura p : B —
M. El transporte paralelo de referencias a lo largo de curvas + inducido por
V7/dt permite construir mediante un proceso bien conocido, aplicaciones de
elevacion entre los espacios tangentes de M y de B, que determinan completa-
mente V.

Concretamente, Vo € M,Vb € p~1(x), el espacio vectorial T, M es linealmente
elevado, a través de /-@bv : T.M — TyB, a un subespacio horizontal ’HbV c T,B
suplementario al subespacio vertical V, del fibrado B.

De forma andloga, si C = {¢?*fg / f: M — R diferenciable} es una estructura
conforme riemanniana sobre M, hemos encontrado una forma natural de asig-
narle a cada curva regular v : I — M una conexién D7 /dt (a lo largo de 7) que
sélo depende de la estructura conforme C. Esta conexién viene definida por la
condicién de coincidir con la inducida a lo largo de v por la de Levi-Civita de
cualquier métrica conforme g € C que tenga a v como geodésica.

Se demuestra que D7/dt estd bien definida, y que para todas aquellas g € C
que hacen a 7 curva unitaria, D7/dt es andloga a la cldsica conexién de Fermi-
Walker usada en relatividad. Esto justifica el hecho de que llamemos a D7 /dt
la conexion de Fermi-Walker a lo largo de « inducida por C.

Es claro que la conexién de Fermi- Walker asociada a la estructura conforme
no se corresponde con ninguna conexién lineal en M; sin embargo, usando el
transporte paralelo de referencias a lo largo de curvas regulares - inducido por
D7 /dt, es posible construir aplicaciones de elevacién al fibrado B = CO(M) de
referencias conformes. Estas elevaciones aparecen ahora definidas sobre el fibra-
do tangente de segundo orden T2M de M, de modo que Vo € M, Vb € p~(z),
tenemos una inyeccién:

Kp = ng :T2M — T,CO(M) tal que p, o ky = qy : T2EM — T, M
verificando la siguiente condicién de compatibilidad con la accién del grupo
Kb.a = KR, (b) = Rax 0 kb, Yo € CO(m).

El espacio horizontal H, = Hg =Im /-zg C T,CO(M) se puede obtener como
unién de suplementarios del espacio vertical V,, de T,CO(M) de la siguiente
forma:
Si g € C se denota

k) = ky : TeM — T,CO(M)

y ‘H{ =M} siendo V la conexién de Levi-Civita, resulta entonces que

Hf = U H

ge C
y Hf es por tanto la unién disjunta de los distintos subespacios horizontales de
métricas conformes. Por otra parte, /{g reune la informacién a través de T2M de

las distintas elevaciones xj : T, M — T,CO(M), correspondientes a las metricas
gecC.



En definitiva, por medio de la conexién de Fermi- Walker asociada a la estructura
conforme C, llegamos a la obtencién de una familia de elevaciones horizontales
{/ig }eeM,beco(), due nos ofrece una manera alternativa de describir y estudiar
la estructura conforme C en M.

Por ejemplo, la conexién normal de Cartan (y por tanto el tensor de curvatura
de Weyl), puede obtenerse a partir de esta familia de funciones de elevacién
asociada a C.

La clave estd en el hecho de que la familia {nf}me M.,beCO(M), Permite describir
(en cada punto b de CO(M)) el haz de subespacios horizontales posibles para
conexiones simétricas en la estructura conforme, que se identifica con la primera
prolongacién CO(M); de CO(M), y este subfibrado CO(M); de L(CO(M))
determina completamente la conexién normal de Cartan (y la curvatura de
Weyl).



Parte 1

Elevacion de la conexion de
Fermi-Walker al fibrado de
referencias conformes.

1. La conexién de Fermi-Walker en un espacio
conforme

Partiendo de una estructura conforme Riemanniana C en la variedad M se
llega a definir una ”conexién” especial, que llamamos conexién de Fermi-Walker
por estar relacionada con la designada por el mismo nombre en Relatividad
General, y que asocia a cada curva regular v : I — M una regla de derivacién
D/dt sobre campos a lo largo de ~. El término conexién estd aqui utilizado en
un sentido amplio puesto que no hace referencia a ningin operador covariante
de derivacién sobre los campos de M. No obstante, un hecho importante, y que
juega un papel decisivo, es que localmente D/dt coincide con la derivacién a lo
largo de curvas dada por las conexiones de Levi-Civita de métricas compatibles
de C. De este modo, la conexién de Fermi-Walker compartird algunas de las
propiedades de tales conexiones lineales simétricas.

1.1. Desarrollo preliminar

Un espacio conforme (M, C) consta de una variedad diferenciable M conexa,
con dimensién m mayor o igual a dos, dotada de una estructura conforme C.
Recordemos que C viene determinada por una métrica semi-riemanniana g en
M, y se identifica con la clase conforme de métricas

C=1{e*)g / f: M — R diferenciable }

Las métricas pertenecientes a C se denominan métricas admisibles o compatibles
con C.

En adelante trataremos sélo con espacios conformes riemannianos, es decir,
aquellos cuya estructura conforme C esté determinada por una métrica rieman-
niana g en M.

Naturalmente, la estructura conforme C es heredada por abiertos U de M,
y su restriccién se denotard por el mismo nombre. Si g es una métrica definida
sobre U escribimos Dom(g) = U, y si es compatible con C escribiremos por
abuso g € C.

En general, una curva v : I — M se dird que es un reloj si P = ~(I)
es subvariedad regular de M y +/(t) # 0 para todo t € I, es decir, v es una
inmersién. Por lo tanto, si v es un reloj, se tiene que g(v'(¢),~'(t)) > 0, Vt € I,
Vg € C. Sig € C, diremos que 7y es un g-reloj siy(I) C Dom(g),y g(v/'(t),7' (t)) =
1, Vt € 1. Si ademis ~y es g-geodésica, se dird que y es g-reloj geodésico.

Una sincronizacién para un reloj v : I — M, es una submersién T : i/ — R
(U abierto de M, v(I) C U ) verificando las siguientes condiciones:

(a) T(y(t)) =t, Vt € I,
(b) Sy = T~1(t) es hipersuperficie ortogonal a /(t) en el punto
(1)



Observacion 1 Si T : U — R es una sincronizacion para un g-reloj geodésico
v, entonces se tiene la identidad:

(gradyT)(y(t)) =+'(t),vt € I (1)

En efecto, ambos vectores son ortogonales a la hipersuperficie Sy en el punto v(t)
y por lo tanto resultan ser proporcionales, (gradyT)(v(t)) =k¢.~'(t). Puesto que
~'(t) es un vector unitario respecto a g, el factor de proporcionalidad k; viene
dado por:

ke = glorady TO0)/ (1) = dy T/ @) = | {Tor(0)) = G| =1

Observacion 2 Si v : I — M es un reloj, entonces, para cada T € I podemos
tomar un intervalo abierto I conT € I. C I yun abiertoU, de M tales que U;N
Y(I) = v(I-), de modo que v, =~ | ; : 1. — M admite una sincronizacion
T, : U, — R. Para ello basta tomar U, un dominio de carta con coordenadas
locales ¢ = (zt,...,2™) : Uy — U™ tales que U;N v(I) se corresponda con
U™N{R x(0,...,0)} C R™ y definir T, : U, — R a través de su expresion en tal
carta (z',2%...,2™) — (poy)~1(2',0,...,0) € R.

Lema 1 Sean g, g € C, cong = e*/ g para cierta f € C*(M) y supéngase V la
conezion de Levi-Civita de g. Entonces, si A = grady(f) € X(M), la conezidn
V definida por la identidad

VxY =VxY +X(f)Y +Y ()X —g(X,Y)A (2)
para todo X, Y € X(M), resulta ser la conexion de Levi-Civita de la métrica g.

Demostracién:

Queda claro que la identidad (2) define una conexién simétrica en M, veamos
que ademds ésta verifica la condicién de compatibilidad con la métrica g.

Sean XY, Z € X(M). Por la definicién (2) de V se tiene la siguiente igualdad

9(VxY,Z) = g(VxY,Z) + X()9(Y,2) + Y ()9(X, Z) — Z(f)g(X,Y)
de modo que
9(VxY,Z) + g(Y,VxZ) = g(VxY,Z) + g(Y,Vx Z) + 2X(f)g(Y, Z)

Ahora, si desarrollemos la expresion X (g(Y, Z)) tendremos

X(g(Y.2)) = X(e*g(Y, 2)) = X {2X(f)g(Y. 2) + X (9(Y, 2))} =

= 212X ()g(Y, 2)+9(VxY, Z)+g(Y,Vx 2)} = T {g(VxY, Z)+9(Y,.Vx Z)} =
=9(VxY,Z2)+g(Y,VxZ)

Concluimos entonces que V definida por (2) es la conexién de Levi-Civita de

7.1

Proposiciéon 1 Si~y: 1 — M es un reloj, entonces:
(a) Dada una sincronizacion T : U — R para el reloj v, existe una tinica
g € C, tal que
g(grady(T),grady(T)) =1.



Ademds, grady(T) resulta ser un campo g-geodésico, y en particular v (que por
la observacion 1 es curva integral de grady(T)) es un g-reloj geodésico.

(b) Cualquier métrica g € C, tal que v resulte ser un g-reloj geodésico, induce
la misma conexion a lo largo de vy, que denotaremos por

D
—: X X().
7 X)) = X()

(c) Si v es un g-reloj para cierta g € C, la expresion de la conexién D/dt,
en funcion de la conexion de Levi-Civita V/dt : X(y) — X() inducida por g,
es la siguiente:

/

!
v
V) = 9(Vo) dZ (3)

DV VV  Vy

o =@ T

Demostraciéon:
(a) Sea § € C una métrica auxiliar con dominio . Supongamos g = e~ 2/g
para cierta f : U — R diferenciable. Como para todo campo X € X(U) tenemos

g(gradg(T), X) = X(T) = g(grad,(T), X) =

= e *Ig(grady(T), X) = gle*/ grady(T), X),

se verifica la siguiente identidad
gradg(T) :(372fgradg(T) <=grady(T) 262fgrad§(T).

Por lo tanto, se concluye que
1 _
f = 5 log(g(gradsT, gradsT)). (4a)

Probemos ahora que grad,(T) es campo g-geodésico. Como g(grady(T), grady(T)) =1,
entonces para todo campo X € X(U) se verifica:

0 = X(g(grady(T), grady(T)) =

= 29(Vxgrady(T),grady(T)) = 2Hx (X, grady(T)) =
= 2Hr(grad,(T), X) = 29(X, Vgraq,(T)9rady(T))

en donde Hr es el operador Hessiano de T?.

Se concluye de este modo que V.44, (T)grady(T) = 0y por tanto grady(T)
es un campo g-geodésico.

(b) Seag € C,yg=e?/g.Si VyV denotan las correspondientes conexiones
de Levi-Civita, por el lema anterior (2), se tiene que, siendo A = gradyf €
(M),

VxY =VxY + X(f)Y +Y(f)X —g(X,Y)A

o de forma equivalente:

VxY =VxY 4+ g(A, X)Y +g(AY)X — g(X,Y)A.

IEn presencia de una métrica g en M, toda funcién f € C°°(M) tiene asociado un tensor
simétrico Hy € TJ(M) que se define de la siguiente manera: V.X,Y € X(M)

Hy(X,Y) = g(Vx(gradgf),Y) = XY (f) = (VxY)f
Hy recibe el nombre de Hessiano de f (vedse ([2],[12])



En particular, para V € X() y denotando A = A oy € X(v), se tiene:

\Y
—V ==V +g(A" )V +g(4 V)Y —g(,V)A (5)

Supuesto que 7 es un reloj respecto a las métricas g y g, serd g(v/,7') =1 =

9(v,7) = €2 g(v',7") = €2 Tuego f(7(t)) =0y g(A,7) = (fo7) =0. Queda
por tanto .
YV vV

- a T g(A V)Y —g(v,V)A (6)
y para V =/, se obtiene
vy vy .y VY vy
&= g 0 As = - A (7)

De esta forma, si ademds se verifica que ~ es reloj geodésico respecto a las
métricas g y g, entonces por (7) se concluye que A = 0 y por (6) queda claro
que g y g inducen la misma conexién sobre ~.

(c) Supéngase ahora que 7 es un g-reloj, y un g-reloj geodésico. Entonces
V+'/dt = 0 y por definicién es D/dt = V/dt : X(y) — X(v). Por (7), tenemos
que
Aved
dt
y de este modo (6) da, de modo inmediato, la identidad (3). W

Una consecuencia inmediata de la observacién 2 y de la primera parte de
esta proposicion es el siguiente resultado, que encontramos también en [5].

Aoy=A=

Corolario 1 Si v : I — M es una curva regular, para cada T € I podemos
tomar un intervalo abierto I, con T € I, C I y una métrica g € C de tal modo
que v, = | [, €8 una curva g-geodésica.

1.2. La Conexién de Fermi-Walker a lo largo de curvas

Siy:I — M es una curva regular en el espacio conforme (M, C), en virtud
de la proposicién 1 y del corolario 1, para cada 7 € I, la conexién D/dt :
X(v,) — X(v,) dada por la férmula (3) estd univocamente determinada, y en
consecuencia se extiende rigidamente a todo v: I — M.

Esta conexién a lo largo de v, D/dt : X(y) — X(v), depende unicamente
de la estructura conforme C y recibird el nombre de conexidn de Fermi-Walker
inducida por C a lo largo de 7y, puesto que se corresponde, como justificaremos
mas adelante, con la denominada por el mismo nombre en Relatividad General
([9], [6]). Obsérvese que D/dt coincide a lo largo de «y, con la conexién de Levi-
Civita de cualquier métrica compatible que tenga a 7, como geodésica (por lo
tanto, su comportamiento local serd el de una conexién métrica).

Lema 2 Si~ : I — M es una curva regular unitaria para cierta g € C, en-
tonces, la conexion de Fermi-Walker D/dt : X(v) — X(v) verifica la identidad:

dgV,W) DV DW
y viene caracterizada por las condiciones:
Dy
T 0. (9)



DV Vv, . n_
—p = nor(—) stV e X(v)y g(V,7) =0
siendo V la conexion de Levi-Civita de g, y nor(X) = X — g(X,~')y la parte
normal de X € X(7).

Demostracion:

La primera afirmacién se deduce del hecho de que (por la proposicién 1)
D/dt es (localmente) la conexién inducida por una de Levi-Civita de cierta
g = e*fg € C que coincide con g sobre 7.

La afirmacién Dd—;yl = 0, se deduce directamente de la férmula (3) teniendo
en cuenta que es g(v',v') =1y g(v/, Vd—Z,) =0.

Finalmente, si g(V,v’) = 0 entonces (3) da lugar a la siguiente expresién

bv._wv
dt ~ dt

4
dt’

A VI A A '
V)Y = p g, o )Y = nor( dt)

+ 9(
[ |

Observaciéon 3 En el dmbito de Relatividad General (recordemos que éste se
modela en un una variedad Lorentziana (M,g)), si v es un observador (g-
reloj temporal, con nuestra notacion) y V la conexion de Levi-Civita de g, las
propiedades dadas en el Lema anterior, (8) y (9), caracterizan la denominada
conezion de Fermi-Walker a lo largo de v cuya importancia radica en permitir
definir un esténdar de no rotacion para observadores no inerciales (esto es, para
curvas no necesariamente g-geodésicas) (véase [9], [6]).

Estudiemos como queda afectada la conexién de Fermi-Walker por un cambio
de pardmetro en la curva.

Proposicién 2 Sea v : I — M una curva regular,t : J 3 s — t(s) € T un
cambio de pardmetro, yy=yo t : J — M la nueva curva reparametrizada. Sean
D7/dt y D7/ds las correspondientes conexiones de Fermi-Walker. Entonces, si
definimos para cada V € X(v) el campo V(s) = V(t(s)) € X(7) se tiene la
stquiente relacion:

at 7(s) (10)

at| d*t/ds?
ds

dt/ds

DV DV
ds Tdt

t(s)

S

Demostracion:

Restringiendo M y « si fuera necesario, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que existe una sincronizacién global T : M — R de v y una g € C
tal que g(grady(T),grady(T)) =1. Por la proposicién 1 se concluye que v es g-
geodésica (por (a)), y asi, si V es la conexion de Levi-Civita de g, D7 /dt = V /dt
(por (b)). Sea 7 : J — R definida por

dt

dt
75

7s . =) = 7(s) = —log(

(11)

Se define entonces f : M — R por:
f(z) =7(t"YT(x))), Vz € M.

Probaremos que 7 es g-geodésica para g = e*fg.



Tomando como en la proposicién 1, A = gradyf y A=Ao7y € X(®),y
usando (5), se tiene para V € X(7¥):
YV W o
=—+g9(A7)V +g(A V)Y — 97, V)A
ds ds
Si ahora tenemos en cuenta que f es constante sobre las hipersuperficies de
nivel de T, es claro que A es ortogonal a ellas, y en particular, f&s)_debe ser
proporcional a ¥'(s). En consecuencia, el vector g(A, V)7 — g(7',V)A es nulo,
y queda:

T =Tl gAY
Por otra parte, g(4,7) = (fo7), y (foF)(s) = 7(t7(T(y 0 t(s)))) =
T(t71(t(s))) = 7(s). Por tanto

VV _VV  dr

&~ ds s ()
En particular, tomando V =% = dy/ds = dry/dt.dt/ds = ~'.dt/ds, queda:
= —
vy vy dr, (13)

ds ~ ds E’y

Desarrollemos ahora las expresiones del lado derecho de esta igualdad.

VY _ VYt VOdtjds)dt  d fde) eV de
ds —  dt ds dt ds ~ ‘dt | ds ds dt 'ds
d’t dt dt _ d*t

_ 2PNy _

(dSQ(dS) fY)ds s

y por la definicién de 7 = —log(dt/ds) (11) se tiene
dr_, d*t/ds? , d*t vy
—_ = — t —_ —
ds | dt/ds dt/dsy ds? ! ds

de donde se concluye, por (13), que V7' /ds = 0, y por lo tanto 7 es g-geodésica.
Ast DV/dt = V/dt y D7/ds = V /ds. Usando ahora la férmula (12) obtenemos
de modo inmediato el resultado (10). W

Un campo V € X(v) se dird Fermi-paralelo a lo largo de v si DV/dt = 0.
Una clara consecuencia de la proposiciéon que acabamos de ver es el siguiente
resultado.

Corolario 2 En las condiciones de la proposicion anterior, si V(t) € X(7) es

Fermi-paralelo a lo largo de v(t), entonces,

() = 5| V(t(s)) € 2()

<0

lo es a lo largo de F(s) = v o t(s).

Demostracion:

Es inmediata utilizando la férmula (10). B

Dado que D/dt es (localmente) la conexién de Levi Civita de una g € C es
claro que el conjunto de campos Fermi-paralelos X| (y) = {V(t) € X(v) :
LV (t) = 0} es un subespacio vectorial real de X(7) y la siguiente aplicacién

s X100 = TyegM

Ve Vi) (14)



es un isomorfismo vectorial para todo ty € I.

Dado v € T,,)M, utilizaremos la notacién Pyv = (| |t0)_1 (W) eX vy
denotaremos por (P,v)(t) a la curva en el fibrado tangente

Pv: I — TM
t = (Py)(®)

La llamaremos curva elevacion horizontal de v por v € Ty, M.

Siendo la aplicacién (14) un isomorfismo para todo t € I, es claro que
si los vectores {vy,...,v;,} forman una base de T, to)M entonces los vectores
{(Pyv1)(t1), ..., (Pyvm)(t1)} correspondientes a sus transportados Fermi-paralelos
también constituyen una base para T’ ;,) M, y por lo tanto, a través de D /dt tiene
sentido el transporte paralelo de referencias:

Si b € LM, es decir, b = {v1,...,v,} es referencia para el
espacio vectorial T, (;,)M, su transportado paralelo se define como
la curva en LM:

(Py0)(8) = {(Pyo1)(#), - (Pyom ) (1)} € LMyt
para toda t € I.

Es mads, si de nuevo hacemos uso del hecho de que D/dt es localmente una
conexion métrica a lo largo de v para cierta g € C, es claro que el transporte
Fermi-paralelo de vectores preserva los dngulos y en consecuencia el operador
D/dt también define un transporte paralelo en las referencias conformes.

En definitiva, si b = {v1, ..., vm11} € CO(M )44, es referencia conforme de
T,y M, entonces da lugar a la curva P.b : [ — CO(M) que a cada t € [ le
asigna el elemento

(Bo0)(1) = {(By01) (1), oy (By0)(1) € CO(M)

Denominaremos a tal curva como la elevacion horizontal de v por b €
CO(M)'Y(tO)

Es claro por su definicién que la operacién de elevacién de curvas de M a
CO(M) dada por la conexién de Fermi-Walker cumple la siguiente condicién:

(Py(b- @))(t) = (P,b(1)) - @, Yo € CO(m) (15)

de compatibilidad con la accién del grupo.



2. Sobre las conexiones en las G-estructuras

La conexién de Fermi-Walker D/dt de un espacio conforme Riemanniano
(M, C), que hemos definido en la seccién anterior, es un nuevo operador que en
principio parece extrano a la teoria de conexiones lineales. En realidad, como
veremos posteriormente, va a estar estrechamente relacionado a ellas (estara
muy ligado a las conexiones de Levi-Civita de las g € C, y en particular, a las
conexiones simétricas que éstas inducen en la G-estructura CO(M)).

Desarrollamos aqui parte de la teoria de conexiones en G-estructuras, cen-
trando nuestro interés en las conexiones simétricas y en las CO(M )-estructuras.

La mayor parte de los resultados que se presentan son ya conocidos y, por
lo tanto, estdn brevemente justificados. Se cita como referencia general para sus
demostraciones los trabajos siguientes: [1], [15], [14],[12], [16], [4].

2.1. (-estructuras en una variedad diferenciable

Una estructura en un espacio vectorial V viene determinada por un subgrupo
cerrado G del grupo (de Lie) de sus automorfismos lineales, GL(V). Se denomina
a G el grupo de transformaciones de la estructura y denotamos a la estructura
por (V,G).

Un isomorfismo entre las estructuras (V,G) y (V,G) es un isomorfismo lineal
¢ :V =V, tal que la aplicacién ¢, : G — G, con 0. (9) =¢pogopt esun
isomorfismo de grupos.

En particular, un subgrupo G de GL(m,R) induce una G-estructura en R™.
Fijada una base b del espacio vectorial m-dimensional V, queda subordinada
una unica G-estructura en V tal que la aplicacién de coordenadas b : R"— V|
que lleva la base canénica de R™ a la base b de V, sea isomorfismo de (R™, G)
en (V,G). Llamamos entonces G =b,G.

Definicién 1 Sea G un subgrupo de Lie de GL(m,R). Una G-estructura en
una variedad M, m-dimensional, es una G-reduccion Bg del fibrado principal
LM. Es decir, Bg es una subvariedad de LM con la propiedad de que para todo
parb € Bg, A € GL(m,R) el punto b- A pertenece a Bg si y sdlo si A € G.

Una G-estructura sobre la variedad diferenciable M, puede interpretarse
como una regla que asigna a cada espacio tangente una estructura (7, M, G,)
con la siguiente condicién de diferenciabilidad:

Vz € M, existe un entorno U de xen M y o : U — LM seccién
local, tal que G, = o(z).G.

De esta forma, si para cada x € M definimos B, = {b € LM, : G, = b.G},
B = U B, C LM resulta ser una G-reduccién del fibrado principal LM, con

pEM
lo que se recupera el concepto tradicional de G-estructura en M.

Definicién 2 Dada la G-estructura B denotaremos porp : B — M a la proyec-
cién candnica, y § € A' (T'B,R™) serd la forma candnica vertical, que viene
definida por la identidad

0(Xp) = b~ p.(Xs)

para todo b € B, X, € T, B. Se denota por V, = kerp, C T,B al subespacio
vertical de Ty B.



Hay una ”paralelizacion” vertical natural en B definida de la siguiente forma:
Dado A € g, se le hace corresponder el campo fundamental vertical A% que
asigna a cada b € B el vector vertical

d

AF(b) = =

b. (exp (tA)) = Ry (A)

t=0

La aplicaciéon g 3 A — A% (b) € V), resulta ser un isomorfismo lineal.

Un subespacio H;, de Ty B se dice horizontal si T,B = Hp ® Vp. Nétese que
P« @ Hp — T, M define entonces un isomorfismo lineal morfismo inverso es la
elevacion horizontal ky : T, M — H,

2.2. Conexiones en G-estructuras

Definicién 3 Una conexién X\ en una G-estructura B es H* = I_IM Hy, sub-

beL
fibrado de T'(B) sobre M, tal que:
(i) para cada b € B la fibra H; (que llamamos subespacio horizontal de \) es
un subespacio vectorial suplementario al subespacio vertical V, de B en T, B.
Es decir, Hg‘ ®V, =Ty B.
(i) para todo A € G, Ra.(Hy) = Hi 4.
Una conezion lineal X en M es una conexion en la GL(m;R)-estructura LM .

Si h*,1* denotan los proyectores horizontal y vertical de la descomposicién
T,B = Hp & Vy, la forma horizontal w* € A'(B,g) de la conexién A viene
definida por :

(W (&) (b) =17(&), V&, € Ty B (16)

Es inmediato comprobar que &, € ker(w?) =, € H,;\, de modo que a partir
de su forma horizontal w* podemos recuperar completamente H*.

Sea v : I — M curva en M, una elevacién A-horizontal de 7 es una curva,
~ : I — B, verificando para todo t € I:

Fijado b € By,), existe una tnica elevacién A-horizontal con la condicién
inicial de alcanzar en ¢ el elemento b, y la denotamos por IP’;\b : I — B. Tomando
X € X(U), campo en un entorno U, que extiende a v’ € X(7),y X € X(p~U))
su elevacién A-horizontal (i.e. p,(X) = X, w*(X) = 0), la curva Pb:1I—B
elevacién horizontal de v por b se obtiene entonces como la curva integral del
campo X por b. Es claro que (]P’;\b)’ (b) es el unico vector en H,’)\ que se proyecta
sobre v/(b), y por tanto, estd completamente determinado por +/(b).

Ademds, ¥t € I, la aplicacion P, s+ @ Byo) — By), b = Pyt,6(b) =
P;\b(t), es un isomorfismo lineal. P, = P, 4, + es el transporte paralelo (respecto
de \) a lo largo de 7.

Definicién 4 Un operador derivada covariante V en M es una aplicacion R-
bilineal, V : X(M) x X(M) — X(M), con V(X,Y) = VxY, tal que verifica,
para X, Y € X(M), f € C°(M), las siguientes propiedades:

(i) VixY = fVxY

(ii) Vx(fY) = X([)Y + [UxY



Es conocido que si en M contamos con la presencia de una derivada covari-
ante es posible definir sobre curvas v : I — M una nocién de campo paralelo
(V€ X|/(7) si V/dtV = 0), y da lugar al transporte paralelo |- |7 toty P g M —

T, M, tal que |- |7t 1, (v) = V(t1), siendo V el tnico campo V-paralelo de
condicién inicial V(tg) = v.

Observacién 4 Si A es una conerion de la G-estructura B, podemos definir
para X, Y € X(M), la A\-derivada covariante de Y respecto a X, Vﬁ‘cY € X(M),
por el siguiente procedimiento geométrico:

(A) Dado x € M y u = X(x), tdmese una curva v : (—¢,e) — M, con
v (0) = u, y fijemos b= (e1,...em) € By una base en T, M de la G-estructura.

(B) FElévese \- homzontalmentev por b, JP’)‘b( )= (ENt),... EXN(t)) y sean
€,(t) las funciones tales que Y (y(t)) = Y. &, (t)EX(¢).

(C) Sea Y, (t) € T, M el \-transporte de Y('y( )) desde y(t) a = = v(0),
es decir, Y, (t) =Y &;(t)e;, entonces se tiene:

(W)@ =5

Observaciéon 5 Reciprocamente, si V es una derivada covariante en M, podemos
definir en M una conexion lineal \(V) asociada a V. Para cada b = (vy,...,0m) €
LM, sea x =p(b) € M, definimos entonces

d
Hy =19 —
b { dt
Se comprueba sin dificultad que Hy C T, LM es subespacio vectorial, y el
subfibrado H = , IZlMHb cumple todos los axiomas de conexion en LM.
€

Y(t) = &(0)e
t=0

(V5 VI(t) =y curva por z, V' € X (7) con V;'(0) = vi}
t=0

Observacién 6 Las operaciones de asociacion definidas en las dos observa-
ciones anteriores son reciprocas la una de la otra, es decir, /\(V’\) =Ay
vMY) = V. Porlo tanto, queda clara la existencia de una equivalencia biunivo-
ca entre las nociones de deriwada covariante y de conexion lineal en M, y el
modo en que estas se relacionan. En adelante, haremos uso de esta equivalencia
llamando conexion lineal a A y a V indistintamente.

Una conexién lineal A en M, se dice que es compatible con (o es de) la G-
estructura B si induce una conexién en B, es decir, si para cada z,y € M y
cada curva y uniendo z con y, el transporte paralelo a lo largo de v da lugar
a un isomorfismo entre las estructuras (I, M,G;) y (T,M,G,). Ademds, toda
conexion en la G-estructura B estd inducida por una conexién lineal A en M.

Definicién 5 Como es sabido, si A es una conexion lineal en B | la férmula
Tor)(X,Y) = VXY — V3 X — [X,Y]

define un tensor Tor € TI(M) hemisimétrico, que se denomina torsién de \.
Una conexion A se dice conexion simétrica cuando su torsion es nula.

En adelante trataremos sélo con G-estructuras que admitan al menos una
conexion simétrica, y la palabra conexién significard siempre conexién simétrica.
Existe una forma alternativa de describir la torsion de A.
Sea Hg‘ C Ty, B el subspacio horizontal definido por A en b, sean h*,[* los proyec-
tores horizontal y vertical de la descomposicién T, B = Hg‘ AWV y k,;\ T M —
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H; C T,B la correspondiente elevacién horizontal; 6 € A' (TB,R™) es la forma
canénica vertical (ver definicién 2). Fijados b € B, u, v € T, M, se tiene la
identidad:

Tor*(u,v) = bodf (kg\(u), k'g\(v)) (17)

Si ©* es la parte horizontal de df, es decir
0* (X3, V) = dO(h* Xy, hY3)
se tiene que ©* se anula sobre los vectores verticales, y
Tor*(u,v) = bo O (X}, V3) si pu(Xp) =u, vy pa(Ys) = v
Ademds, se verifica la ecuacién de estructura ([14], [2], [1]):
do = —w NG+ 0* (18)
entendiendo que
(0 A 0) (X, i) = & (X0) 8.(¥5) - () (X))

y siendo w? la forma horizontal de la conexién A (16).

2.3. Tensor diferencia de conexiones en GG-estructuras.

Obsérvese que si A y p son dos conexiones lineales en M, entonces la apli-
caciéon M : X(M) x X(M) — X(M) definida por

PM(X,Y) = VY — VyY

define un tensor ** € TL(M), simétrico en sus dos primeras componentes, que
se denomina tensor diferencia entre las conexiones \'y .

En particular, dada una G-estructura B en M, nuestro interés estd en estu-
diar el tensor diferencia entre las distintas conexiones en la G-estructura B.

Definicién 6 Sea G una estructura en el espacio vectorial V, y sea g C gl(V) =
End(V) el dglgebra de Lie de G. Llamamos primera prolongacién de g al conjunto
g1 de las formas bilineales simétricas

©:VxXV3(u,v) = pu,v) =p,(v) eV

de forma que @, € g para uw € V. Asi, un elemento ¢ € g, puede también
interpretarse como un elemento de V* ® g, es decir, como una aplicacion lineal

p:Vou—yp, €y
que verifica ¢, (v) = ¢, (u) Yu,v € V (véase [13], [15]).

Obsérvese que g, es subespacio vectorial de V* ® g, y por tanto, estd dotado
de estructura de espacio vectorial real.

Teorema 1 Dada la G-estructura B sobre M, sea A wuna conexién de B, y
© € TH(M) tal que ¢, € (g.), para todo x € M. Entonces, la conexion p
definida por

VY = VXY +o(X,Y) (19)

es una conexion de B.
Ademds, todas las conexiones (simétricas) de B pueden obtenerse por este
procedimiento.
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Demostracion:

Si Ay p son dos conexiones lineales (simétricas) en B, entonces la aplicacién
diferencia de conexiones ¢ = ™ € T(M) definida més arriba, es claramente
un tensor simétrico. Debemos demostrar que para cada x € M,y v € T,M,
la aplicacién ¢, : T, M > v — @(u,v) € T, M, estd en g,. Si fijamos b € B,
probar que ¢, € g, equivale a demostrar que la matriz A asociada a b~log, ob:
R™ — R™ estd en el dlgebra de Lie g de la G-estructura.

Para ello aplicamos el procedimiento descrito en la observacién 4. Sea -y :
(—&,€) — M una curva con ¥'(0) = u, y sea P)b(t) = (E}(t), ..., E,,(t)) la A
elevacién horizontal de y por b = (e1,...,em) € By. Parav =Y 1" | ey, £ € R,
VA(t) = 30" €' (t) es el A-transporte de v a lo largo de . Sea V(t) € T, M
el p-transporte de VA (¢) a v(0) = x, a lo largo de ~y

V(t) = f: E'Ei(t) € T.M (20)

donde FE;(t) € T,M es el p-transporte de E}(t) a v(0) = z, a lo largo de ~.
Como v, (t) = (E1(t),...,En(t)) es una curva en la fibra B,, existe (para cada
t) una matriz g; € G tal que

V() =b- gt
con go igual a la matriz identidad, y la igualdad 20, también puede escribirse
V(t) = bg:€
De esta forma se tiene:
VHAVA(t) d d
cul) = elwr) = T~ L) e =b (5| a)e

esto prueba que el vector v = b€ se transforma por ¢, en b(AE) con A =
%|t:0 gt € g por ser g; curva en G con gg = I,,, € G.

Reciprocamente, si A es una conexion lineal simétrica de B,y ¢ € T2(M) es
un tensor simétrico, es facil ver que el operador V5Y = V;}Y +¢(X,Y) define
una conexién simétrica de LM. Supéngase la hipétesis afiadida de ser ¢, €
(92);, para todo € M. Con las notaciones anteriores, se obtiene (liberando la
condicién t = 0)

\vZZ

EIP’:\Yb(t) = @, (P3b(t)) = PAb(t). A(t) con A(t) € g, Vt

Esto permite concluir, que:
PEb(t) = PIb(t). exp (—A(t)) € Byt).G = By

puesto que de esta manera (Unica) se consigue que:

vH vH
—CPEb(t) = — (BJb(t) exp(—A(1)
= B(0)A(t) exp (~A(r)) — PAb(6) A(t) exp (— A(1))
0.

En consecuencia, las curvas elevacién para elementos b € B, son curvas P£b(t)
en B, y de este modo, concluimos que la conexién lineal V# es también conexién
en B. 1
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Observacién 7 Este teorema hace referencia a las conexiones simétricas de
una G-estructura. No obstante, con una demostracion andloga se obtiene fdcil-
mente un resultado mds general para conexiones no necesariamente simétricas.

St inicialmente tomamos A conexion en la G-estructura B, y cuya torsion
viene dada por Tor™ = T € TY(M), entonces, mediante la expresion (19) se
caracterizan todas las posibles conexiones en la G-estructura con idéntica torsion
T € TH(M).

La aplicacién inmediata del teorema que hemos visto para las O(m)-estructuras
es la siguiente

Observacién 8 La primera prolongacion de o(V) de una estructura euclidea
O(V) de un espacio vectorial V, es 0(V); = 0.

En efecto, fijamos una base normal de V, {e1,...,em}. Todo elemento ¢ de
o(V)1 C V* @ V*®V tendrd una expresion (t};) (siendo o(e;,e;) = %tfjek).
Por definicion, ha de ser p(e;,e;) = p(e;, e;), esto es tfj = tfl Ademds, al ser
o(e;) € o(V) se verifica que tfj = —t{k. Entonces, Vi, j, k

ko gk g i 0 40 _ ik ko_
tig =t5 = —ty, = —ty; =ty = by, = —ti; =t =0

Es decir, (tfj) =0& p=0.
Por tanto, en una O(m)-estructura O(M) no existe mds que una conexion
(simétrica), y esta es la llamada conexion de Levi-Civita.

2.4. Primera prolongacién del dlgebra de Lie co(V)

Lema 3 La primera prolongacion co(V)y del dlgebra de Lie co(V) de una es-
tructura conforme CO(V) en un espacio vectorial V, es isomorfa a V* por la
correspondencia

o: V* — co(V)q
n = @,
definida por

O, (u,v) = n(uw)v +n(v)u — (u,v) M., €V, V(u,v) e VXV (21)

siendo (.,.) cualquier métrica compatible con la estructura conforme, y My el

vector de V en correspondencia con n € V* bajo el isomorfismo dado por {.,.)
entre V.y V* (i.e. <mp v >=n(v), VweV)

Demostracién:

Es claro que ® es una aplicacién lineal e inyectiva, veamos entonces que todo
¢ € co(V); se corresponde con ®,, para algin n € V*.

Fijada una base conforme de V, {ey,..., e}, todo elemento ¢ de co(V); C
V*@V*®V tendrd una expresion (¢};) (siendo ¢(e;, e;) = %tfj ei). Por la defini-

ci6én de primera prolongacién, se ha de cumplir la simetria tfj = tfl Ademas, al

ser ¢(e;) € co(V) existird un 7; € R tal que tfj = —t{k + 2772-5?. En consecuencia,
haciendo uso de estas dos igualdades tenemos Vi, j, k
j k j k j i k
= th =t 4+ 20,07 = —th; + 20,07 = 1], — 20,05 + 2n,;0; =
=t — 20,05 + 20,07 = —t¥ + 20,67 — 20,6 + 20,67

Resulta ser entonces tfj = niéi + njéf — nkéé-, Vi, j, k, para cierto (n;) € R™*.
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Sea (u,v) € Vx V con u = Xu'e; y v = Xvle;, entonces,

pluv) = Stuv)er = S{S(u'n,)v" + D07 n;)u’ — D(uv')n e =
g J %

= X(u'n,)vter + E(vjnj)ukek — S(uv)ner =
ik ik ik

= e+ (o) — S

siendo 1 € V* tal que 7n(e;) =7, Vi.
Veamos ahora que %(uivi)nkek = (u,v) 7, para cualquier métrica com-
;

patible (.,.). Esta igualdad es inmediata puesto que al ser {ej,...,e,,} base
conforme Jc € R, tal que (e;, e;) = 025; y entonces es claro que (u,v) = c2Sulv’
K3

Yy, = ¢ ke

En consecuencia, ¢ € co(V); resulta ser precisamente ®,, siendo n € V* tal
que n(e;) =n,; vi. R

Podemos concluir, a la vista del teorema anterior y del lema que acabamos
de probar, que el tensor diferencia entre dos conexiones conformes de (M,C), A
y 1, es (para cierta o € X*(M))

VAY — VAY = a(X)Y +a(Y)X - g(X,Y)ay,

donde g € C es una métrica compatible cualquiera y oy, € X(M) estd carac-
terizado por la condicién g(at,,X) = a(X) VX € X(M). Ademss, todas las
conexiones p conformes se obtienen a partir de una A por este procedimiento.
En el caso particular de que A sea g-métrica, y « sea exacta con o = df,
tenemos
VAY — VXY = df(X)Y +df (V)X — g(X,Y)df;,

y obsérvese que df;, = grady(f), por lo tanto, recordando la férmula (2), es
claro que entonces 1 es conexion €2/ g-métrica.
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3. Conexién de Fermi-Walker en CO(M)

3.1. El fibrado tangente de segundo orden de M

Fijado = € M, se denota por C(z, M) al conjunto de las curvas (diferencia-
bles) por x, es decir al conjunto de curvas v : I — M tales que I es intervalo
abierto de R conteniendo a 0, y v(0) = x.

En C(x, M) se introduce una relacién de equivalencia ~ definida del siguiente
modo:

v ~ # sii para una carta (U, = (z!,...,2™)) cuyo dominio
contenga a x, se verifica, Vk = 1,...,m

dz*oy)| _ d@Fo7) (22)
| |

E(aton)|  _ d(ho7) (23
dt? —o dt? o

Notese que la condicién (22) equivale a que 4/(0) = 7/(0), es decir, que v y
7 definan en ¢t = 0 el mismo vector tangente y, por tanto, ésta no depende de la
carta (U, ). De igual modo, puede demostrarse que la condicién (23) tampoco
depende de la carta elegida.

La clase de equivalencia con representante v € C(x, M) se denota por j3(7)
y se denomina el 2-jet de la curva 7 en z (véase [7], [8]). El conjunto de clases
de equivalencias en C(z, M) se denota por T2M vy, entonces, la aplicacién:

Q@ T2M 3 5 () — jo(v) =+ (0) € T,M (24)

define canénicamente un fibrado afin con fibra m-dimensional sobre T, M. En
efecto, la condicién (23) puede escribirse en la forma
vy vy
dt o dt

(25)

t=0 t=0

independientemente de la conexién V fijada en M. Considérese el fibrado vec-
torial:
pri: T, M x T, M — T, M

y V permite definir la biyeccién:

vx . T2M TIM X TQJM
Ao — (o) (29)
0 Todt =

Nétese que si se usa otra conexiéon V es B(X,Y) = VxY — VxY un tensor, y

se tiene:
o
!
= {7 (0)’
t_0> ( dt

— vfy/
(Vo) (w,0) = (Va) ™ (w0 + Blu,u)) Yu,v € T, M (27)

() o (70 (YO0 5

n B(”/(O)m/(O)))

t=0

o de manera equivalente

Asi, (VI) o (VC,;)f1 oM x T,M — T, M x T,M es un isomorfismo afin,
y de este modo, la estructura afin inducida en T2M por V, no depende de la
conexién auxiliar tomada.
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De forma natural, la unién de todos los 2-jets T?M = Ie_IMT‘,fM es un fibrado
P
afin
p:T?°M — M

sobre M, que denominamos fibrado tangente de sequndo orden.

Observacién 9 La relacion de equivalencia ~ es cerrada para el subconjunto
C(z,M) C C(z,M) formado por las curvas regulares por x (+'(0) # 0), y
su espacio de clases de equivalencia da lugar al conjunto que denotamos por
T2M C T2M. Si contamos con la biyeccion YV, : T2M — T, M x T,M (26)
dada por una conexién V, ifM siempre estd identificado con T, M\{0} x T, M ;
es inmediato entonces que ( : T:?M — T M\{0} es también fibrado afin de fibra
m-dimensional.

Observacién 10 :

(a) En presencia de una conexion V, el fibrado q : T>M — TM (24) cuenta
con una seccion global natural, o~ : TM — T?M, definida por la condicién de
corresponderse mediante V, con la seccion cero de pry : ple_IM(TxM X Ty M) —

U T,M =TM.
peM
v
T,.M -2~ T2M
(.,0) Ve

T:M x T, M
De hecho, Yv € T, M, se define oV (v) como el 2-jet de cualquier curva ~y en

’
M con~'(0)=vy Vd—'ty = 0. En consecuencia,
t=0

oV (v) = j32(vY), siendo vy la V-geodésica con vy '(0) = v.

(b) Todo elemento j3(v) € ﬁ?M (i.e. j§(v) = v # 0) se alcanza con la
seccion o inducida por cierta conexion V en M. En efecto, podemos suponer
que la curva representante vy es reqular y por el corolario 1 de la seccion primera
(pdgina 4) sabemos que en un entorno de 7 = 0 la curva v es geodésica para
cierta métrica g € C, de este modo, a través de su conexion de Levi-Ciita V
resulta ser oV (v) = j2(7).

Obsérvese sin embargo, que si tomamos ja(7y) € Tng\fng resultard
js(v) = 0 y para toda conexion V en M, oV (0) es el 2-jet de la curva con-
stante 7y, (por ser ésta la V-geodésica por x con velocidad inicial nula). En

consecuencia, 0 € T, M se alza siempre por medio de una seccion o al elemen-

G_V

to T2M > j3(v,) =~ (0,0) € T,M x T, M.

U {oV(T.M)} = T2M U{ji(,)} € ToM

Veconexion

3.2. Funcion elevacion asociada a la conexiéon de Fermi-
Walker

Hemos visto ya que la conexién de Fermi-Walker en un espacio conforme
(Riemanniano) (M,C) permite elevar curvas regulares v : I — M, a curvas en
el fibrado principal CO(M). En el caso de las conexiones lineales es conocido
que el 1-jet de la curva elevacién depende exclusivamente del 1-jet de la curva
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base en M, y se pasa entonces a elevar el espacio tangente a M a un subespacio
(vectorial) del tangente a CO(M) con las propiedades ya mencionadas en la
seccién anterior.

Vamos a estudiar ahora el grado de dependencia del 1-jet de una curva
elevacién en funcién de su curva base cuando trabajamos con la conexién de
Fermi-Walker de un espacio conforme.

Proposicién 3 Dadas ~,7 € C(z, M), b € CO(M), y sean P,b, Pxb sus re-
spectivas elevaciones por b a CO(M), entonces:
Jo (Pyb) = jo (P5d) & 53 (7) = 45 (%)

Demostracién:

Sean 7,5 € C(x, M) y b = (u1, ... um) € CO(M),.

Tomamos métricas ¢g,g = et g € C tales que tienen a v y 7, respectivamente,
como geodésicas unitarias en un entorno de ¢ = 0. Por lo tanto sus conexiones
de Levi-Civita, V y V, definen la conexién de Fermi-Walker a lo largo de de las
curvas vy 7.

Si Ui(t) € .’fﬂ () con U;(0) = u;, Vi = 1,...,m, entonces la curva elevacién
por b es

P,b(t) = (Ui(t), ..., Un(t)) € CO(M )

y anglogamente para ¥, si U;(t) € Xﬁ(i) con U;(0) = u;, Vi = 1, ..., m, entonces

Tomamos una carta auxiliar (U, ) en un entorno de z € M de coorde-
nadas {z!,...,2™}. De modo que tenemos las siguientes expresiones locales en
coordenadas?:

v = (0™ (®), A = F(E), ()
P,b(t) = (v'(8);Uj (1), Pyb(t) = (7' (1); U7 (1)

_Y las siguientes condiciones en relacién con los simbolos de Christoffer de V
yV

\val ; , ;
Ui = 0= U ®)=-EU7O70O17,(F) (28)
V7 77T\ T = (AT (=
ok 06 (U3)' () = =3U; (7,0, (7(%))
sabiendo que
S S 0f L of Of
T, -, =6+l — g, ——g" 29
™8 s "0z, + 50z, g 3$hg (29)
Ahora, la condicién jj (P,b) = j} (P5b) es equivalente a:
(U7)(0) = (T})(0), i,j = 1,.cm

2La presencia de la carta (U, ) en M, da lugar a una correspondencia en CO(M) que
asigna a cada b = (v1,...,um) € p~1(U) el elemento (z*(b); (b)) € R™ x R7} definido por ser:
ep®) = (=)

i o
Ei:xj(b)

Ozt

Uj
x
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La primera identidad de (29) indica que 7/(0) =7'(0) = v € T, M\{0}.
Haciendo uso de las férmulas (28) la segunda identidad de (29) es equivalente
a la siguiente:

—SUIO0 (0T (x) = —XT; (07" ()T, (z) &
—Yulv'TI (z) = —Eufvsfis(x)@
T,8 ’ 7,8 ’
Sufv* (T, ~To)(@) = 0

y por la relacién (29) esto es:

 Of o 0f Of  nj
_ 8 ( 50 j _ g 2L hiy =
0 Elsuzv (0r Ox + oz, Grs 8mhg )
of

Bz, + vjufaa—gr - ufvsgrs;—gighj &
0 = w(f)+vui(f) — g(ui,v)(grady f)(z) Vi
Entonces, 0 = g(u;, v)v(f) + g(v, v)u;(f) — g(ui, v)v(f) = g(v,v)u;(f) =
w;(f) = 0, Vi (puesto que v € T, M\{0}). Como los u; forman una base b
(conforme) de T, M se concluye que df (p) = 0 < fis(x) =TJ (z) & (7)"(0) =
ST O (T (@) = — SV T () = (9)7(0)

T,8

_ J,s
= wv

Por lo tanto, las condiciones (30) son equivalentes a:

77(0) =7"(0), i =1,...,m
¥"(0) =7"(0), i =1,....m

que significa la identidad entre los 2-jets de v y 7.
Queda demostrado de este modo que j} (P,b) = j} (P=b) < j2(v) = jé(7). W
En consecuencia, la conexién de Fermi-Walker D/dt permite definir para
cada z € M,b € CO(M), una operacioén de elevacién del conjunto TzQM CT?M
de 2-jets de curvas regulares por z en M, al espacio tangente a CO(M) en b.

Kp : M — TbCO(M)
J6(7) = Jo (Byb)

Ademds, es claro por su definicién que kp verifica la férmula:

dp(b) o ki (j5 (7)) = Go (v) € T M (31)
Y por (15) cumple la siguiente condicién de compatibilidad con la accién del

grupo
Kbao = Row 0 Kp, Yoo € CO(m)

Recuérdese que las funciones de elevacién de una conexién lineal V son
monomorfismos lineales xy : T,M — T,CO(M) ([2], [1], [14]), pero para la
aplicacién kp no tiene sentido hablar de linealidad puesto que T 2M no estd
dotado de ninguna estructura de espacio vectorial. No obstante, vamos a ver
que kp es una funcién diferenciable e inyectiva que sumerge el espacio T2M en
T,CO(M), ademds, esta submersion combina las funciones lineales de elevacién
de las distintas métricas compatibles de la estructura conforme g € C en el
sentido que ahora describimos.
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Dada g € C sabemos que su conexién de Levi-Civita V, da lugar a la seccién
global natural 09 = ¢V : TM — T?M descrita en la observacién 10 (a), es claro

que oV (T, M\{0}) € T2M, por lo que podemos componerla con

T, M\ {0} > T2M ™ T,CO(M)

Estudiemos con méds detenimiento esta composicién. La seccién oV asigna al

vector v € T, M\{0} al 2-jet definido por la g-geodésica =, y ya hemos visto
que la conexién de Fermi-Walker a lo largo de una g-geodésica (g € C) coincide
con la conexion de Levi-Civita V de g , y por lo tanto la operacién de elevacién
también coincidird con la asociada a la conexién, en definitiva,

kpooy =ry : TuM — {0} — T,CO(M) (32)

que es la restriccion de un monomorfismo lineal,y el siguiente diagrama es con-
mutativo:

oV ~
.M — {0V 720
Ky Kb

T,CO(M)

Obsérvese que esta relacién se verifica también para conexiones (simétricas)
compatibles con la estructura conforme C no necesariamente métricas.

Es mds, por la observacién 10 (b), se verifica también que todo 2-jet en
T 2M se alcanza con esta construccién para alguna g € C.

Observacion 11 FEste resultado motiva que definamos también ky, sobre el 2-jet
de la curva constante v, (t) = x, Vt.

kb(Ji (72)) = Ky 0 0¥ (G5 (7)) = Ky (0) = 0 € TLCO(M)

Denotamos por el mismo nombre ky, a su extension sobre T2M U {j2(v,)}. De
este modo, la funcion de elevacion extendida ky : T2 M U{jé(v,)} — T,CO(M)
verifica kp o 0¥ = Ky : TuM — T,CO(M) para toda NV compatible con la

estructura conforme C.

Lema 4 Dadas g,§ € C relacionadas por § = €*fg, se tiene la formula sigu-
tente:

k(07 (v)) = k(09 ()) = (D4(V)) 7 () (33)
siendo: V = b=t (v) € R™, un vector columna,
n =df(z) ob € R™, un vector fila,
o :R™ @R™ — co(m), ®,(V) = V)L, + Vg —nt.VT
(®@,(V))# el campo fundamental definido por ®,(V) € co(m).

Demostracién:

Seguiremos un procedimiento andlogo al de la demostracién del teorema
anterior y utilizaremos los célculos que en ella se han desarrollado.

Dado b = {u1, ..., um} € By x = p(b), tomamos una carta auxiliar (U, ¢) en
un entorno de z € M de coordenadas {z',...,2™} y con la condicién adicional
de ser

- = Z’GTmM,V.
axix u (3
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Por lo tanto, es claro que se tiene g;;(z) = 26} y g¥(z) = ¢~24..
Los simbolos de Christoffer para las conexiones de Levi-Civita de g y g vienen
relacionados por la férmula (29), que en este caso tiene la siguiente expresion

—j ; of of of
J T J J _ 58
Fr,s Fr 67'8 + 65 a 6r 813_1

Sea v € T, M, entonces v = L' a—} para V = (vl,...,v™) = b 1(v) € R™.
Haciendo uso de la identidad (32), se tiene que

ko (07(0)) = ko (09 (v)) = K (v) — K] (v)
Sean +,7 curvas con velocidad inicial v, geodésicas para g y g, respectivamente.
Entonces, siguiendo la notacién de la demostracién anterior, f(v) — kj(v) =
(P5b)’(0) — (P4b)’(0). Ademés, las expresiones :
(P5b)'(0) = (v'5(U;)'(0))
(P70)'(0) = (5(T;)(0)
correspondientes a (da'; dz?), siendo («';z%) : CO(M) D p~'(U) — R™ x R}

las coordenadas inducidas por la carta (Z/l , )3, verifican las férmulas (30), en
particular,

U0 = ~ZUIO0 (O, (@) = ~Zv'T] ()
T = -ZTO0F" O, (@) = ~Zv'T; ()
Ahora,
;of Of

T1)'(0) = (U) (0) = So'{T] (2) = T3 (@)} = /o (f) + v/ (@) = v' 57 ()

Por lo tanto, el vector r,(c9(v)) — kp(c9(v)) € T,CO(M) tiene la expresién
(0; (&o(f) + Ujgw‘é( ) — vi%(m))) correspondiente a (dz’; dx}).

Recordemos ahora que si A € co(m) el vector A#(b) venfa definido por
4| .o 1b - exp(tA)}. Es claro que el elemento b - exp(tA) tiene coordenadas
(2'; o (t)), siendo exp(tA) = a(t) = (a’(t)) € CO(m) (luego a/(0) = A?). Re-
sulta entonces que la expresion de A% (b) es justamente (0; A;), para (dz’; dmé)

Entonces, la expresién que hemos conseguido usando la carta auxiliar (U, ¢)
indica que

kp(07(v)) = k(07 (v)) = A (b)

para A = (A%) € co(m) con A} = 6;-1)(]") + 0 ggfj (x) — vj%(x). Es inmediato
comprobar que
A=V, +Vy— (V"

siendo n = df(z)ob € R™ y V = b~1(v) € R™, y obtenemos de este modo el
resultado (33). W

Teorema 2 La aplicacion ry : T2M — T,CO(M) es una funcién diferenciable
e inyectiva, tal que Vi3 () € T2M, rp(j2(v)) # 0 € T,CO(M).

3Recordemos que C’O( ) 2 b = {v1,0) < (2 ,m]) € R™ x R si p(p(b)) =
V.

(@l @™) y vj = 205 55
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Demostracién:

Todo elemento de T2M viene dado por el 2-jet de una curva regular v, y
haciendo uso de (31) tenemos p. o xp(j3(7)) = jé(v) = v € T, M\{0}. Puesto
que p. es una aplicacién lineal esto implica que k(53 (7)) # 0.

Estudiemos ahora la inyectividad de ry.

Sean 73(7), 2(7) € T2M tales que m(73(7) = mU3(T) € TLCO(M).
Haciendo uso de nuevo de la condicién (31) tenemos

Jo(7) = pu 0 k(55 (7)) = px 0 K (G5 (7)) = Go (7) = v € T M\{0}

Ahora sean g,g = e?fg € C métricas compatibles tales que 09(v) = j2(7) ¥
09(v) = j2(%). Entonces aplicando (33) tenemos para V = b~1(v) y 5 = df (z)ob,

0 = rip(09(v)) — kp(0(v)) = (2, (V))* (b)) =
0=20,(V)=nVly +0t VT =V, y V=0b"1v) #0 =
0=n=df(z)obeR™ =0 =df(z).

En virtud de la férmula (2) pagina 2, la condicién df (z) = 0 significa que g
y § = €%/ g tienen la misma conexién de Levi-Civita en z (i.e. V,X = V,X €
T.M, Vv € T,M,X € X(M)). En consecuencia, 09(v) = 09(v) <= j2(y) =
je(m) € T pz(b)M , v la inyectividad de k; queda asi probada.

La diferenciabilidad de xp se prueba con mayor facilidad si fijamos previ-
amente un métrica auxiliar g € C. Es sabido que la funcién elevacion &j :
T.M — T,CO(M) de la conexién de Levi-Civita V de g es una funcién difer-
enciable. Utilizando de nuevo la férmula (33), tenemos para V = b~!(v) € R™
y n=df(z)obeR™

kb(07(v)) = k(07 (v)) + (B4 (V) (0) = 6] (B(V)) + (2, (V)*(b)  (34)

Es claro que la tltima expresién de esta igualdad, &(b(V)) + (®,(V))#(b),
es diferenciable sobre V' € R™ y n € R™*. Consideremos ahora el siguiente
difeomorfismo:

o - RM0}xR™
Ao = ()b (G 0)

Fécilmente se comprueba que usando tal difeomorfismo se da la correspondencia

(35)

T2M 3 6%(v) = (V,=2(n.V).V + (VI.V)T) = &,(V)(V) € R™\{0} x R™

Basta observar que si v es V-geodésica con v/(0) = v, entonces, 09(v) = 52(v)

y por (2) se tiene la igualdad
V,Y/( ) B (v,)// V'Y/

a7 dt dt

)(0) = =2 (df (z)(v)) v + g(v, v).df (x)1,
Ademsds, es claro que la aplicacién siguiente es un difeomorfismo
R™\{0} x R™ 5(V,n) > (V,=2(n.V).V + (VT.V)nT) e R™\{0} x R™ (36)

Por tanto, a través de (35) y de (36) tenemos un difeomorfismo entre foM
y R™\{0} x R™* tal que ¢9(v) queda identificado con el par (V,n), siendo
V =b"Y(v), n=df(x)ob.

Recuperando ahora la férmula (34), es claro que la diferenciabilidad de tal
expresion en (V,7) es equivalente, en virtud del difeomorfismo T2M 3 07 (v) «——
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(V,n) € R™\{0} x R™ que acabamos de hallar, a la diferenciabilidad de kj; en
T2M. |

En conclusién, por el teorema que acabamos de ver y por la férmula (32)
resulta que £ es una inmersion de la variedad diferenciable T2M en el espacio

vectorial T,CO(M). Es més, si consideramos su extension &y, : uc{ag (T, M)} =
ge

T2M U {j3(7,)} — TCO(M), de nuevo por (32), resulta que H, = Im(kp) =
lgchg C T,CO(M), siendo ‘Hj el subespacio horizontal de la conexién de Levi-
g

Civita de g (un subespacio m-dimensional de T,CO(M) suplementario al sube-
spacio vertical del fibrado V,). Obsérvese que Hj, no tiene estructura de variedad

diferenciable, pero Hy = Hj, — {0} = k(T2 M) es subvariedad de T,CO(M).

Lema 5 Dado &, € Hy = Hy, — {0} C TyCO(M), existe un tinico subespacio
vectorial suplementario a Vy que esté contenido en Hy y tal que pase por &y.

Demostracién:
Puesto que &, € Hp\{0} = UC’Hg\{O}, existird una métrica compatible
g€

g € C tal que &, € H/\{0}.
Supongamos ahora que existe otro subespacio Ky C Hjp con &, € Ky y Ky @
Vy = T,CO(M). Al ser Ky, # Hj y ambos suplementerios al subespacio vertical,

- —1
existird un w € T, M tal que (dp(b) |ng) (w) =C(p, v (dp(b) |’Cb) (w) = ¢,
son distintos (luego w # 0).
Como ¢, € Hp\{0}, existe § = €2/ g con 09 (w) = ¢, y sabemos que 09 (w) =
(p- Se tiene la férmula siguiente:

Co = Cp = kp(07(w)) — wy(0? (w)) = (2 (W))7 ()
con 1 = df (p) o b € R™\{0}, ®, € co(m)1, W = b~ (w), ®,(W) € co(m).

Ahora Vr,s € R, r&, +s(, € Hj y r&, + ¢, € Ky por tratarse de subespacios
vectoriales, ademds, ambos se proyectan por p, al vector rv + sw € T, M. Por

el mismo razonamiento que antes, 9, ; € R™* con

(& +5Cp) = (r€y +5G,) = (D(1,,) (07 (rv+ sw)))* (b) &
s(Cy=Co) = (R0, )b (rv + sw))* ()

Paras = 0:0= (2(1,,9)(b~" (rv)))# (b) & (1, o)(b~" (1v)) = 0 & ®(1,.) =
0& Mo = 0.

Parar = 0:5(¢,—C) = (2(1,s) (67" (sw)))# (b) = s(@(11,,) (b~ (w)))# (b) =
No,s =1, Vs # 0 =(por continuidad) n, , = 7, Vs.

Ahora n =1, , = 0, con lo que llegamos a una contradiccién, y por tanto, no
existe otro subespacio vectorial cumpliendo las condiciones exigidas y distinto

aH/. N

Observacién 12 :

(a) Los espacios horizontales de las conexiones lineales compatibles con C
en T,CO(M) son coincidentes o disjuntos.

(b) Todo vector v, € Hy, no nulo (v, € Hy) determina un tnico subespa-
cio horizontal en T,CO(M) para alguna conexion compatible con la estructura
conforme C.
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Corolario 3 Por lo tanto, si consideramos el fibrado H = L ﬁb i
beCO(M)

(siendo q : H C T(CO(M)) — CO(M) yp : CO(M) — M), se verifica que toda

seccion suya sobre un abierto U de M da lugar a una conexion lineal (simétrica)

en el abierto U compatible con C. En particular, las secciones globales de poq :

H — M se corresponden con las conexiones (simétricas) en M compatibles con

C.

Ademds, dos secciones s, 5 : M — H definen la misma conexion en M si y sélo

st existe una funcion (diferenciable) a : M — CO(m), x — a, tal que

§(x) = Ro,+ (s(x)) Ve e M
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Parte 11
La conexion normal de Cartan en
un espacio conforme

En el capitulo anterior se vi6é que un espacio conforme Riemanniano (M, C)
tiene asociada de manera natural una conexién que llamamos de Fermi-Walker
(1.1.2) y que define una funcién elevacién «y al fibrado de referencias conformes
CO(M) estrechamente relacionada con las elevaciones a CO(M) dadas por
meétricas g € C (1.3.2). De este modo, se nos ofrece un modelo alternativo para el
estudio de los espacios conformes (M, C). Vamos a ver en las siguientes secciones
como podemos recuperar completamente significativos operadores asociados a
un espacio conforme (M,C) a partir de la elevacién de Fermi-Walker y del fi-
brado horizontal al que da lugar. En particular, vamos a estudiar la conexién
normal conforme de Cartan y el tensor curvatura de Weyl.

4. La primera prolongacion del fibrado de refer-
encias conformes

4.1. Productos semidirectos

Los vectores de R™ seran considerados vectores columna. Su espacio dual
serd denotado por R™* y sus elementos son vectores fila. Un subgrupo G (cer-
rado) del lineal general GL(m, R), usualmente se ve actuando por la izquierda
sobre R™, G x R™ 3 (g,v) — gv € R™ por medio del producto matricial. Esta
actuacién permite construir el grupo de Lie afinizado por la izquierda R™ £ G,
cuyo espacio base es el producto cartesiano R™ x (G y su estructura de grupo,

se obtiene identificando (v, g) € R™ X G con la matriz ( i 2 ) y aplicando el

producto matricial:

bon_ (1 0ON[(1 0 _ 10 _ ;o
(v7g)(v,g)—<v g><v/ g/>—<v+gv, gg/>—(v+gv,gg)

00 .
v A ,veR,AGg}

donde el corchete esta definido por medio del conmutador del producto matricial

El élgebra de Lie de R™ LG es R"Wg = {(v, A) =

[(v, A), (v, A")] = (Av' — A'v,[A, A'])

a R™ W g se llama suma semidirecta de R™ y g .

Ansglogamente, G actua por la derecha sobre R™* R"™ x G > (n,g) —
ng € R™ por producto matricial, y se construye el afinizado por la derecha:
G AR™ ={(g,n) : g € G,n € R™*} con la ley de composicién:

we )= (o 1) (o W)= (o " i) =ttt +n) o1

donde se ha identificado (g,7n) con la matriz ( (1) Z ) .

La correspondiente dlgebra de Lie es la suma semidirecta g & R™* .
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Esta construccién se generaliza trivialmente para un espacio vectorial V ar-
bitrario, y G grupo de Lie que actiia sobre V por la izquierda (dando lugar al
grupo de Lie V X G) o por la derecha (dando lugar al grupo de Lie G £V).

4.2. Primera prolongacién de una G-estructura

Fijada la G-estructura B LN M, sea J (B) el conjunto de todos los subespa-
cios horizontales H C T, B, cuando b € B *. Denotamos por q : J (B) —B, a la
proyeccién canénica.

Podemos considerar a J (B) canénicamente sumergido en el fibrado de ref-
erencias de B, q : LB — B, si identificamos cada H € J (B), con el isomorfismo
lineal H :R™ @ g — TpB tal que VIV e R, A € g

(1) H(V) = b(bV), siendo b = (p.|,) " : TuM — H.

(2) H(A) = A% (b)

Ademis si H € J (B),, siempre existen conexiones A en B, tales que H) =
H. Por la definicién alternativa de torsién de una conexién (17, pdgina 11), se
concluye que todas estas conexiones tienen la misma torsién en x, que llamamos
Tor(H) € T,M @ A>T M.

Definicién 7 Se define la primera prolongacion de B, como el conjunto
Bi={HeJ(B):Tor(H)=0}

Podemos sumergir canénicamente la primera prolongacién de g, g, C R™*®g,
en GL(R™®g), mediante la aplicacién g, 3 ¢ — @ € GL(R™@®g) donde:

(a) (V) =V + (V) para todo V € R™
(b) @(A) = A para todo A € g.

0

Simbdlicamente se identifica @ con la matriz @ = ( Im I
m

) . Obsérvese

que ¢’ 0B =’ + .

Teorema 3 La primera prolongacion Bide la G-estructura B es una g, -reduccion
del fibrado de referencias de B, q : LB — B. En particular By es un g,-fibrado
principal sobre B, con grupo de estructura g, — GL(R™4+g) y accidn:

By x g, — B,
(H,p) — H-p=Hop

Por ser g1 espacio vectorial, es también q : By — B un fibrado afin sobre B.

Demostracién:

Toda conexién simétrica A de la G-estructura B da lugar a una seccién de
q: B1 — B que asigna a cada b € B el elemento H = HQ € Bj. Puesto que nos
hemos restringido a G-estructuras que admiten conexiones simétricas, By — B
posee secciones (diferenciables).

Veamos ahora que dado el elemento H : R™ ¢ g — T, B € By, se verifica que
H :R™ &g — Tp,B € LB estden By siy sélosi H = H o para algtin ¢ € g;.

Una implicacién es inmediata puesto que H o € B; para todo ¢ € g;.
Supongamos ahora que H' € Bj.

417 (B) es de hecho el conjunto de 1-jets de secciones del fibrado B M
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Es claro que VA € g se tiene
H(A)=A#(b)=H'(A) = H 'oH'(A)=A (38)

Por otra parte, VV € R™ q.(H(V)) = q.(H'(V)), por lo tanto Ay € g tal que
H'(V)— H(V) = (Ay)#(b), y entonces, se tiene

H'oH'(V)=H YH(V)+ (Av)* (b)) =V + Av (39)

La aplicaciéon R™ > V —— Ay € g es una aplicacién lineal. Para estudiar ahora
si cumple la condicién de simetria, recordemos que H y H’ tienen ambos torsién
nula. Si hacemos uso de la ecuacién de estructura (18, pdg.11) la coincidencia
en las torsiones significa que

WA =w N (W —wT)YAO=0
donde wH,wH/ : Ty B — g estdn definidas por

@T@)*(b) = v—Hb  (d:(v))
@T @WD#FO) = v H'b (4())

Para V € R™ se tiene que w (H'(V)) = 0 y w(H'(V)) = wH(H(V)) +
wH((Av)#(b)) = Ay. Tomemos ahora U,V € R™, y resultard entonces la
simetria

0= ((WH W) A e) (H'(U), H'(V)) = Au(V) — Ay (U)

Por lo tanto, Ay = (V') para cierta ¢ € g1,y a la vista de las expresiones (38) y
(39) que hemos obtenido queda demostrado que H o H' =p < H' = Hop. B

Podemos sumergir el grupo G en GL(R™ + g) si asociamos a cada o € G C
GL(m;R) la aplicacién @ € GL(R™ + g) definida por:

(a) @(V) = aV para todo V € R™
(b) @(A) = aAa~! para todo A € g

Obsérvese ademés que de manera natural el grupo G C GL(m;R) actia por
la derecha sobre g, C L(R™, g) del modo siguiente:

0 X G - 151

(¢, @) = (p-a)= ato po(a,a) (40)

es decir si V € R™, (¢ - a)(V) = Ada=?! (¢(a(V))) € g. De este modo, hemos
visto que a través del producto semidirecto podemos considerar el grupo de Lie
G A g, con elementos (a, ) € G X g, y operacién de grupo dada por:

(,0) - (o, @) = (ad, " + - )

Con las inclusiones que acabamos de ver de ambos grupos, G y g, en
GL(R™ +g) se comprueba facilmente que se verifica la siguiente identidad para
v €Gyop e

(@oP)o(a/og)=aa’o (¢ +¢ o)

Tenemos entonces el siguiente resultado,
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Teorema 4 La primera prolongacion By, de la G-estructura B es un fibrado
principal sobre M con proyeccion poq: By — M, grupo estructural G £g,, y
accion:

B1><<G/<gl) — B,
(H, (a,9)) — H-(a,0) =RoxoHo@op

Ademds, se tiene la siguiente relacion con la estructura de G-fibrado principal
de B sobre M :

q(H - (a,9)) =q(H) -a € B, Va e G,p € g, (41)

Demostracidn:
Obsérvese en primer lugar que la acciéon de G K g, sobre B; cumple efecti-
vamente la condicién

(H (o, 0)) - (o, ¢") = H - ((ar,0) - (¢, ¢))
y en particular, Va € Gy Vo € g,
(H - (a,0)) - (Id,p) = H - (o, )

Si H € By, es tiene H - (Id,p) = Hop que es la accién de p € g, en H € By
descrita en el teorema anterior, y que da a Bj estructura de fibrado principal
sobre B. En definitiva, la accién de g, hace variar el espacio H dando todos los
posibles espacios horizontales (sin torsién) sobre un mismo elemento b € B.

Estudiemos ahora H-(«,0) € By para « € G. Sea H € By, sabemos entonces
que existe V conexién en B tal que el espacio horizontal H coincide con ’Hbv, es
decir, YV € R™ H(V) = £y (b(V)), siendo ry = (pu| o) "+ ToM — Ty B.

Si o € GG tenemos el isomorfismo R, 0 Hoa : R"b’ @® g — T,.pB que actia
del siguiente modo
VA € g,

Ras 0o Ho@(A) = Ryx 0 H(aAa™) = Row((@Aa™1)# (b)) =

= Ra*(%}o {b- (aexp(tA)a=h)}) = %}0 {b- (aexp(tA)a=ta)} =
= %‘0 {(b-a)-exp(tA)} = A#(b- ).

YV e R™,
Raxo Hod(V) = Rax o H(a(V)) = Ras (k) (b(V))) = iy o, (b(V)).

En consecuencia, H - (a,0) = Ry o H 0@ resulta ser H,, el espacio horizontal
de la conexién V en el punto b« € B.

De este modo, la accién de G desplaza el espacio horizontal a lo largo de
toda la fibra B, de manera G-equivariante. Y se concluye entonces que las fibras
de B; — M son efectivamente las érbitas de la accién de G £ g, sobre B;. R

4.3. Primera prolongacién de CO(M)

Este trabajo centra su interés en las estructuras conformes, de modo que
vamos a estudiar los resultados que hemos visto para el caso particular de las
CO(m)-estructuras sobre M.

Sea CO(M) — M una estructura conforme en M. La primera prolongacién
de CO(M) es el subfibrado de LCO(M) definido como

CO(M), = {H € J (CO(M)) : Tor(H) = 0}
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es decir, para cada b € CO(M) consideramos el conjunto de los distintos espacios
horizontales H en T, CO(M) de conexiones lineales simétricas compatibles con
la estructura conforme en M.

Hemos demostrado anteriormente que la primera prolongacién del dlgebra
co(m), co(m)1, es isomorfa a R™* a través de la correspondencia R™ > g —
P, € co(m); definida en la pagina 13 por la férmula (21).

Por lo tanto, si aplicamos aqui los teoremas generales anteriores obtenemos
los siguientes resultados:

(a) q: CO(M); — CO(M) es un subfibrado principal del fibrado de refer-
encias de CO(M) con grupo estructural el grupo aditivo R™*.

(b) pogq: COM); — M es un fibrado principal con grupo estructural
CO(m) AR™*,

Obsérvese que la accién por la derecha de CO(m) sobre co(m); ~ R™*
definida en (40) es la natural de CO(m) subgrupo cerrado de GL(m;R) en R™*
(por producto matricial). En efecto,

(P - )(U,V) = ato O, 0 (a(U),a(V)) = (42)
= a ! (n(aU)a(V) +n(aV)a(U) — (aU, aV) 77T<.,.>) =

= m)(U)V + (na)(V)U = (U, V) (na)y , = Pya(U, V)
Por lo tanto, CO(m) K R™* es el afinizado por la derecha de CO(m) cuya
ley de composicién viene descrita matricialmente por (37).

4.3.1. Obtencién de CO(M); a partir de k.

Hemos visto que la primera prolongaciéon CO(M); estd formada por los
distintos HY espacios horizontales de conexiones simétricas V en CO(M), o de
manera equivalente (véase 2.1.2), de isomorfismos HY : R™+4-co(m) — T,CO(M) €
LCO(M) definidos por

(1) HY(V) = sy (0(V)),¥V € R™, siendo Y = (p.|yv) " : TuM — HY la
funcién elevacién de la conexién V.

(2) HY(A) = A#(b), VA € co(m).

Recordemos ahora que la funcién elevacién x dada por la conexién de Fermi-
Walker (1.3.2) cumplia la significativa propiedad de englobar las distintas ele-
vaciones I{bv de las conexiones simétricas compatibles V, en el siguiente sentido:

kpooV =k

siendo oV la seccién en el fibrado T2M — T, M definida por V (32). De este
modo, a través de r; obtenemos las distintas k) para conexiones (simétricas)
V en CO(M), y en definitiva, vamos a poder obtener CO(M);.

Suponemos préviamente fijada una seccién global del fibrado H— M (1.3.2),
sabemos por el corolario 3 de la pdgina 23 que ésta es equivalente a una conexién
lineal (simétrica) en M compatible con la estructura conforme C, que denotamos
por V.

Todo n € R™* se corresponde con un elemento @, € co(m); que recordemos
venia definido por actuar del siguiente modo (21, pag.21), VU,V € R™:

@, (U, V) =n(U)V +n(V)U - (UTV)n"

Sea b € CO(M) referencia conforme. Puesto que b : R™ = T, M da lugar a
un isomorfismo entre las estructuras conformes de tales espacios, tenemos una
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correspondencia by : co(m)y — (co(T,M)), definida por asignar a ®,, € co(m);
el elemento de (co(T, M)),

bu(®y) =bo®, 0 (b~ 071 : TLM x T,M — T, M.
SiAeTxM con Aob=n, tenemos entonces que Yu,v € T, M
b () (1, v) = Mw)v + Av)u = ga (U, v) Aey, (43)

siendo g cualquier métrica compatible (obsérvese que el vector gz(u,v))\ﬂg es
independiente de la g € C).
Sea ahora la aplicacion

(I)(b,n) : TzM
u

T, M x T, M
(u, =bi(Py)(u, u))

que sumerge T, M en T, M x T, M a través del grafo de —b,(®y).

Recordemos que en presencia de una conexiéon V en M, contamos con la
aplicacién V, : T2M = T,M x T, M (26) que identifica de manera natural
T, M x T,M y T>M, y de este modo la aplicacién @,y da lugar a

Tl

(I)(vb,n) =V, ' o®g, : T.M — T M.

Observacién 13 La aplicacion <I>(Vb g que se obtiene es una seccion del fibrado
T?M — T,M. Es mds, <I>(Vb - coincide con la seccion ov definida por una

conexion V en M, cuyo tensor diferencia con V esté dado en x = p(b) por
B, =b*(®,) : T, M x T,M — T, M, esto es

Bo(b(U),b(V)) = b(®, (U, V)), VU,V € R™.

Este resultado se deduce directamente de la definicion de Q(me) y de las formulas

(43) y (27).

5,m)

.M T, M x T, M

(jv V!
Tng

Consideramos ahora el isomorfismo lineal H (Z,n) : R™+co(m) — T,CO(M)
definido por:

(1) Hy (V) = kpo®y,,(b(V)),¥V e R™ (44)
(2) Hy,p(A) = A%(b), VA € co(m)

Es claro que H(Zm) € CO(M);. De este modo para cada par (b, ) € CO(M)x

R™* tenemos asociado el elemento de la primera prolongacién de CO(M) car-
acterizado por ser H, = <I>(Vb ” (T, M) C T,CO(M) su hiperplano horizontal.
En definitiva, hemos llegado a la obtencién de la siguiente aplicacion:

HYy:  COM)xR™  —  CO(M), C L(CO(M))
” v
(b, 77) = H(b,n)

donde H(Vb’n) :R"™@co(m) — T,CO(M) estd definido por (44).
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Observacién 14 Si fijamos inicialmente otra seccion de H — M, de modo
que da lugar a una conexion V en M relacionada con V a través del tensor
diferencia B € T5(M) de expresion

B(u,v) = Mu)v + AMv)u — gz(u,v)Ae1,, Yu,v € T M

para ciera forma X € A*(M) y g € C métrica auxiliar en M. Entonces, se tiene
la siguiente igualdad

HY (b)) = HY (b,n — Ay 0b), ¥(b,7) € CO(M) x R™

Teorema 5 La funcion H(?_) : CO(M) x R™ — CO(M); define una trivial-
izacion del fiborado CO(M)y sobre CO(M).

HV
COM) x R™ —)y co(M),

CO(M) (45)

La seccion cero de esta trivializacion se corresponde con la seccion dada por
la conexion V en CO(M)1, que asigna a cada b € CO(M) el espacio horizontal
HY C T,CO(M) de la conezion V.

Demostracién: .
Por la observacion 13 sabemos que <I>(Vb - coincide con la seccién oV : Ty M —

T2M dada por una conexién V cuyo tensor diferencia con Ves B=V —V €
T3(M) tal que B, = b*(®,,). Entonces,

HY (V) =k 00y, (b(V)) = Ky o (b(V)) = &y (b(V))

donde la dltima igualdad estd dada por (32), pdgina 19.
En particular, H, (Vb 0) €8 justamente el espacio horizontal dado por la conexién

Ven b € COM), y por lo tanto, es claro que H(?.) hace corresponder la
seccion cero con la seccion (V¥ : CO(M) — CO(M); que la conexién V define
en CO(M); de manera natural. Obsérvese que por la demostracién del teorema

4 se tiene entonces que Vo € CO(m)
H(Vb-a,O) = H(vb,o) (@, 0) (46)

Si ahora hacemos uso de la férmula (33) relacionando k) y /iy tenemos que
vn c R™*

H (V) = ko™ (0(V) = k00 (b(V))+(@ (V) # (b) = Hy ) +(2(V))* (b)

y por el desarrollo hecho en la demostracién del teorema 3 esto significa que
H(Vb,n) = H(Vb,o) -n (o equivalentemente, H(Vb’n) = H(beo) - (Id,n) para (Id,n) €
CO(m) AR™). 1

Observacion 15 Por la formula 46, es claro que la seccion cero dada por HX_)

sumerge CO(M) como subfibrado principal de CO(M)y, — M de grupo estruc-
tural CO(m) =~ CO(m) £{0} C CO(m) <R"™*.
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5. Conexién normal de Cartan en (M,C)

5.1. (G/H-Estructura tangencial

Definicién 8 Una G/ H -estructura tangencial sobre M, viene determinada por

un H-fibrado principal Q LN M, y un grupo de Lie G que contiene a H como
subgrupo cerrado, de forma que dim G/H = dim M.

Convenios observaciones y notaciones:

Sea Q ©> M una G / H-estructura tangencial sobre M.

(a) 7 :G — F =G/H es la proyeccién canénica. En F' hay un elemento
distinguido o = eH € F, y H es exactamente el grupo de isotropfa en la ac-
tuacion natural G x F' 3 (g,§) — g§ = Ly(§) € F, del origen o = eH € F.
Denotamos por g y h a las correspondientes dlgebras de Lie de G y H, respec-
tivamente. Sea n = dimg, 7 = dimbh . Como el nicleo de (7,), : g — T,F es
igual a b, se tiene la igualdad:

ToF:g/h

La dimensién de M es m =n —r = dim F, y la dimensién de ) es por tanto
r+m=n=dimG

(b) Denotamos por E = Q xpg F al fibrado asociado, respecto a la ac-
tuaciéon natural H x F' — F, 7 : E — M es la proyeccion canénica. Podemos
escribir: E = {gxg&:q € Q, £ € F}, entendiendo que gh X & = ¢ Xz hé,
paratodo g € Q, h € H,{ € F |y n(q xm &) = p(q). Nétese que en particular,
para q¢ € Q;, h € H se tiene ¢ Xy o = q Xy ho = gh xg o, de modo que la
aplicacién o : M — E, definida sin ambigiiedad por o(z) = ¢ X g o cualquiera
que sea q € )., constituye una seccién global de F.

(c) Se construye el fibrado principal P = @ X g G sobre M, con grupo G.
Noétese que (¢ X g) g = q X g9 para g,g € G, g€ Q. Seap: P> qxpyg—
p(q) € M la proyeccién natural. El fibrado @ puede verse asi, como un subfibrado
principal de P con fibra H. Se denota por 1 : Q@ 2 ¢ —¢=gxge € Pala
inclusién candnica.

(d) Hay un isomorfismo canénico ¢ entre el fibrado E = QX g F,y PXgF,
que queda bien definido de la siguiente forma: fijado p xg §& € P xg F, se
toma g € G, tal que pg € Q, y d(pxcé) =pgxgg € E=QxyF.
Asi E = P xg F, y ademés E = P/H, mediante el isomorfismo canénico
P/H>pH - pxgo€E

Partiendo de un G—fibrado principal P M , se tiene la siguiente definicién
equivalente:

Definicién 9 Una G/H -estructura tangencial sobre M, viene determinada por

un G—fibrado principal P M y un H—subfibrado principal, Q) , donde H es
cerrado en G y dimG/H = dim M

Notese, que el dato @ equivale a dar una seccién global o del fibrado E =
P/H > pH 5 p(p) € M.

En efecto, dado @, definimos o0 : M 3 x — @Q, € E. Reciprocamente cada
seccién o del fibrado F da lugar a un tnico subfibrado principal @@ de P con
fibra H, tal que imo C @, basta tomar Q, = o(z)H para cada = € M.

Hay una tercera forma de mirar una G/H-estructura tangencial en M par-
tiendo del fibrado G/H—homogéneo E sobre M. Recordemos que esto es un
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fibrado E = M con fibra F' = G/H, espacio homogéneo, y grupo G, es decir,
para cada xg € M, hay un entorno abierto U de xy y una G—carta fibrada, es
decir, una biyeccién ¢ : 77 (U) — UX F con ¢ (E,) = {x} x F para todo x € U.
Se denota por ¢, = ¢l : E, — F. De forma quesi ¢ : 77" (V) — Vx Fes otra
G—carta fibrada, entonces para cada x € U NV la aplicacién ¢, o ;' : F — F
actua sobre F', como cierto g,y () € G, siendo gy : U NV — G una aplicacion
diferenciable

Definicién 10 Una G/H—estructura tangencial sobre M es un fibrado G/H-
homogéneo E = M sobre M (con dimG/H = dim M) y una seccion suya
c:M—E.

De esta forma se construye para cada z € M, P, = {p;1o0g:9 € G}y
Q. = {¢;toh : h € H}. Naturalmente Q, y P, no dependen de la G-carta
fibrada ¢ : 7= (U) — U x F elegida por z.

5.2. Conexiones de Cartan

Una conexidn de Cartan sobre una G/H-estructura tangencial de M, es
una 1-forma ¥ : TQ — g, (es decir ¥ € AY(TQ,g)) verificando las siguientes
propiedades:

Crl) 9 :T,Q — g es un isomorfismo lineal Vg € Q.

Cr2) J(A#) = A paratodo A € b, donde A* es el campo vertical fundamental
definido por A € b

Cr3) R;¥ = Adj-1 o9, para todo h € H , es decir, el siguiente diagrama

conmuta:

R
TqQﬂithQ
) g

8 g, ¢

Se dice por esto que ¥ es Adpy-equivariante.

5.2.1. Notaciones

(1) La condicién Crl) implica que Q es paralelizable. Si A € g denota-
mos por A el inico campo en @, que verifica la identidad:

W(A(q)) = A, Vg€ Q

(2) La condicién Cr2) nos indica que el campo vertical fundamental A%
en @ asociado a A € b coincide con A, y para cada © € M, q € @, ¥ induce
isomorfismo

T,Q. > bhcCyg

Proposicién 4 Si 9 € AY(TQ,g) es una conexién de Cartan en Q, entonces
ToM = Ty () By
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Demostracién:

La aplicacién qp : F' 3 £ — gxg& € E,, es un difeomorfismo que transforma
el punto 0 € F en el 0o, = o(x), se tiene as{ un epimorfismo natural ¢, =
qrs o (7o), o ¥ definido por la conmutatividad del diagrama:

T,Q v g
Cq

TOEEI ‘m g/h

que actua de la forma:
Cq:TyQ vy — qr« (VU (vg) +h) €T, By

como gp+ es isomorfismo se tiene ¢, (vy) =0 & VI (vy) € h & vy € T,Q, = kerp,,
de forma que si p.(vy) = p«(9y) = vy € T, M, entonces (,(vy) = (,(7q) ¥ la
aplicacién

by TeM 3 vp = pu(vy) — C4(vg) € Tp, Es

estd definida sin ambigiiedad y es isomorfismo lineal.
Probaremos ahora que ¢, = ¢; para todo ¢,G € Q.. En efecto, si ¢ = gh,
para h € H, se ve que

qr(§) =qh xg & =qxn h§ =qroLn(§), VE € F

ast, si vy = pi(vq) € Tp M, es también v, = p,(Rp.vy), y se verifica:

$5(vz) = Gr« (9 (Rhavg) +b)
= qFs © Lps (O (Rpsvq) + b)
= qrs (AdpVY (Rpsvg) +b)
= qr« (U (vg) +b) = ¢, (v)

Quedando probado que ¢, = ¢; si q,q € Qq- [ |

Teorema 6 Dada una conexion de Cartan 9 € AY(TQ,g), existe una tnica
conezion w € AL (TP, g), tal que Lpw =V es decir:

Vg € Q, es V(vg) = w(vg) para todo vy € T,Q C T, P.

Reciprocamente, una conexion lineal w € A (P, g) induce una conezién de Car-
tan en @ si y solo si v*w = verifica la propiedad Crl1)

Demostracion:
Nétese primero que si ¢ € @, como T,Q N T, P, = T,Q, se concluye por
razoén de dimensiones que:

T,P =T,Q +T,P,

Por otra parte, T,Q y T,P, estdn candénicamente identificados con g via (ver
notaciones anteriores):

g 3 A—A(g)eT,Q
g > B— B*(q) €T,P,
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de forma que si v € T, P existen A, B € g tales que v = A(q) + B#(gq), donde
B# es le campo fundamental vertical asociado a B en P, y Asi, si existe w €
AY(TP,g) conexién en P tal que thw = ¥, es w(v) = w(A(q)) + w(B#(q)) =
9(A(q))) + B = A+ B. Podemos pues tomar como definicién de w : T,P — g:

w(v) = A+ B, siv=A(q) + B¥(q) con A,Bcg

Ademss, w(v) no depende de los A, B € g encontrados, pues si v = X, +Yq#
con X,Y € g, esto significa que

—~—

(A= X)(q) = = B)(q) e LRNT P, = TyQx

por tanto (Y — B)#(q) = (Y — B)(q) = (A— X)(q) de donde Y — B= A — X,
esdecir A+ B=X+Y.

El valor de w en otro punto p = qg se obtiene por la conmutatividad del
diagrama:

R
TqP( g)* qgQ
w w
S,

esto es wyy = Adg—1 0wy o (Ry), . W

Observacién 16 :

(1) La condicion de que w proceda de una conexion de Cartan 9 en el fibrado
Q, impone que ker wNT,Q = {0}. Por razén de dimensiones, se concluye Ty P =
kerw @ T,Q .

(2) Una conerion w € A(TP,g) induce un transporte paralelo sobre el
fibrado asociado E = P xg F, de forma que si v : t — x; es una curva en
M por xo, y e0 = po Xg & € Ey,, entonces t — ex = p; Xg & es el transporte
de eg a lo largo de v, donde t — p; es la elevacion horizontal de vy por pg.

Si escribimos e = ||fJ eq resulta ser ||fJ 2 Eyy — Ey, un difeomorfismo (que
depende de «y) entre los espacios homogéneos tangentes, cuya inversa se denota
por ||? : By, — Ey,. La curva c(t) = ||2 o(x¢) se llama desarrollo de v en el

espacio homogéneo tangente E,

5.3. Conexiones Normales de Cartan.
5.3.1. G/H-Estructuras tangenciales normales

Una G/H-estructura tangencial de M se dice normal, si el dlgebra de lie g
estd graduada en la forma

g=9-1D 90D M
donde

go Cgl(m,R), b=go® g1 =goWR™ yg_1 ®go =R" W go

En estas condiciones, sea B 2 M una G-estructura, es decir, un Go—fibrado
principal sobre M, con G subgrupo cerrado del lineal general GL(m,R), con
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algebra de Lie gy (m = dim M). Supongase que H es el grupo afinizado de
G, es decir, H = Gy AR™*. Entonces B se extiende (canénicamente) al H-
fibrado principal @ = B x ¢, H, con proyeccion p(b X, h) = p(b). La inclusién
t:B3b—0bxg, e €Q, hace que B sea una Gy—reduccién de Q). Se dice que
esta G/ H-estructura tangencial @) es B-normal.

5.3.2. Estructura tangencial conforme

Sea z € R™*2 (vector columna), denotamos al punto que define en el espacio
proyectivo por [z] € P(R™T2) = Pm+1,
Sea S la matriz simétrica de orden m + 2 dada por

0 0o -1
S=110 I, O
-1 0 0

que define la cuddrica en Pt § = {[z] : 7Sz = 0}. S recibe el nombre de
espacio de Mdoebius y es difeomorfo a la esfera m-dimensional S™ en R™*! a
través de la aplicacion

S™ 3 (Yl ., y™ ) [%(l +y™ Yyt iy (1 -y €S
Es més, en S™ consideramos la métrica heredada de R™*! y en la cuddrica S
la métrica dada por S, esta correspondencia es isométrica. Por lo tanto, S y S™
son distintos modelos para una misma variedad riemaniana.
Sabemos ademds que S™\{(1,0,...,0)} se identifica con R™ a través del difeo-
morfismo conforme dado por la proyeccion estereogrifica

1 m

m m Y Y m
S \{(1707 30)} > (yla Y +1) = (1 —ym+1""’ 1-— merl) €eR

Por lo tanto, podemos sumergir R en la cuddrica S a través de

R">y=(y",...y") — [%(yTy) cy:1] €S (47)
de modo que preserva su estructura conforme. El origen 0 € R™ se corresponde
con el punto O = [0:...: 0: 1] € S, que llamamos igualmente origen, y el punto
del infinito es [1: 0:...: 0] €S.

Sean,
G =comp. conexa de Id en O(m+1,1) = {X € GL(m +2,R)/XT5X = 5}

a1 0 0
H= altAnT A 0 €eG /A€ O(m),a e R—{0},neR™
2a_17777T n a
a0 0
Go = 0 A 0 |eG/AeO(m),a e R-{0}
0 0 a

Entonces, G es el grupo de isometrias que actia transitivamente en S ~ S™,
con H como grupo de isotropia del punto origen O = [0 : ... : 0 : 1]. De este
modo S™ adquiere estructura de espacio homogéneo mediante la identificacién
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G/H = S™. El subgrupo G, estd formado por aquellas transformaciones que,
ademds de preservar el origen, dejan fijo el punto del infinito [1:0: ... : 0].

A través de (47), los elementos de G dan lugar a transformaciones conformes
de R™ dejando fijo el origen (es decir, elementos de CO(m)). En particular, se
tiene la correspondencia dada por el homomorfismo siguiente

a—l

0 O
Go>| 0 A 0 | «—atAcCO(m)
0 0 a

Es claro también que todo elemento de H da lugar a un difeomorfismo con-
forme entre entornos de 0 € R™ dejando fijo el origen. Ademas, con la identifi-
cacién

at 0 O
H> | a'AnT A 0 | «— (a7'4,a7'p) € CO(m) x R™
20 '™ 1 a

resulta ser H = CO(m) AR™*, y para el subgrupo Gy = CO(m) £{0} = CO(m)
es la correspondencia anterior.
El 4lgebra de Lie asociada a G estd dada por g = g_1 @ go P g1 siendo

g=o(m+1,1)={X € gl(m+2,R): XTS+ SX =0}

0 v 0 0 0 0
g1 = 00 w 01 " 0 0
00 O 0 n O
—a 0 O
go = 0 A 0 |:Ac€o(m),aeR
0 0 a

con go + g1 el dlgebra de H, y go el de Gp.
Podemos considerar las siguientes identificaciones:

0 »7 0 0 00
0 0 v €g1—veER™, 77T 0 0 €gp —neR™
0 0 0 0 n O

—a 0 O

0 A 0 |€gyo— A—al, €co(m)

0 0 a

de este modo, la estructura de dlgebra de Lie estd dada por:
[v,o] = 0, [nn]=0, [Av]=Av, [nA]=nA, (48)
[A,A'] = AA —A'A, [v,n] =vn— (o) + (p)1,,

Y por tanto, tenenos el dlgebra graduada g = R™ @ co(m) BR™* con co(m)+
R™* = co(m) W R™ y R™ 4 co(m) = R™ W co(m).

En conclusién, las identificaciones que acabamos de ver tenemos las sigu-
ientes relaciones de subgrupo (cerrado) de Lie:

CO(m) = Gy C CO(m) AR™ =H C O(m+1,1)14=G
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con g = R™ @ co(m) GR™, h = co(m); = co(m) WR™*, go = co(m). Obsérvese
ademds que dim(G/H) = m y G/H = S™ (véase esta construccién en los
trabajos de [1], [13], [11]).

La aplicacién inmediata de este resultado para M variedad dotada de una
estructura conforme riemanniana C, con CO(M) su respectivo fibrado de refer-
encias conformes, es la siguiente.

Hemos visto en la seccién anterior (2.1.3) que la primera prolongacién CO (M),
es un fibrado principal sobre M de grupo estructural CO(m) £ R™*. Por tan-
to, poq: CO(M); — M serda una G/H-estructura tangencial normal para
H=CO(m) AR™ y G=0(m+1,1) ([13]).

Ademéds, el CO(m)-fibrado principal p : CO(M) — M, se extiende (a través
de CO(m) C CO(m) AR™*) al CO(m) KAR™*-fibrado principal asociado

Q = CO(M) X com) (CO(m) KR™) 2 M

con proyecciéon p(b Xcom) h) = p(b), obteniendo de este modo una G/H-
estructura tangencial CO(M)-normal ([1]).

5.3.3. Conexiones adaptadas de Cartan

Sea ¥ : T'QQ — g una conexién de Cartan, sobre una G/H-estructura tangen-
cial B—normal en M. Entonces para cada vy € T,Q podemos escribir ¥(vy) =
I_1(vg) + Po(vg) + V1(v,) donde J;(vy) € g;, asi cada ¥; € AL(TQ, g;).

Si 0 € AY(TB,R™) es la restriccién a B de la forma vertical canénica del
fibrado de referencias L(M), se dice que 9 estd adaptada a B, si 6 = (*9_q,
siendo ¢t : B — @

Recuerdese que la forma vertical canénica § € A'(T'B,R™) est4 definida por
O(v) = b~ 1(p.v), para v € Ty B. Asf para g € Gy, es R0 = g~ 10 ya que:

(R;0) v =0(Rg.v) = (bg) tp,v = (9710) v

Observaciones:

(1) Un elemento b € B, es una base de T,, M, induce isomorfismo b : R™ —
T, M. Por otra parte, como b € @, y la aplicacién bp : '35 - bxyg € € E,
induce isomorfismo bp, : T,F = g/h = g_; = R™ — T, ;) E,. Pero la conexién
de Cartan ¥ permite escribir por la proposicién 4: T, M = T, (,,) E,.. La condicién
0 = 1*9_1 , expresa la igualdad:

b=bp, :R™" - T, M.

(2) Notese que la acciéon adjunta del grupo Gy sobre el dglebra de Lie g =
g1 D go D g1 viene definida paracada g€« Goyv+A+ne€g_1 Dgo Do

Adg(v+A+n) =

o) (o) () (6 e) G o)

=gu+gAg ' +ng"

En particular, Ady, = g : g—1 — g—1, ¥ la condicién § = +*9_; implica que
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el siguiente diagrama es conmutativo:

Rg.
T, B g Tyy B
91 =10 0=9_4
4 =R" — R =¢g_
g-1 g_ledgfl g-1

(8) Para h € H, el isomorfismo Ady, : g — g deja invariante h = go + g1
por lo que induce isomorfismo Ady, : g/h =g 1 = R™ — R™ =g_; = g/h que
coincide (en el caso seminormal) con Ady, : g—1 — g—1 cuando h € Gy, pero en
general, no es cierto que Ady, deje invariante g_1.

(4) La condicién 0 = +*¢_; determina completamente 9_1, en cada espacio
T,Q para b € B.

Teorema 7 Sea Q) 2 M es una G/ H -estructura tangencial normal sobre M,
9; € ANTQ, ;) parai= —1,0. Supdngase que:

(a) 9_1(A%) =0 y 9g(A%) = Ay para todo A = Ay + Ay € go + g1

(b) 9_1 + g es Ady-equivariante

(c) ker¥_1(q) = TyQx, para todo x € M, y todo q € Qy

Exziste entonces 91 € AY(T'Q, g1) de forma que 9 = 9_1+99+101 es conexion
de Cartan. Por otra parte, todas las posibles 91 son de la forma:

V1 =01+ (fij)0 1
donde (fi;) es una matriz m x m de funciones diferenciables f;; : Q — R.

(véase su demostracién en [13] IV.4.2).

5.3.4. Curvatura

Sea ¥ : TQ — g una conexioén de Cartan, sobre una G/H-estructura normal.
La curvatura de 9 es la 2-forma © € A?(Q;g), definida a través de la siguiente
ecuacién de estructura:

dy = —%[19,19] +0

entendiendo que [U, ¥](vg, wq) = [H(vy), Hwy)] € 9 , vy, wy € T,Q.

Si w € A'(P;g) es la conexion en el G—fibrado P asociada a ¥ (1Hw = 9,
Teorema 6), su curvatura {2 verifica la conocida ecuacién de estructura Q =
dw + %[w, w|, y en consecuencia,

1 1 1
Lo = 15 (dw + i[w,w]) = d(%w) + i[baw’ LZ?(JJ] =dd + 5[19,19] =0
Es conocido que la forma de curvatura €2 es horizontal y por tanto también lo
serd © = 155(2 (esto es, si vy € T;Q,, entonces, O(vy,.) = 0).
Puesto que la conexién de Cartan define una paralelizacién en @, si fijamos
una base para g, el dlgebra de formas diferanciales en @) estard generada por las
1-formas componentes de ¥ (respecto a la base de g) con coeficientes en C*°(Q).

Lema 6 La curvatura © mo depende de las componentes ¥, 91. Por lo tanto,
su expresion serd una combinacion de productos de las 1-formas componentes

de 19_1.
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Demostracién:
Recordemos que para todo z € M, y todo ¢ € Q, kerd_1(q) = T,Q.
Ademss, sabemos que ¥y + 91, restringida a la fibra @, actia de la forma

(Yo +91)(A%) = A

y por lo tanto define un paralelismo absoluto vertical. Es claro entonces que
al ser © horizontal no puede tener en su expesion en la base generada por
Y_1 + 99 + Y1 més que 1-formas que provengan de 9_;. l

Tomemos pues una base ey, ..., €, para g_1 = R™ de modo que serd ¥ _; =
e19' + ...+ e, 9™ para 9° € A'(Q;R). Entonces, podemos expresar

1 o
0= ZgKijﬁl A para K;; : Q —g=g-1+0go+ o

Como gy es subélgebra de gl(m;R), la componente de K;; en go, (K;;)o, serd
(KT.,). De modo que si © = ©_; + ©¢ + ©1, entonces,

ijs

Q¢ = ZK!, 9" AN (49)

ijs

5.3.5. Conexiones normales de Cartan

Definicién 11 La conexion ¥ se dice conexién normal de Cartan si su forma
de curvatura © cumple Vi, s =1,...,m,

Y K/
=1...

YK
m W

=0 (50)

J

siendo ©g = LK, 9° N (véase [13])

ijs

Existe una manera alternativa de dar la condicién de normalidad para la
conexion de Cartan 9.

Para todo ¢ € @Q, sea el subespacio horizontal H,; = ker(dy + 1) C T,Q,
entonces 19,1\Hq : Hy — g_1 es un isomorfismo lineal.

Consideramos ahora la aplicacién lineal C' : H; A Hy ® H; — H, definida
por

Clugsvahwy = (V-ly,)  ([Oolugsvy) V-1 (w,)

Entonces, la condicién (50) es equivalente a que para todo vy, wy € Hy, el
homomorfismo lineal Hy 3 uqg — C(vg, uq)wy € Hy tenga traza nula (véase [1]).
En efecto, puesto que 9_1] ", - H, — g_1 es isomorfismo lineal podemos

tomar {u;} base de Hy correspondiente a la base {e;} de g—1 mediante J_1| ,
es decir _ _
7.9,1(1“) =€, < ¥ (ul) = 6‘3

Entonces,
O-1(Cluiyugur) = [Oo(uiyuy), 0-1(we)] = (O _KF),en] = > Kier

Clus, uj)uy, = ZKfjkur

y de este modo la traza de Hy 3 uj — C(u;,uj)uy € Hy es ZKZJJk
J
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Teorema 8 Sea Q) 2 M es una G/ H-estructura tangencial normal sobre M,
y¥; € AY(TQ,g;) para i = —1,0 con las propiedades del teorema 7. Entonces,
existe una tunica 91 € AL (TQ, g1) de forma que 9 = 9_1 + 9o + 91 es conexion
normal de Cartan.

(véase su demostracién en [13] IV.4.2)

5.4. Conexién normal de Cartan en un espacio conforme

Dado el espacio conforme (M, C) tenemos asociada la G/H —estructura tan-
gencial normal sobre M (con G = O(m+1,1);4 y H = CO(M);) dada a través
de la primera prolongacién CO(M), = M.

Recordemos que CO(M); es un subfibrado del fibrado de referencias LCO(M).
Sea ¥_1 + 99 € AL(CO(M)1,R™ + co(m)) la restriccion a CO(M); de la for-
ma fundamental § = 0L g(y,) = b~ o q,(vy), para b € LCO(M) y
v, € T,LCO(M).

Veamos que verifican las condiciones del teorema

(a) 9_1 (A7) = 0y 9o(A#) = Ay para todo A = Ay + A; €
co(m) + R™*

(b) 91 + ¢ es Adco(m)«rm=-equivariante

(c) kerd_1(H) = Ty (CO(M)1)s, para todo z € M, y todo H €
(COMM)),

La condicién (b) es inmediata por ser 9_1 + g la restriccién a un CO(m) £
R™* —subfibrado principal de LCO(M) de la forma fundamental 6.

Sea vy € TgCO(M), para H € CO(M); (H : R™ + co(m) = T,CO(M),
(V, A) — b (bV) + A#(b), con b = q(H)), entonces:

4= (vir) = b (001 (vr)) + (Wo(vm))™ (B) (51)

Si componemos con P, siendo p : CO(M) — M, resulta

puts(vr) = pb™ (09_1(vg)) = WI_1(ve) =
= 0_1(vi) = b op,oqu(vy) =09 o g, (vp)

De este modo, tenemos la identidad

¥4 =09M oy,

Ahora, vy € ker(¥_1) < p.q.(vg) = 0 & vy pertenece al fibrado vertical
de poq: CO(M); — M. Se concluye pues que ker(d_1)g = Ty (CO(M)1),
(condicién (c)).

Tomemos (A,n) € co(m) + R™ y supongamos que vy = (A,n)#(H) €
Tr(CO(M)1)p. Por la férmula (51) y teniendo en cuenta que ¥_1(vgy) = 0 por
ser vy un vector vertical, tendremos lo siguiente

(oCom)* ) = a.lom) = . ( 5

(i -explt(Am)} ) =

t=0

{b-exp(t(A))} = A*(b)

t=0
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(hemos hecho uso de la igualdad (41): q(H - (o, ¢)) = q(H) - o, V(e, ) €
CO(m) AR™*)

Entonces, do(vig) = A y de este modo queda también demostrada la condi-
cién (a).

Por lo tanto, estamos en las hipétesis del teorema 8 y existird una tnica
conexién de Cartan ¢ en CO(M); caracterizada por tener sus componentes en
co(m) + R™, ¥J_1 + vy, dadas por la forma fundamental de LCO(M), y por
cumplir la condicién adicional de normalidad.

Definicién 12 La conezion 9 € AY(CO(M)1, R™+co(m)+R™*) que acabamos
de obtener recibe el nombre de conexién normal de Cartan del espacio conforme
(M,C) (véase [13]).

Observacién 17 W. Poor [1] considera el fibrado asociado Q = CO(M)X co(m)
(CO(m) AR™), que es G/H -estructura tangencial sobre M (con H = CO(m),
G = CO(m) AR™* ) CO(M)-normal. Partiendo de ¥V conexion de Levi-Civita
para alguna métrica g € C, utiliza un procedimiento similar al que acabamos de
desarrollar para definir en QQ una conexion de Cartan (dependiente de la conex-
ion V).

Sea wV € AY(CO(M),co(m)) la forma horizontal de la conexion que V induce
en el fibrado CO(M), y 099 ¢ AY(CO(M),R™) la forma fundamental de
CO(M) — M. Entonces, existe una tinica forma 9_1+199 € AY(Q,R™ +co(m))
Adco(m)«rm= -equivariante tal que LEO(M)(ﬁ_l) = eoM) Yy LEO(M) (V) = wV
siendo vco(my : CO(M) — Q la inclusion natural.

Se comprueba que estamos de nuevo en las condiciones del teorema 8, y por
lo tanto, podemos asegura la existencia de una 9; € AY(Q,R™) tal que ¥ =
Y_1 + g + 91 es conexion normal de Cartan en Q. Obtenemos de este modo
una conexion de Cartan ¥ € AY(Q,R™ + co(m) + R™*) normal y adaptada a
p:COM)— M.

Observacién 18 E. Cartan [3] estudia la conexion normal de Cartan en un
espacio conforme a través del transporte paralelo que ésta induce en los espa-
cios homogéneos tangentes E, ~ G/H (16). En 2.2.3 vimos que estos espacios
homogéneos estan identificados con la esfera m-dimensional S™.
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6. Tensor de curvatura de Weyl

Veremos en esta seccién que la conexién normal de Cartan 9 de un espa-
cio conforme (M,C) tiene un tensor de curvatura de la forma (0,00,0;) €
A2(CO(M)1,R™ + co(m) + R™*), donde la componente ©¢ da lugar (a través
de la presencia auxiliar de una conexién V) al ya conocido tensor de curvatura
de Weyl asociado a (M,C) y cuya importancia radica en ser nulo inicamente
cuando la estructura conforme es localmente plana (para m > 3).

6.1. Curvatura de la conexion normal de Cartan

Sea ¥ = J_1 + Yo + 91 € AY(CO(M)1,R™ + co(m) + R™) la conexién
normal de Cartan del espacio conforme (M,C). Y sea © = ©_1 + 60y + 0; €
A2(CO(M)1,R™ + co(m) +R™*) su forma de curvatura. Por la definicién de ©,
tendremos las siguientes igualdades

O = di_;+ % ([?9_1,190] + [190,19_1]) (52)

1

1

2
1

O = dih + 5 ([91,90] + [0, D1])

Se observa que la componente ©_ de la curvatura depende uinicamente de ¥_1
y de 190.

En adelante, vamos a hacer uso de la presencia auxiliar de una carta (i, ¢) en
M con coordenadas (z1, ..., 2™). Podemos asociar entonces a cada H € CO(M);
un elemento (z*;2%; 2%, ) € R™ x R x R}, definido del siguiente modo:

(@) p(psau(H)) =z = (at,...,a™) =a'e;

(b) g.(H) = b € CO(M) es tal que b(e;) = (8?51')30

(¢) H:R™+ co(m) — T,CO(M) es tal que

5 [ dri(H(A)) = aj A
{ da'(H(A)) =0

VA € co(m), H(A) = A#(b) <= (53)
dxz-(H(ek)) = x;k
dz'(H(ex)) = i,

A continuacién vamos a expresar J_1 + J9 € A*(CO(M)1,R™ + co(m)) en
funcién de dz?, dz‘. Recordemos que Yoy € TyCO(M); tenfamos q.(vy) =

J
H(Y_1(vg) + Yo(vy)), por tanto, en virtud de las férmulas 53 resulta

Ver € R™, H(ex) € T,CO(M) con {

dz'(vg) = da'(q.(ve)) = da' (H(0-1(vn))) + da'(H (do(vr))) =
= o)zl +0
dai(on) = dzi{a(vm)) = da (01 (vn) + d (H(Do(vrr)) =

= 239} (vg) + 29" (vm)
Si denotamos por (yf ) a la matriz inversa de (:E;) tendremos entonces

o = yda (54)
0 = yidal — yfalylde®

5Fijada una referencia conforme b € CO(M), se verifica que CO(M); = b- CO(M) de
modo que Vo = (o) € CO(m) el elemento b - o se corresponde con (xl;xza?). Por tanto, si
A € co(m), entonces dxé. (A#(b)) = z}CA;Q
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Lema 7 Se tiene la siguiente igualdad d9* = —Zﬁ? AP
J

Demostracidn: .
Teniendo en cuenta que por ser y,@x? = 5} se verifica dy; = —yﬁ,yidﬂc;,
tenemos las igualdades

d9* = d(ykFdz’) = dyF A da’ = —yfyfdx; A dx’

AP = (yrdal —yy lesd:c) A (yldat) =
= yryzdx A dx’ —yr jlysyzd:n A dx’ —yTyzdx A dx’

puesto que yfacglys Jdx® A da' = 0 al ser Zyr lesyZ simétrico en (s,4). H

En consecuencia, ©_; = 0 puesto que de (52) se deduce que OF = do® +
Z#k A . Tenemos entonces que el tensor cuvatura es © = (0,0%,0;) €

AQ(CO( )1, R™ + co(m) + R™*), siendo
OF = AV + S0 ADS + 0 A+ 9 AV — 5D, A" (55)
O, = dij+ 39 AD;

véanse las formulas (52) y (48).

Corolario 4 Siendo @0 = 0, imponer la condicion ZKjk = 0 implica la condi-

cion Z]Kik =0 (y E k = 0). Por tanto, todas las contracciones del tensor
J

Q0 € A2(CO(M )1,c0( )) son nulas.

Demostracién: , , 4
Aplicando la diferencial d a la igualdad di* = —XJ% A9, y en virtud de las
J

férmulas 55 se tiene

0 = d(Eﬁ;lmw') = Sdis A — SO A dY =
J J J

O N — I NI AV — 0" AD; A+ 850 AOE AT 9% AT A =
= OGN =B NI AY + Sk AT A = O A
J

Si recordamos ahora que O} = N{K7 0" A 9° (49) tenemos entonces que la

condicién ©% A ¥ =0 equivale a

K’;L‘S] + K;]r + szrs - (56)
Por lo tanto, temendo en cuenta la antisimetria Kﬁs] = —K;Tj, es claro que

EKz = 0 implica E i = 0y por (56) EKZ =0, (Vr,j). 1

rij rji
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6.2. Equivalencia dada por una conexién

Supongamos ahora que tenemos una seccién global del fibrado H— M
(1.3.2). Sabemos por el corolario 3 de la pdgina 23 que ésta es equivalente a una
conexion lineal (simétrica) en M compatible con la estructura conforme C, que
denotamos por V. Ademds, ésta da lugar a una trivializacién

HY y: COM) x R™ — CO(M),

y a una seccion
WV CO(M) — CO(M),

tal que ¥ (b) = H 1(b,0) (45, pag. 30).

iy

Puesto que ¢V sumerge CO(M) como subfibrado de CO(M); de grupo

CO(m) = CO(m) £{0} resultard entonces que CO(M); X Q = CO(M) X com)
CO(m) AR™* a través de la correspondencia

v
CO(M)1 3 HY (b,n) = b X cowm) (Id,1) € Q (57)

y tendremos (FV) o (V) = wcom) : CO(M) — Q la inclusién candnica.

De este modo, tenemos identificadas mediante FV las (CO(m) £ R™*) /CO(m)-
estructuras tangenciales sobre M siguientes

o CO(M); la primera prolongacién de CO(M) (definida en 2.1.3)

® Q =CO(M) xcom) (CO(m) LR™*) el fibrado asociado.

En CO(M); tenemos definida de manera canénica una conexién normal de
Cartan ¢ (que llamamos del espacio conforme (M, C) (2.2.4)). Vamos a ver a con-
tinuacién que FV hace corresponder la conexién 9 en CO(M); con la conexién
normal de Cartan en ) definida en la observacién 17 (que encontramos en el tra-
bajo de W.Poor [1]), y que estd caracterizada por ser (Lco(M))* 9_q = gcOM)
la forma fundamental en CO(M) y (LCO(M))* Y_1 = wV la forma horizontal de
la conexién V.

Por la condicién (FV) o (LV) = Lco(m), que identifica mediante FV las in-
clusiones .V : CO(M) < CO(M)1 y tco(m) : CO(M) < Q, nos interesard es-
tudiar las formas (.V)*9_; € AL (CO(M),R™) y (.V)*9y € AL (CO(M), co(m)).

En primer lugar, puesto que tenfamos la identidad 9_; = geOMM) o resulta

inmediato que (:V)*9_; = 09 s 1a forma fundamental de CO(M) 2> M.
\Y

Para el estudio de (1V)*Jy veamos con mds detenimiento la inclusién (V.
Recordemos que ¢V (b) = HY : R™ + co(m) — T,CO(M) definido por
co(m) > A A*(b) (58)
R™ 5 Vi wy (b(V))
)"t T, M — HY C T,CO(M). Por lo tanto, si b€ CO(M)

tiene coordenadas (z'; %) € R™ x R entonces ¢V (b) = HY es el espacio hori-
zontal tal que

; v _
siendo k" = (p*‘ﬂbv

HY (ex) = &Y (blex)) = K" (u) siendo uy, = & % eT,. M

Sabemos que, fijada k € {1,...,m}, k¥ (uy) = b'(0) para toda b(t) = {u1(t), ..., Un, (t)}
curva en CO(M) con las propiedades siguientes: b(0) =b, y =pob: I — M es
curva en M con 7' (0) = ug, y %ui (0) = 0, Vi. Esto significa que

V[0 i O Py i o s
O—dt{ﬂciaxr}—ﬂci(O)aﬂ =] (0) = - ] -

sr¥y

+ ot aiTd —
i k+ sr Oxd

T T
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Por lo tanto,

xék = dw?(Hv(ek)) = dmé(ﬁv(uk)) = dw§(b’(0)) = —ngrxg -z}

De este modo, la inclusién ¢V : CO(M) — CO(M); expresada en coordenadas
actia de la manera siguiente

CO(M)3b=(a%2%) — (¢% 2% T 2% -2f) = HY € CO(M),

» g 7 J’

Si estudiamos ahora (1V)*y a través de su expresién en coordenadas, que de-
sarrollamos en (54), tenemos lo siguiente

05 = ypday — yryiafede® = ypdg + yylg,a) - o

Esta tltima expresion (193 = yﬁdx;’ + yifgbm?dx“) es la correspondiente a la
forma asociada a la conexién, y concluimos entonces con (:¥)*9Jy = wV la forma
horizontal de la conexién V.

Hemos demostrado, como ya anuncidbamos, el siguiente resultado.

Proposicién 5 El isomorfismo FY entre los fibrados CO(M), y Q definido en

(57) es tal que hace corresponder la conexion normal de Cartan 9 € A'(CO(M)1, R™+
co(m)+R™*) con la conexion de Cartan en Q construida por W.Poor [1] (véase
también la observacion 17).

Tenemos ademds una consecuencia inmediata para la 2-forma (1V)*©, €
A2(CO(M),co(m)).

Corolario 5 5i © = (0,00, 01) es la curvatura de la conexion normal de Car-
tan ¥ y ¥ : CO(M) — CO(M); la inclusion dada por V, entonces, se tiene la
tgualdad

1
(%) 00 = 2+ 5 (07000, (%) 0] + () 01,07CM]) . (59)
siendo Q la forma de curvatura de la conexion V.

Demostracién:
Por las férmulas (52) se tiene la igualdad
1

()00 = (%) (ddo + 5[0, Do) + 3 ([-1,04] + [91,9-1]) =

1 1
— dwv + §[wV7wV] + 5 ([QCO(M)7 (l,v)*’ﬂﬂ + [(LV)*,l?l’eCO(M)D
siendo 999 la forma fundamental de p : CO(M) — M y wV la forma
horizontal de la conexién V. Por la ecuacién de estructura dw" +1/2[wY,wV] =

) para la forma de curvatura de la conexién V, obtenemos de modo inmediato
la igualdad (59). &

6.3. Curvatura de la conexién de Cartan y curvatura de
Weyl

Supongamos ahora que la conexién V de la que hemos partido es la conexién
de Levi-Civita para cierta métrica g € C. Vamos a estudiar en estas condiciones
especiales la 2-forma de curvatura (:V)*©y € A2(CO(M), co(m)) que obtenemos
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de la conexién normal de Cartan 4, siendo ¢V : CO(M) — CO(M); la inclusién
dada por V.

Puesto que © es una forma horizontal, también lo serd (:V)*©g y de este
modo, da lugar a un tensor W € (M) que estd bien definido a través de la
siguiente relacién

blo W(p*ub,p*vb) ob= (LV)*@o(ub,Ub) Yup, vp € TbCO(M) (60)

Obsérvese que si consideramos Q2 € A?2(CO(M),co(m)) la forma de curvatura
de V, mediante este mismo procedimiento obtenemos R € T5(M) el conocido
tensor de curvatura de V, definido por

R(X,Y)Z =VxVyZ —NyVxZ —VxyZ, para X,Y,Z € X(M)

(véase [1]).

Los resultados encontrados en los apartados anteriores nos permiten afirmar
del tensor W € T(M) lo siguiente: por la férmula (59) del corolario anterior,
éste estard relacionado con la curvatura R de V y, por el corolario 4, todas sus
contracciones serdn nulas.

Recordemos ahora la siguiente definicién en la variedad riemanniana (M, g)

Definicién 13 Liamamos tensor de curvatura de Weyl de (M, g) al tensor de
TI(M) definido por la férmula siguiente para X,Y,Z € X(M)

RX,)Y)Z+L(YY,2)X — L(X,2)Y + g(Y, 2)l(X) — g(X, Z2)I(Y) (61)

donde

Sc
2m—1)m =2/
I(X) € X(M) tal que g(I(X),Y) = L(X,Y), VY € X(M)

1

entendiendo que Ric(X,Y) = traza(Z — R(Z,X)Y) es el tensor de Ricci de V
y Se=> R(X;,X;) (para {X;} base ortonormal) su curvatura escalar.

Este tensor es de tipo curvatura (véase [12]), tiene todas sus contracciones
nulas, y es invariante por cambios conformes de la métrica (véase [17], [16]), ¥
por tanto, es propio de la estructura conforme C engendrada por g. De hecho, es
un tensor asociado al espacio conforme (M, C) muy significativo, puesto que para
m > 3 son equivalentes las condiciones de ser la estructura conforme localmente
plana a tener su tensor de curvatura de Weyl idénticamente nulo (véase [10],
[12], [17)).

Teorema 9 El tensor W € TL(M) (dado por 60) es el tensor de curvatura de
Weyl del espacio conforme (M,C) (dado por 61).

Demostracién:
Etapa 1: Consideremos T' € (M) definido por

T(X,Y)Z = L(X,Y)Z + L(Z,Y)X — g(X, 2)I(Y)

para X, Y, Z € X(M). Este tensor verifica las propiedades siguientes:
() T(X,Y)Z=T(Z,Y)X
(b) 9(T(X,Y)Z,Z) = L(X,Y)g(Z,Z)+ L(Z,Y)9(X, Z) —9(X, Z)L(Y, Z) =
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= g(T(X,Y)Z,2) + 9(T(X,Y)Z,Z) = 2L(X,Y)g(Z, Z)

(&) T(X,Y)Z=T(Y, X)Z = L(Z,Y)X~L(X, 2)Y +g(Y, 2)l(X)—~g(X, Z)U(Y)
que es el tensor diferencia entre la curvatura de la métrica y la curvatura de
Weyl.

Consideremos ahora una referencia conforme b € CO(M). Si fijamos un
v, € T, M, se observa que la aplicacién

b=l o (T(b(.),v,)b(.)) : R™ x R™ — R™

es bilineal, simétrica (por la condicién (a)), y VU € R™, b=Lo (T (b(U),v,)b(.)) €
co(m) (por ser b € CO(M) y por la condicién (b)). En definitiva, resulta ser
un elemento de la primera prolongacién co(m); ~ R™*, y por tanto, existird
un n(b,v,) = n € R™ tal que ®, = b~ o (T(b(.),v,)b(.)) (véase 21, pdg.13).
Esta asignacion T, M 3 v, — n(b,v,) € R™* es una aplicacién lineal. Ademas,
Ya € CO(m) se tiene la igualdad

n(ba,vy) = n(b,vy)a € R™

(puesto que a0 @, o (o, ) = D, - a = Dy, (véase 42, pdg.28)).
Etapa 2: Consideremos ahora el tensor horizontal 7 € AY(CO(M);,R™*)
definido por:

T(ve) =1 (q(H), p«q+(ve)) € R™, Yog € TgCO(M ),

que es Adco(m) «rm--equivariante’, y el tensor § € A'(CO(M), R™*) caracter-
izado por las propiedades siguientes:

(a) (LV)*B =0, con ¥ : CO(M) — CO(M); la inclusién (58).

(b) Bt (H)) = 1, ¥ € R™

(c) B es Adco(m)«rm+-equivariante.
(es claro que tales propiedades son compatibles y determinan completamente
B). Entonces, 7+ 3 € AY(CO(M)1,R™) es Adco(m)«rm--equivariante y ver-
ifica (17 + B) (n#(H)) = n, ¥n € R™*, y de este modo, ¥ = (9_1,9,7 + 3) €
AY(CO(M)1,R™ + co(m) + R™*) es conexién de Cartan.

Etapa 3: Vamos a demostrar que 9 es una conexién de Cartan normal (de
este modo, serd ¥ = 1 conexién normal de Cartan).

Estudiemos entonces su curvatura ©. Por la férmula (59) tenemos

=
q
=
@
o
Il

Q4 2 (109000, () + ()] + () + () 8,60°000))
()8 = Q5 (09900, (%) 7] +[7)7,0°°C0) porque (1) =0
Para todo uy, vy, € ToCO(M) tenemos
(0970 (wp), (¥ (0n)] = [07C (up), (b, pu(v0)] = [U, )

siendo b(U) = p.(up) y n = n(b, p«(vp)). Si ahora recordamos los corchetes en el
algebra R™ @ co(m) & R™* dados en (48), y la definicién de ®,, (21), tenemos
Umn] = Un-— 77TUT +nUlLy =@, (U) = b~ 'o (TOU), ps(vp))b(.)) =
b= o (T(ps(up), ps(v3))) 0 b

bvn e R™,¥(a,n’) € CO(m) AR™* se tiene que Ad(qy ,1)(n) = not, por ser:
(') - (Id,n) - (o™ —n'a™h) = (aa™", (n+n')a! —n'a”t) = (Id,na).
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Por tanto,

(V) Oo(up,v5) = Qup,vp) +

+07 o (T(pe(up), px(vp))) 0 b = b~ o (T(pu(wp), pu(up))) 0 b
(V) Oo(up,vp) = b~ "o (R(pu(up), pu(vp))) 0 b+

07 o (T(pa(up), pa () — T(p(vs), P (up))) 0 b
Por la propiedad (c) de la primera etapa sabemos que R(X,Y)Z +T(X,Y)Z —
T(Y, X)Z es la curvatura de Weyl, de modo que (:¥)*©g € A2(CO(M), co(m))
da lugar al tensor curvatura de Weyl de (M, C) a través del procedimiento de-
scrito por la férmula (60). Por tanto, la propiedad que ya conocemos del tensor
de Weyl de tener todas sus contracciones nulas nos da la buscada condicién de
normalidad para (:V)*©y y, en definitiva, para Oy. _

Etapa 4: Tenemos entonces que la conexién normal de Cartan es 9 = 9 y

por tanto, tenemos para el tensor W € T1(M) la siguiente igualdad

b~'o W (pstup, psvp) 0 b = (LV)*@O(Uban) = (LV)*@O(%,%)

que por la férmula obtenida en la etapa anterior representa al tensor curvatura
de Weyl. Concluimos finalmente con la identidad

W(X,Y)Z = R(X,Y)Z + L(Y, 2)X — L(X, 2)Y + g(Y, 2)I(X) — g(X, Z)I(Y)

como queriamos demostrar. ll
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