Practicas de GEOMETRIA DIFERENCIAL, Curso 2018-19.
1. Hoja 1

a)

d)

e)

Sea P C R3? el paraboloide de ecuacién 2? + 3> — 2z = 0, y M el
conjunto de los isomorfismos lineales de R3 con determinante positivo,
que dejan invariante P. Demostrar que M se identifica con un conjunto
de matrices del tipo

r1 Y1 O

A=\ oz 32 0

0 0 p?
cuyos elementos cumplen ciertas condiciones adicionales, y deducir que
M C RS es una superficie diferenciable. Tomar una parametrizacién y
calcular la primera forma fundamental.

Identificamos el espacio de las matrices cuadradas reales de orden 2 con

R* mediante
Ty T2
- (Il, X2, T3, I4)

Trs T4

Demostrar que el conjunto SL(2) = {x € R* : detx = 1} es una
hipersuperficie de R*. Tomar una parametrizacién en torno a la matriz
identidad y calcular la primera forma fundamental.

Estudiar si M = {(z1,22) € Cx C: 2} + 22 = 1} constituye una sub-
variedad de R? (se identifica C con R? de la forma habitual). Dar una
parametrizacién (local) que contenga al punto (1,0) € M C CxCy
determinar en ella la primera forma fundamental.

Sea « : [a,b] — M C R™ una curva regular en la VRC (M, g). Probar
que podemos reparametrizar o con t =t (s), t : [a,b] — [a, b] de forma

que 3 = f(s) = a(t (s)) verifica |3'| = cte
(Y% )Semiplano de Poincaré. Sea H? = {(z,y):y >0} con la
métrica riemanniana

g= % (dx2 + dy2)

1) (%) Calcular la longitud del segmento rectilineo que une los
puntos p = (\/g, 1) y ¢ = (0,2). Parametrizar el segmento por la
longitud de arco. Probar que el arco de la curva v : x = 2cost,
y = 2sint, 0 < t < m, que une estos dos puntos tiene longitud
menor.

2) (%) Fundamentar el hecho de que la curva ~, es la més corta en
H? que une los puntos p y q.

Se sugiere utilizar las coordenadas polares x = pcos, y = psinf y
conformarnos con comparar la longitud de v con la de las curvas
a que admiten ecuacién en polares de la forma p = p (6)



2. Hoja 2

a)

(OPEN) Sea (M, g) una VRC p,q € M, y

Q(p,)—{ :ab—>M/ aesregu(lbagr_q}

Sean «,y € Q (p, ¢). Demostrar que:

1) Si v minimiza la energfa, entonces necesariamente || = cte.

2) Si~ minimiza la longitud y |7/| = cte, entonces se verifica la equiv-
alencia

E(a)=E(v) & L(a)=L(7) y |o/| = cte.

Péndulo doble en un plano. Dos masas puntuales m; y mo estédn
unidas por una barra rigida de masa despreciable de longitud [5 y se
mueven en un plano de forma que m; mantiene una distancia constante
[y a un punto fijo O del plano. Determinar el espacio de posiciones y
de estados, dar unas coordenadas locales generalizadas y determinar en
estas coordenadas la expresion de la energfa cinética.

Pesas e—e con extremos en la esfera. Dos masas puntuales m, y ms
estdn unidas por una barra rigida de masa despreciable de longitud 1 y
se mueven en una esfera de radio 1. Probar que se trata de un sistema
holénomo, dar unas coordenadas locales generalizadas y determinar en
estas coordenadas la expresién de la energfa cinética.

(OPEN) Si I denota la matriz identidad y X" es la transpuesta de la ma-
triz X € R demostrar que el conjunto O(n) = {X € R™": X!X =
I} es una subvariedad de R™*" con dimensién n (n — 1) /2. Encontrar
una parametrizacién en torno a I € O (n). (Es O (n) conexo?.
Indicacién: Identificando S (n) = {Y € R™™ : Y' =Y} con RF, k =
n(n+ 1) /2 comprobar geométricamente que la funcién diferenciable
F:R™ 3 X — X'X — I € RF tiene rango maximo en los puntos
X € O (n), es decir que DF|, : R™" — R es suprayectiva.



e) Y% % Disco de Poincaré
Sea B ={(x,y) : 2% + y*> < 1} C R? con la métrica riemanniana

4
(1— (22 +¢?)"

g= (da:2 + dy2)

1) Demostrar que los giros

x cosn —sin x
(y)_)<sinz cosnn><y)
inducen isometrias en (B, g) .
2) Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange a la energia cinética,
K= m <$2 + y2>, determinar las ecuaciones diferenciales
de las geodésicas.*

3) Parametrizar por el arco la curva a(t) = (0,t), -1 <t < 1y
probar que asf reparametrizada es geodésica.

4) Demostrar que la curva 7 definida por
. r=+/2—sint E<t<3_7T
Yy = cost 4 4
estd contenida en B y reparametrizada por el arco es una geodésica.

5) Mads general, fijado 6 con 0 < 6 < m/2, demostrar que la curva
v (t) definida por

1 .
] ®= 5 —tanfsint _
%'{y:tanﬁcost f<t<m—0

estd contenida en B y reparametrizada por el arco es geodésica.
6) Determinar razonadamente todas las geodésicas de (B, g)

L...que son las curvas extremales de la accién energfa. La primera ecuacién deberfa salir
2 2 " /2 12 i
(1—:10 —y)x +2:10(x —y)+4ymy=0



3. Hoja 3

a)

b)

(OPEN) Hallar las ecuaciones de Euler-Lagrange y extremales de la
accion

L(a) = /0 <2xy — 22+ i — y2) dt

con las condiciones a (0) = p = (0,0), a(7) = ¢ = (1,-1).

(OPEN) Hallar la trayectoria y = y(x) de descenso mds rdpido de
un punto material (que se mueve por un plano vertical) cuando estd
sometido a la accién de la fuerza de la gravedad, desde el punto A =
(0,0), al punto B = (a, —y1) (a > 0, y; > 0).

Indicacion: Determinar primero el Lagrangiano T (y,y) que propor-
cione el tiempo de descenso de la bolita por la grifica y = y (z) con

Yy (0) - 07 y(CL) = (CL, _yl)
Demostrar que en el espacio n—dimensional de Minkowski

R?:(R",g:—dxgﬁL-“—i-dxi)

las geodésicas son las rectas afinmente parametrizadas. En el espa-
cio de Minkowski R? se consideran dos sucesos p,q € R? tales que
el vector ﬁ} es temporal futuro. Demostrar que existen curvas tem-
porales « : [0,1] — R? (g(a’/,a’) < 0) que unen p y g con longitud

—g(o/,a’)dt) arbitrariamente pequena, y el segmento rectili-
neo que une los puntos p y ¢ tiene longitud maxima.

En el espacio tridimensional de Minkowski,
R} = (R?, G = da® + dy* — d2?)

se considera la esfera la esfera S? de ecuacién x?+y%+2% = 1. Estudiar la
métrica g inducida por G en S? indicando en qué puntos es degenerada,
y los abiertos de S? en donde g es riemanniana y donde ¢ es Lorentziana.
Encontrar las ecuaciones de las geodésicas en cada uno de estos abiertos.



e) Y% % Disco de Klein-Beltrami.
Sean

M ={(z,y,2) eR*: 2* + 4" = =1+ 2%, 2 > 0}
B = {(u,v) : v’ +v* <1}

G = dr* + dy® — dz* métrica (Lorentziana) en R

1) Probar que M es una variedad diferenciable de R3.
2) Demostrar que

w:M> (z,y,2) — (u,v) = (—,—) cB

define una biyeccién. Calcular su inversa P = ¢~ : B —M C R3,
y probar que P = P (u,v) es una parametrizaciéon de M.

3) Demostrar que G induce (por pullback) una métrica riemanniana
g = P*G sobre B, calcular su expresién(!) en las coordenadas (u,v).

4) Calcular los sfmbolos de Christoffel y determinar las ecuaciones
diferenciales de las geodésicas en (B, g).

5) Comprobar que la curva u = 0, v = t, =1 < t < 1 es una
pregeodésica® de (B, g).

6) Admitiendo que para cada uy € (0,1) el segmento (contenido en
B) de la curva u = ug, v = t es una pregeodésica, calcular todas
las pregeodésicas de (B, g) .

7) Probar que las pregeodésicas de M con la métrica riemanniana
inducida por G son las intersecciones de M con planos que pasan
por el origen.



4. Hoja 4

a) Dar estructura de variedad diferenciable al espacio proyectivo

d)

RP? = {[z,y,2] : (z,y,2) € R = {(0,0)} }
mediante las cartas naturales
xr 'y
b s U=l 2 20} 3 s - (L) e R
(andlogo ¢, ©,)

En todo caso demostrar que la topologia de RP? como variedad co-
incide con la topologfa final para la proyeccién canénica R* — {o} >
(z,y,2) >€ [z,y,2] € RP%.

Identificando el cuerpo C de los nimeros complejos con R? mediante
la biyeccién canénica:

Cox+iy— (z,9) € R?

Dar estructura de variedad diferenciable bidimensional a la recta proyec-
tiva CP! mediante las cartas naturales.

¢  U=A{lz0,21] : 20 #0} > [zo,zl]ﬁ?elw
0

% U={[z,21]:2 #0} > [zo,zl]%?E]Rz
1

determinando explicitamente el cambio de coordenadas.

Dar estructura de variedad diferenciable de dimensién 2, al conjunto
M = Gy (R?) de los planos vectoriales de R* dotado con la topologfa
final para la aplicacién

R? — {(0,0,0)} > (a,b,¢) — {(2,y,2) : ax + by +cz =0} € M
%% Sean

M:{(x,y,z)€R3:x2+y2:—1+z2,z>0}
B = {(u,v) : u” +v* <1}

se consideran las aplicaciones

i M3 (@y,2) = (wo) = (7.2) eR?

_ _ £ Y 2
: = R
P03 () — 1) = (g )



1) Probar que ¢ (M) = 3 (M) = B. Interpretar geométricamente las
aplicaciones ¢ y @. (Ver la figura de atrés)

2) Demostrar (M, ) y (M, %) son cartas compatibles de M, deter-
minando explicitamente las ecuaciones del cambio de coordenadas

p=pop .
3) Demostrar® que ¢ da lugar a una isometria ¢ : (B,g) — (B,7)
donde®*)
1
=————— ((1 = v?) du® + 2uvdudv + (1 — u?) dv?
g (1_u2_v2)2 (( ) ( ) )
4
7= (du® + dv*)

(1@ +7))

e) %%k % Identificando z = x + iy € C con (z,y) € R? demostrar que la
aplicacién

zZ—1
z —

11—z
induce una isometrfa entre H?> = {(x,y):y > 0} con la métrica rie-
manniana

1
g= ") (dx2 + dyQ)
y B = {(u,v) : u* + v* < 1} con la métrica riemanniana
4

h= iy )

Siguiendo la idea del enunciado 4d, probar que el disco de Poincaré
(B, h) es isométrico al disco de Klein-Beltrami.



5. Hoja

a) Sea M la variedad diferenciable obtenida a partir del atlas
A=A{Ua, ps) 1 a € A}

modelado en R™.

1) Demostrar que un subconjunto & de M es abierto de M, si y solo
si p,, (U, NU) es abierto de R™ para todo o € A.

2) Demostrar que si (U, ¢) y (V,7) son dos cartas compatibles con
(todas las cartas de) A entonces necesariamente son compatibles
entre si.

b) En R? con coordenadas (u,v) se considera la métrica

1
=

G(u,v) —
(u? 4+ v% +

(122 + 1) du? — 2uvdudv + (u2 + 1) du2}

y en el plano proyectivo
RP? = {[z,y,2] : (z,y,2) € R* — {(0,0)}}
se consideran la carta las cartas naturales
v, + U=A{[r,y,2] : 2#0} 3 [z,y,2] — (%,%) € R?
(andlogo ¢, ©,)

1) Demostrar que en RP? existe una tnica estructura riemanniana g
tal que

gSDz — G(uzﬂ}z)’ g‘Pz — G(Wcﬂ&-% g(py — G(Uyﬂ)y)

2) Demostrar que las rectas proyectivas son pregeodésicas de (RP?, g)

¢) Y% Dar estructura de variedad diferenciable de dimensién 2, al conjun-
to M = G, (R3) de los planos vectoriales de R dotado con la topologfa
final para la aplicacién

R? — {(0,0,0)} > (a,b,¢) — {(2,y,2) :ax + by +cz =0} € M
d) Yk Dar estructura de variedad diferenciable al conjunto M = G, (R?)

de los planos vectoriales de R* construyendo un atlas con cartas del tipo

1 0
Ur U2 us Uy
us Uy



donde

[v,w| =

representa el plano generado por los vectores columna (linealmente in-
dependientes) v y w de R*



6. Hoja 6

a) Si M es una variedad diferenciable de dimensién n dar estructura nat-
ural de variedad diferenciable de dimensién 2n al conjunto

™ = | J T,M
reM
Indicacién a partir de una carta (U, = (z!,...,2")) de M construir

una carta TU, Ty = (xl, Lt ,x"> con imagen T (¢ (U)) .

b) Probar que el mapa antipodal A : S* — S§", A (p) = —p es una isometria

en S". Usar esto para dar una métrica riemanniana en RP" de forma

que la proyeccién canénica S" 3 (2°,...,2") — [2°,...,2"] € RP" sea

isometria local.

¢) Probar SO (3) actua en S? por isometrias. Demostrar que dados dos
puntos p, ¢ € S? existe una isometria ¢ : S* — S? con ¢ (p) = q.

d) %% .Se considera S' = {(z,y) : 2 + (y — 1)®> = 1} con su estructura
diferenciable como subvariedad de R? y RP! la recta proyectiva real
con su estructura diferenciable canénica. Demostrar que la aplicacién:

1 [z, y] € RPsi (z,y) # (0,0)
$5(@y) — { [1,3] € RP! si (:c,%) = (0,0)

es un difeomorfismo entre S' y RP!.

e) Y% % Se considera el conjunto formado por los puntos de R? y un
punto mas, ¢ que no pertenece a R? es decir:

M =R*U {¢}

se consideran tambien los subconjuntostd = M—{¢},yV = (M — {0})U
{3,

1) Demostrar que la aplicacién @ : R? — V definida por

(2! —1Ys ]
5 si , 0,0
Q (y1,92) = (y%—i—yg y%+y§> (y1,92) # (0,0)
Csi (y1,2) = (0,0)

es una biyeccion.

2) Probar que {(U, ), (V,%)} es un atlas que da estructura de var-
iedad diferenciable a M, siendo *)

¢ = id:U>(z1,12) — (1, 72) € R?
Vo= QYR

10



3) Demostrar que existe una unica métrica riemanniana g en M tal
que su expresion local en las coordenadas ¢ = (x1, z3) es

4
9° =
(

— (dx? + da?
x%—l—x%qtl)(xl—i_ IQ)

calcular su expresién local g% en las coordenadas ¢ = (y1, 1) .

4) Sea S* = {(z,y,2) € R?: 22 + y*> + 22 = 1} la esfera unitaria con
su métrica riemanniana canénica gsz. Demostrar que es una isometria
la aplicacién F : (S?, gs2) — (M, g) definida por:

2 r (1fz’lgz) SlZ?é 1
S 9(x,y,z)—>{ lsiz=1

5) Probar que M es difeomorfa a la recta proyectiva compleja CP?
con la estructura diferenciable dada en el ejercicio 4b

11



7. Hoja 7

a) (OPEN) Demostrar que el grupo de isometrias de la esfera S" es (iso-
morfo a) O (n).
Nota: Puede usarse el hecho de que dos isometrias definidas sobre una
variedad riemanniana conexa coinciden, si coinciden en un punto y
coinciden sus diferenciales en ese punto.

b) (OPEN) Demostrar que el grupo de isometrias del plano hiperbdlico es
(isomorfo a) O (1,2).
Indicacién: Usese el modelo del disco de Klein-Beltrami obtenido a
partir de la hoja del hiperboloide riemanniano del ejercicio 3.e

¢) (OPEN) Se considera el semiplano de Poincaré,
H? = {(z,y) ~2+yi=2€C:y >0}
con la métrica 1
g= E (dx2 + dy2)
1) Probar que en las transformaciones

1
z———,z—z+v, (veER)
z

definen isometrias en HZ.

2) (++) Mas general:
Demostrar las transformaciones (llamadas de Mobius)

az+b
cz+d

z —

con a,b,c,d € R,

a b
c d‘_l

definen isometrfas en H?.
3) Probar que el grupo de isometrias de H? es (isomorfo a) SL (2, R)

d) Demostrar que los campos en R3:

0 0 0 0 0
Xewl iyl oL yo 94,9
zxax+zyay—l—(z )82" y8x+m8y

son tangentes a la superficie M = {(z,y,2) : 22 +y*>—22 = —1, 2 > 0}.

1) Probar que la aplicacién:

u=x/z
v=y/z
induce una carta global ¢ = (u,v) de M determinar p(M).

12



2) Determinar la expresion analitica V' y W de los campos restricciéon
de X eY a M, enla carta )= (p, ), obtenida a partir de ¢ = (u, v)
mediante el cambio de coordenadas:

{ u = pcost

v = psinf

3) calcular el corchete [X,Y], comprobar que es tangente a M y
demostrar que su restriccién coincide con el corchete [V, W].

e) Yk Se consideran los campos X, Y definidos en las coordenadas canéni-
cas (z,y,2) de R? por:

9, 0 o O

X = —swg = aypo+ (1= 2) 5
9, 0
Y—(—y—l—yz)%—l—(x—xz)—

1) Probar que son tangentes a la esfera S? de ecuacion x?+y?+2% = 1.

2) Determinar la expresién analitica de las respectivas restricciones
VyWdeXeY a$S?enlacarta ¢ = (u,v) : S*\ {(0,0,1)} — R?
dada por la proyeccién estereogréfica de polo norte con ecuaciones

U= =
wr{vzla

1—

N

183

3) Calcular el corchete [X,Y], comprobar que es tangente a S? y
demostrar que su restriccién a S? coincide con el corchete [V, W1.

f) %% ¥%.Se supone que M es una variedad diferenciable de dimensién
m sumergida en R”, con 0 < m < n. F' : R — R es una funcién
diferenciable, y f = F|,, : M — R es la restricciéon de F'a M, X e Y
son un campos de vectores diferenciables de R", que son tangentes a
M,y V =X|,,, W = Y], son los campos en M restriccién de X e
Y a M.

Decir si son verdaderas o falsas las afirmaciones siguientes y justificar
razonadamente las respuestas?.

AFIRMACIONES Verd. | Falsa
X (F)ly =V ()

Sipe M,ydf (p) =0, entonces dF (p) =0
Sipe M,y X (p) =0, entonces [X,Y](p) =0
(X Y]y = V. W]

2Si es verdadera, hay que demostrarla y si es falsa hay que poner un contraejemplo.

13



8. Hoja 8

a) (OPEN) Gradiente de una funcién. Sea (M, g) una variedad rie-
manniana, y f : M— R una funcién diferenciable.

1) Demostrar que hay un unico campo grad f € X (M) tal que para
todo campo X € X (M) se verifica

g (grad f, X) = X (f)
se denomina a grad f, gradiente de la funcién f.

2) Probar que en las coordenadas de una carta (U, = (z',...,2"))
el campo grad f se escribe:
- Of 0
VI
grad (f) - g(p 837] axz
donde (gzk) es la matriz inversa de (gg) Calcular en el plano de

Poincaré el gradiente de la funcién f (z,y) = y — 22

b) (OPEN) Producto de variedades Riemannianas. Dar estructura
natural de variedad riemanniana al producto cartesiano de variedades
Riemannianas. Probar que con esta construccion el producto de geo-
désicas es una geodésica del producto. Dar un atlas para el producto
riemanniano S? x S! de las dos esferas unitarias con su estructura Rie-
manniana canénica. Determinense sus geodésicas.

¢) En R? se considera la conexién lineal que en coordenadas candénicas
(z,y) = (z',2?) tiene por simbolos de Christoffel T'}, = ')}, = 1y
todos los demds nulos. Se pide:
1) Determinar la ecuacién de una geodésica genérica v dada por sus
condiciones iniciales v(0) = (xo,y0) v 7' (0) = (0, Yo)-
2) Determinar las ecuaciones del transporte paralelo de (0,0) a (0, 2)
a lo largo de la curva de ecuacién (z — 1)2 +y2=1y>0.

d) %% En M = {(x,y) : y > 0} se considera la conexién lineal V que en
coordenadas canénicas (z,y) = (z', 2?) tiene por simbolos de Christof-
fel

1 _pl 12 __ 2
P12_F21_F22__Pll___

y todos los demds nulos.
Se pide:

1) Determinar todas las funciones A = A(t), B = B(t) que hacen
paralelo al campo

vi=an(2) cso(2)

a lo largo de la curva a (t) = (¢, 1).

14



2) Determinar la aplicacién lineal T0,)yM — T{1,1) M inducida por el

transporte paralelo de vectores a lo largo de «, desde « (0) a a(1).

e) wkk Sea V:X(M)xX(M)> (X,Y)— VxY € X (M) una conex-

i6n lineal simétrical!) sobre la variedad diferenciable M,y F : M — R
una funcién diferenciable. Dados X,Y € X (M), se define

Hp (X,Y) = X (Y (F)) = (VxY) (F)

se pide:

1) Probar que Hr : X(M) x X(M) — F (M) es una aplicacién
F (M)-bilineal® y simétrica.

2) Probar que Hr (X,Y)], solo depende de los valores X (p) Y (p) de
los campos X e Y en el punto p € M, y define una forma bilineal
simétrica Hp (p) : T,M x T,M — R

3) Determinar la expresién Hp = H;?dxidxj en las coordenadas ¢ =

(x,...,2") de una carta, en funcién de F'y los stmbolos de Christof-

fel.

4) Demostrar que si dF (p) = 0, entonces Hp (p) es independiente de
la conexién V tomada inicialmente.

5) Probar que si dF' (p) =0y Hp (p) es definida positiva, entonces p
es un minimo local para F'.

15



9. Hoja 9

a) En el semiplano de Poincaré, H? = {(z,y) : y > 0} con la métrica rie-
manniana

g= % (dx2 + dy2)

1) Determinar las funciones A = A (t), B = B (t) que hacen paralelo
al campo

V(t)=A(t) (%) " +B) ((%) a(t)

a lo largo de:
o' La curva a (t) = (¢, 1).
b La curva « (t) = (2cost,2sint), 0 <t <

2) Calcular el angulo que giran los vectores ® al dar una vuelta alrede-
dor de la curva cerrada diferenciable a trozos que une en el primer
trozo el punto (—\/g, 1) con (\/g, 1) mediante la curva del aparta-

do i. , y en el segundo trozo el punto (\/3, 1) con el (—\/5, 1)
mediante la curva del apartado ii

b) Sean M, M, variedades euclideas de R™, y sea a: I — R" tal que
vVt € I, Oé(t) c Ml N MQ, y Ta(t)Ml = Ta(t)Mg

Demostrar que M; y M; inducen sobre la curva a el mismo transporte
paralelo.

¢) Se considera el plano
1= {(m,y,z) cER}:2=0, (z,y) # (0,0)}
y el cono
M = {(z,y,2) € R*: 32% + 3y* = 2%,z > 0}

con sus correspondiente métricas riemannianas heredadas de la canéni-
cas de R?

1) Demostrar que

3
U:II> (pcosh, psind,0) — <gcos29,gsin20, %) e R?

da lugar a una aplicacién bien definida entre el plano I y el cono M.

Probar que ¥ : II — M es una una isometria local. ; Es isometria
global?

3Sugerencia: Calcular el coseno del angulo que forma el vector (a%) (~v3.1) con su trans-

portado paralelo hasta el mismo punto (—/3,1) a lo largo de la curva cerrada que se indica.
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2) Se considera ahora la curva « con ecuacién

at) = ( cost,—=sint, 1) para 0 <t < 27

V3 \/_

probar que estd dibujada en M, y determinar todos los campos
paralelos (en M) a lo largo de a.

3) Calcular el angulo que giran los vectores que se transportan parale-
lamente dando una vuelta a lo largo de la circunferencia «, es
decir, determinar el déngulo del giro : ||§,,: T,M — T,M siendo
p = a(0) = a(27).

d) Y% En R? se considera la métrica
= (1 + x2) dz? 4 2zydxdy + (1 + y2) dy*
1) Determinar la expresién de la métrica en coordenadas polares*)

x = pcost
y = psinf

2) Determinar el dngulo que giran los vectores al dar una vuelta
alrededor de la circunferencia de radio > 0, centrada en el origen

e) %% Sea (M, g) una variedad Riemanniana y V su conexién de Levi-
Civita, y sea 0 : M — R es una funcién diferenciable.

1) Probar que el operador V : X (M) x X (M) — X (M) definido
(*)
por

VxY =VxY+X ()Y +Y (0) X —g(X,Y)grad, o

es una conexion.

2) Demostrar que V es la conexién de Levi-Civita de la métrica rie-
manniana § = e2g.

3) Escribir que relacién existe entre los simbolos de Christoffel I'}; de

gy Fij de g en una carta dada.
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10. Hoja 10

a) Sea V una conexion lineal en la variedad diferenciable M y v : [ — M
una curva regular. Probar que v es pregeodésica si y solo si existe una
funcién A = A (¢) diferenciable tal que la derivada covariante a lo largo

de v verifica:
VY :
R REXORMD

b) Se considera para cada R > 0, la esfera
Sk = {(xo,...,xn) c Rl ;xg+...+$i:R2}

fijado p € Sk, y £ € T, S} vector unitario

1) Probar que la curva
v (t) = cos(t/R)p+ Rsin (t/R) £

es una geodésica de S, con condiciones iniciales v (0) = p, 7/ (0) =
€.

2) Probar que el campo v = + > 2;0/0z; en R™™ da lugar a un
campo normal unitario a S%, y que

(7(0),(voy)'(0)) = _%

en particular I7 (§,€) = —%y (p)

3) Probar que I (§,n) = —=% (£, ) v (p) para todo &, € T,S}, y en
particular que S% tiene curvatura seccional constante igual a 1/ R?.

c) Sea H" = {(x1,...,z,) € R"™ : 2, > 0} con la métrica

1
g:x—%(dx%ﬁL---—l—da:i)

la variedad riemanniana (H", g) se llama modelo hiperbélico n-dimensional.
Demostrar que (H", g) tiene curvatura seccional constante igual a —1.
Indicacién: Usar el ejercicio 9e para calcular los simbolos de Christoffel

de g.

d) ;Cual es el modelo de curvatura seccional constante igual a —1/R con
R > 07
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11. Hoja 11

a) Una accién propiamente discontinua (por la izquierda) de un grupo T,
sobre una variedad M viene definida por una aplicacion ® : 'x M — M
tal que: i) La funcién ¢, : M — M definida para cada o € T' dado
por p — ® (a, p) es diferenciable. ii) Si o, 8 € T, ¢, 0 ¢35 = ¢,5. iii) Si
e € I es el elemento neutro del grupo entonces ¢, = id. iv) Para cada
p € M, existe U entorno de p en M, tal que ¢, (U) NU = & para todo
a € I' — {e}, siendo e el elemento neutro de T'.

1) Probar que la accién de I" induce sobre M una relacién de equiva-
lencia definida por pl'¢ < Ja € T, ¢ = ¢, (p) y podemos con-
siderar el espacio cociente M = M/T, cuyos elementos I'p =
{¢, (p) : @ € I'} se denominan 6rbitas de la accion.

2) Probar que M admite una estructura de variedad diferenciable de
forma que la aplicacién 7 : M 5 p — I'p € M es difeo local

3) Demostrar que si (M, g) es riemanniana y cada ¢, es isometria

entonces hay una tnica estructura riemanniana g en M que hace
am:(M,g)— (M,g) isometria local.

b) Toro. El grupo I' = ZXZ actua por isometrias de forma propiamente
discontinua sobre R? mediante

sea ™ : R? — M = R?/G la proyeccién canénica. Probar que R =
[0,1] x [0,1] es una regién fundamental.*

¢) Banda de Moebius. Probar que Z actia por isometrias de forma
propiamente discontinua sobre (R?, g..,) si la accién estd determina-
da por la funcién: ® : Z x R* — RZdefinida por ®((z,y),n) = (v +
n, (—1)"y). Demostrar que el dominio R = {(z,y) € R*: 0 <x <1}
constituye una regién fundamental.

d) Botella de Klein. Consideremos en (R?, gean) (Gean = dz? + dy?) el
grupo I' de isometrias generado por las siguientes transformaciones:

¢1<1’,y) = (l’—l— 17 _y)7 ¢2(l’,y) = (m,y+ 1)‘

Comprobar que el grupo I' actiia de forma propiamente discontinua so-
bre R?, y el espacio cociente M = R?/T" hereda por tanto una estructura
Riemanniana (ver ejercicio 11a). Determinar una regién fundamental,
y demostrar que en efecto el espacio cociente M = R?/T" es una botella

de Klein. Estudiar si existe alguna geodésica cuya imagen sea densa en
M.

425‘50 significa que R es cerrado y 7 : R — M es suprayectiva, e inyectiva sobre su interior.
Asi M como espacio topolégico se obtiene a partir de R identificando puntos del borde.
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12. Hoja 12

a)

Determinar la aplicacién exponencial exp,, : T,M — M en un punto p
elegido en algiin modelo de variedad riemanniana completa y simple-
mente conexa de curvatura seccional constante K =1, —1,0

Sean (M, g) y (M,E) variedades riemannianas conexas.

1) Probar que si ¢ : M — M es isometria y existe p € M, con
¢ (p) =p, y d¢|, = id, entonces ¢ = id.

2) Probar que si ¢, : M — M son isometrias y existe p € M con
¢ (p) = v (p), dg|, = di|, entonces ¢ = 1).

Probar que si (M, g) es una variedad riemanniana completa de dimen-
sién m = 2n par, curvatura seccional constante igual a K = 1, entonces
es difeomorfa a la esfera S™ o al espacio proyectivo RP™. ;Sigue siendo
cierta la afirmacién cuando m es impar?

Probar que una superficie riemanniana conexa localmente homogénea
tiene curvatura seccional constante. ;Es esta afimacién vélida en para
variedades localmente homogeneas conexas de dimensién 37
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